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Resumo

Estas notas tém por objetivo registrar os tépicos discutidos durante a pesquisa
individual do PETMAT realizada, pelos autores, ao longo do segundo semestre letivo
de 2020. Os tépicos estudados vao desde uma definicdo mais adequada de subgrupo
normal e uma discussao sobre quocientes, passando pelos subgrupos finitos de SO(3)
e sua relagao com os poliedros de Platao, pela simplicidade de SO(3), pela histéria
e propriedades dos quatérnios e por uma demonstracao alternativa do Teorema de
Cayley-Hamilton utilizando o Teorema Fundamental dos Polinémios Simétricos.
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1 Homomorfismos, quocientes e normalidade

Para conhecer as estruturas de um grupo e subgrupos interessantes, podemos considerar
funcoes entre grupos que preservam as operagoes: os homomorfismos. Sejam G e G’
grupos, ¢ : G — G é um homomorfismo de grupos se, para todos ¢, € G, temos
o(99) = ¢(9)p(g). H = ker ¢ é chamado de nicleo de ¢ e é composto dos g € G tais
que ¢(g) = €' (identidade de G’). A priori, ¢ nao é necessariamente uma funcao bijetiva;
considerando uma restrigao 1 : G — ¢(G), definida por ¥(g) = ¢(g) para todo g € G,
entao 1 é homomorfismo sobrejetivo, por conta de sua definicao e das propriedades que

herda de ¢.

Se ¢ nao é injetiva, ha ainda uma certa “redundancia” nesta aplicacao, no sentido de
que ha pontos distintos que tém a mesma imagem por ©. Vamos ver que o nucleo ker ¢ do
homomorfismo é uma ferramenta importante na tentativa de eliminar esta “redundancia’”.

Note que se g,g € G e ¥(g) = ¥(g), entao
¢ =v(g'9).

Esta relacdo nos leva a ¢g~'g € H. Por este motivo, definimos a seguinte relacao de
equivaléncia em G:
gRg = P(9) = () <= g 'g € H.

Dado g € G, defina A, = {z € G : ¢(x) = ¢(g)} e considere as classes laterais gH e Hg
de H. Vamos mostrar que estes conjuntos sao todos iguais. E evidente que g C Ay e
Hg C A,. Tomando = € A, qualquer, temos xg~! € H e g~'z € H, o que mostra que
Ay CgH e Ay C Hg. Logo, gH = Hg. Esta igualdade nos permite concluir ainda que
gHg ' = H e a volta também ¢é valida.

Estamos separando os pontos com mesma imagem nas classes laterais gH (= Hyg),
que determinam uma particao do conjunto G. Denotemos por G/H = {gH : g € G} o
conjunto das parti¢oes. Defina a aplicagdo 7 : G — G/H, dada por 7(g) = gH. Vamos
ver que esta funcao é um homomorfismo sobrejetivo.

O fato de que H = ker nos permite dar uma estrutura de grupo a G/H definindo
uma operagao entre seus elementos. Defina

(aH)(bH) = (ab)H. (*)

Para que esta seja de fato uma operagao razoavel para um grupo, precisamos que ela
esteja bem definida. Vamos mostrar que isso acontece se, e somente se, gH = Hg.

Se vale a equagao em (*) e gHg™' = H, sejam o’ € aH,b' € bH; neste caso, a' H = aH
e VH = bH. Entao a’ = ahy e b/ = bhy, para certos hi, hy € H. Devemos mostrar que
(/H)(V'H) = (aH)(bH) (boa defini¢ao). Observe que

(HYVH) = (a'V)H = (ahibhy) H = (ahyb)H = (abho)H = (ab)H,

onde bhy = hib para algum hy € G, uma vez que bH = Hb. Portanto, esta operagao esta
bem definida. Reciprocamente, suponha agora que a operacao estd bem definida. Neste
caso, temos que

(eH)(gH) = gH,



ou seja, existem hg, hy, hy € H tais que highy = ghy, i.e., hig = ghohy'. Donde segue que
gH = Hg, ou, equivalentemente, gHg~! = H.

Com esta operagao definida, G/H é um grupo. Podemos definir entdo um isomorfismo
~v:G/H — ¢(G), dado por v(gH) = ¢(g). Este é de fato um isomorfismo por conta da
propriedade de homomorfismo e da sobrejetividade de v, além da forma como G/H foi
construido e do modo que sua operacao foi definida. Um subgrupo H de um grupo G
com estas propriedades é chamado subgrupo normal de G, denotado H < G.

G ¢ s H

~
~

Vier(9)

Figura 1: Diagrama de um subgrupo normal.

Dai, a seguinte definicao segue naturalmente:

Definicao 1.1. Um subgrupo de um grupo G € chamado normal se é nicleo de um ho-
momorfismo.

Segue desta definicio que um subgrupo é normal se, e somente se, gHg ! = H.
Observe ainda que G e {e} sao sempre subgrupos normais de G.

Vamos agora tratar de uma generalizacao deste resultado. Consideramos um grupo G
agindo sobre um conjunto X. Podemos enxergar a acao de G em X como uma aplicagao
U :GxX — X que, acada par (g, ), associa um ponto ¥(g, z) € X que denota a acao de
g em z. Para uma notagdo mais concisa, ¥(g,z) = gx. Um grupo G como esse é dito ter
uma acao transitiva se, intuitivamente, sua acao leva qualquer ponto de X em qualquer
outro ponto que se queira. Mais precisamente, dado x € X, defina Gz = {gz : g € G},
chamada érbita do ponto x. Entao a acao de GG é transitiva se Gx = X.

O subconjunto de G que deixa invariante um dado elemento x € X é chamado esta-
bilizador de = ou isotropia de G em z e denotado por Stab(z) = {g € G : gz = x}.
Veremos que este conjunto tem um papel similar ao do conjunto H = ker ¢ que tratamos
anteriormente.

Para uma discussao mais interessante, suponhamos que GG nao tenha acao transitiva.
Sabemos que ¥ é uma aplicagao sobrejetiva, ja que G é um grupo e possui um elemento
identidade e e, pela definigdo de agao de grupo, temos W(e,z) = z, Vo € X. Se ¥
¢ injetiva, entdo Stab(x) tem, no méximo, dois elementos, caso haja algum elemento
distinto da identidade que fixe . Vamos supor, de modo geral, que esta aplicagdo nao
seja injetiva.

Neste caso, ha novamente uma certa “redundancia” na imagem dos pontos de X,
i.e., hd elementos ¢,¢ € G tais que gr = ¢'x. Para eliminar este tipo de situacdo, o
estabilizador é essencial. Considerando a orbita Gx de z, pode-se checar que o conjunto
das drbitas dos elementos de X determina uma particao de X, e isto nos possibilita



trabalhar em um conjunto reduzido de X. Nao obstante, os resultados que obteremos
valem para todos os pontos de X.

Note que gz = ¢’z implica z = g~ '¢'x, ou seja, g~'¢' € Stab(x). Novamente, podemos
relacionar todos os pontos que levam x em um mesmo ponto gx. Defina

gRg < gx = g'v <= g '¢ € Stab(x).
Considere o conjunto das parti¢oes determinadas por esta relacao, isto é, o conjunto
G/ Stab(z) = {gStab(z) : g € G}.

Este conjunto nao é necessariamente um grupo, pois apesar de ser subgrupo, Stab(z) nao
é necessariamente normal em G, i.e., nao se pode garantir que ele seja o nicleo de um
homomorfismo partindo de G.

Definimos entdo uma aplicagdo 7 : G — G/ Stab(z) dada por w(g) = g Stab(x)
(ndo é um homomorfismo!). Com esta construgao, podemos definir a aplicagao bijetiva
I': G/Stab(z) x X — X, dada por I'(¢gH, z) = ¥(g,x) = gz, que age sobre os elementos
de X.

GxX v s X

G
VStab(z) X X
Figura 2: Diagrama da acdo de ¥ e I.

Além disso, ha certas conclusoes bastante interessantes e tteis. Por exemplo, cada
elemento de G/ Stab(z) estd relacionado de maneira biunivoca com um ponto da 6rbita
Gz, ou seja, cada classe lateral g Stab(z) age da mesma maneira sobre z. Segue que

Gl = > lgStab(x)|

G/ Stab(z)
= |Gzl| Stab(z)],

identidade que nos livros-texto é chamada de Teorema Orbita-Estabilizador.

2 Subgrupos finitos de SO(3) e os poliedros de platao

Comegamos esta segao descrevendo alguns subgrupos finitos de SO(3) e algumas figuras
sobre as quais eles agem. Para o leitor nao familiarizado, o grupo SO(3) nada mais é do
que o grupo de rotacoes em torno da origem no R3. O grupo ciclico de ordem n, i.e., C,,
é o grupo de rotagoes em torno de um mesmo eixo, e seu gerador é a rotacao de menor
angulo 27 /n. Este grupo é o grupo de simetrias de objetos do seguinte tipo, que é muitas
vezes denominado grupo monoedral.



Figura 3: Exemplos de figuras sobre as quais o grupo monoedral age.

Um outro subgrupo importante e mais conhecido é o grupo diedral, D,,, que é o grupo
de simetrias dos poligonos regulares de n lados. Diferentemente do monoedral, este contém
rotagoes e reflexdes por retas que passam por um vértice e pelo centro do poligono regular.
Além disso, este grupo é gerado pela rotacdo de menor angulo 27 /n e por um reflexao
qualquer do grupo. Aqui, as reflexdes se expressam como rotagoes de 7w pelo eixo que nos
referimos como de “reflexao”.

Figura 4: Hexagono regular com seus eixos de simetria.

Determinamos outros grupos finitos de SO(3) considerando poliedros regulares conhe-
cidos e suas simetrias. Os sélidos de Platao sao sélidos que tém, como faces, poligonos
regulares. Ha 5 desses poliedros: tetraedro, cubo, octaedro, icosaedro e dodecaedro.

O tetraedro é uma piramide triangular em que todas as faces sao triangulos equilateros,
como ilustrado abaixo.



Figura 5: Tetraedro regular.

O grupo de simetrias que preservam orientagao do tetraedro consiste de rotagoes de
7 por eixos que passam por pontos médios de vértices opostos e de rotacoes de 27w /3 por
eixos que que passam por um vértice e pelo centro da face oposta a ele. Este é um grupo
de ordem 12, que denotaremos por T

O cubo é um paralelepipedo que tem todas as faces quadradas. O octaedro é construido
tomando-se como seus vértices os pontos centrais das faces do cubo e pode ser visto como
duas piramides quadradas com bases coincidentes.

/‘?'

7

Figura 6: A dualidade entre cubo e octaedro.

O grupo de simetrias do cubo consta de rotagoes de 7/2, 7 e 27/3 por eixos que
passam por centros de faces opostas, pontos médios de arestas opostas e por vértices
opostos, respectivamente. Este grupo tem ordem 24, e serd denotado por O. O mesmo
grupo, aqui descrito para o cubo, é o grupo de simetrias positivas do octaedro por sua
construcao.

O icosaedro é um poliedro com 20 faces que sao triangulos equilateros. O dodecaedro
¢ um poliedro com 12 faces que sao pentagonos regulares e pode ser construido tomando
como vértices os centros das faces do icosaedro.



O

Figura 7: O dodecaedro (esquerda) e o icosaedro (direita).

Considere o dodecaedro. O seu grupo de simetrias positivas, aqui denotado por I,
consta de rotagoes de 27 /5,27/3 e m em torno de eixos por centros de faces opostas, por
vértices opostos e por pontos médios de vértices opostos, respectivamente.

Agora, usando o resultado obtido anteriormente que
|G| = |G| Stab ()],

vamos mostrar que hd apenas 5 subgrupos finitos de SO(3) a menos de isomorfismos.
Como corolario vamos concluir que ha apenas 5 poliedros regulares (chamados sélidos de
Platao). Estes subgrupos sao exatamente os grupos de simetrias dos poligonos regulares
que preservam orientacao, i.e., sao grupos de rotagao. Os grupos e os objetos em que
agem sao listados abaixo:

e (C,: Grupo ciclico de ordem n.

e D,: Grupo diedral n.

e T: Grupo de simetrias de um tetraedro regular.

e O: Grupo de simetrias do cubo e do octaedro.

e [: grupo de simetrias do icosaedro e do dodecaedro.

Teorema 2.1. Os subgrupos finitos de SO(3) sao apenas C,,, D,, T, O e I.

Demonstragao. Os elementos de SO(3) sdo todos rotagoes em torno de algum eixo pela
origem de R3. Podemos considerar, para facilitar a discussao, a esfera unitéria

S?={(z,y,2) eR* : 2?2 + > + 22 =1}
e pensar em como as rotagoes agem sobre ela.

E f4cil ver que SO(3) é um grupo de simetrias da esfera e que cada rotagao distinta
da identidade fixa exatamente dois pontos: os pontos de intersecao da esfera com o eixo
de rotagao. Estes pontos sao chamados polos e serao denotados por p. Seja entao P o
conjunto de todos os pontos p tais que p é polo de algum elemento de G, onde G é um
subgrupo qualquer de SO(3) finito com ordem N. O seguinte lema é importante para o
que vem a seguir.



Lema 2.2. O conjunto de polos é levado nele mesmo, ou seja, os elementos de G sao
operadores em P.

Demonstracao. Se g € G é um elemento qualquer e p é um polo de g, devemos mostrar
que existe x € G tal que zp é um polo, i.e., que existe algum elemento de G que fixa xp.
Este elemento é exatamente zgz~! € G. O

Este resultado estabelece que G' deve ser um grupo de simetrias do conjunto de polos
de seus elementos. Denote 1, = | Stab(p)| e n, = |Gp|. Temos entao

N =1, <= |G| = |Stab(p)]|Gpl.

O argumento que segue se baseia na contagem da quantidade de polos que um subgrupo
do tipo de GG pode ter e na ordem das dérbitas relacionadas com esses polos.

Observe que 7, ¢ a ordem do subgrupo ciclico gerado pela rota¢ao de menor angulo
27 /r, e que tem polo em p. Entdo cada polo estd relacionado com exatamente r, — 1
elementos do grupo. Além disso, o polo antipoda a p esta relacionado com esses mesmos
elementos de G. Portanto, retirando o elemento identidade, temos

Y (p—1)=2(N-1). ()

peEP

, ~ RN < _ / _ - i

Se p e p’ estao na mesma orbita, entao Gp = Gp' e n, = ny. Logo, r, = ry pois uma
orbita determina uma particao do conjunto em que o grupo age. Podemos, entao, realizar
o somatorio sobre as érbitas ao invés de realizé-la sobre o conjunto de polos. Procedendo
desta forma, obtemos

> ny(r,—1) =2N =2
Gp

e, dividindo por N, segue que

Gp

O fato chave a ser observado é que
1<2 2 <2
p— N .

Como Stab(p) deve conter um elemento distinto da identidade, entdo r, > 2. O lado
esquerdo em (xx) tem termos que sao pelo menos 1/2, logo, temos no méximo 3 drbitas.
Além disso, nao podemos ter 1 érbita apenas, pois

1
1—-—<1
Tp

nao concorda com o lado direito de (xx). Temos, portanto, 2 casos a considerar, nimero
de 6rbitas 2 ou 3. Para os argumentos que seguem, denote as érbitas por nimeros 1, 2, 3.
Entao, ao invés de denotar r, para p em Gp, denotemos r; e assim por diante. Suponha,
ainda, que tenhamos r; > r;,;.



I) Duas Orbitas. Neste caso, temos

II)

2 1 1

N T T2 ’
Como 11 e ro dividem N, entao r1,7o < N. Segue, portanto, que r; = ro = N.
Observe que temos duas érbitas de ordem 1 (apenas um elemento em cada 6rbital)
e os estabilizadores dessas érbitas téem ordem N. Os pontos destas érbitas devem
determinar um eixo de rotagao que ¢é o eixo de rotacao dos elementos de um subgrupo
ciclico de ordem N, ou seja, Cly.

Trés Orbitas.

Este é o caso principal, aqui temos mais possibilidades. Veja que se r1, 75,73 sao
pelo menos 3, entao

3
2>2—%:Z(1—%):3—Zi23—1:2,

r
i=1 i=1 ' "*

o que é absurdo. Logo, um dos r; é 2, digamos r, = 2. Os casos possiveis estao
listados abaixo. Denote, a partir daqui, as 6rbitas por Oy, Os e Os.

ry | 1o | 13| |G
i) [n|n|-|n
@ [2]2|n]2n
(i) | 2 | 3|3 | 12
v)[2 3424
™ 23560

(ii) Aqui temos r; = 2 = 15 € ny = n = ny, entdo temos 2 estabilizadores com
apenas 2 elementos e orbitas de n pontos. Como r3 = n e nzg = 2, temos
uma 6rbita com 2 elementos. Os elementos de O3 devem ser permutados, o
que indica uma rotacao de 7 radianos. Além disso, os estabilizadores com 2
elementos sdo exatamente os subgrupos que contém esta rotacao (que pode ser
interpretada também como uma reflexao numa certa reta contida num plano!).

Os elementos das orbitas de n pontos determinam exatamente um poligono
regular e estao relacionados com o estabilizador que contém n elementos. Ob-
serve que a Orbita Oz, neste caso, determina o eixo de rotagao do subgrupo de
ordem n. Portanto, G ~ D,,.

(iii) Lembre-se das descrigoes das simetrias do tetraedro regular. Temos um sub-
grupo ciclico de G com 2 elementos, é o que nos diz r; = 2. Este se comporta
como a simetria de rotagao com eixo nos pontos médios de vértices opostos do
tetraedro.

Além disso, temos dois subgrupos ciclicos de 3 elementos e duas érbitas de
4 pontos. Observe que, no tetraedro, qualquer um dos 4 vértices podem ser
levados uns nos outros compondo-se as rotacoes que sao simetrias das faces.

Lembrando das descrigoes das simetrias do tetraedro regular, concluimos que
G~T.
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(iv) Temos r; = 2, o que indica um subgrupo de G de ordem 2 (rotacdo de m, um
grupo que tem um elemento involutivo). Como ry = 3 e ny = 8, temos um
subgrupo ciclico de ordem 3 e uma orbita de ordem 8. Analogamente, r3 = 4
caracteriza uma subgrupo ciclico de ordem 4.

Os valores de 71, r9 e r3 caracterizam, respectivamente, as simetrias de rotacao
com eixos por pontos médios de arestas opostas, por vértices opostos e por
centros de faces opostas. Observe que a érbita Oy de ordem 8 é exatamente o
conjunto de vértices do cubo. Segue que G ~ O.

(v) Aqui temos como fato mais marcante a existéncia de um subgrupo ciclico de
ordem 5 = r3, que esta relacionado com a simetria rotacional por um eixo que
passa por centros de faces opostas.

Temos uma orbita com 20 = n, elementos, exatamente o nimero de vértices
de um dodecaedro. Além disso, um subgrupo de ordem 2 = r; deve conter
uma rotacao de m; este esta relacionado com rotacoes por pontos médios de
vértices opostos. Por fim, temos um subgrupo ciclico de ordem 3 que é gerado
por rotagoes de 27/3 ao redor de um eixo por vértices opostos, e segue que

G~1.

]

3 A simplicidade de SO(3)

Dizemos que um grupo G é simples se os seus inicos subgrupos normais sao {1} e G. A
seguir, mostramos a simplicidade de SO(3).

Teorema 3.1. O tnico subgrupo nao trivial de SO(3) fechado sob conjugagao € o proprio

SO(3).

Demonstragao. Suponha que H seja um subgrupo nao trivial de SO(3). Assim, H contém
uma rotagao nao trivial, A, de um angulo o em torno do eixo [.

Agora, suponha que H é normal, i.e., H contém todos os elementos da forma ghg~!,
com g € SO(3). Se g leva [ em m, entao g~' leva m em [ e h fixa [ e rotaciona o restante
dos pontos por a, segue que ghg~! é uma rotacao de a em torno de m. Portanto, H inclui
as rotagoes de v em torno de todos os eixos possiveis, ja que m era arbitrario; para ver
isto, basta notar que a acao de SO(3) sobre os pontos de S? é transitiva, logo, [ pode ser
levado em qualquer eixo m dado que passa pela origem.

Escreva RY para indicar uma rotagao de a em torno do eixo que passa por P e pela
origem (como na figura abaixo) e Rpg para indicar a reflexdo em torno do grande circulo
PQ, que passa por P e (). Dai, temos

RER; = Ry,

em que R e # sao como mostrado abaixo.

11



Figura 8: Angulo da rotacao produto.

Podemos, ainda, escrever
Rf = RER! = RorRpqRproRrr = RorRpr,
ou seja, a rotacao em torno de R é definida pelas reflexoes em torno de PR e QR.

A medida que P varia continuamente em algum intervalo do grande circulo por P e
(), o angulo 0 varia continuamente em algum intervalo (R pode variar também, mas isso
nao muda a andlise). Como os nimeros da forma

mm ,
—,m,n € Z e m impar,
n

sao densos em R, segue que # assume um valor dessa forma. Fazendo o produto dessa
rotacao consigo mesma n vezes obtemos uma rotacao de mzm em torno de R, com m impar,
ou seja, uma rotacao de m em torno de R. Como H é fechado e R é arbitrario, segue que
H contém todas as rotacoes de m em torno de qualquer ponto da esfera.

Por fim, tomando o produto de rotagdes da figura com a/2 = 7/2, podemos obter
uma rotagao em torno de R de qualquer 0 < 6 < 27 de fato, fixando @) e fazendo P
variar sobre o circulo PQ na Figura 8, podemos ver que /2 percorre todo o intervalo
[0, 7]. Assim, H contém todas as rotacoes de SO(3), i.e., H = SO(3). O

4 Quatérnios e rotacoes no espaco

Vamos, nesta se¢ao, introduzir o conjunto dos quatérnios, denotado H em homenagem
ao matematico William Hamilton, que os descobriu. Focaremos sobretudo nos aspectos
geométricos e propriedades bésicas desse conjunto (munido das operagoes adequadas).
Sendo assim, uma primeira motivagao interessante para o estudo dos quatérnios é a que
apresentaremos a seguir.

De modo relativamente informal, podemos considerar a seguinte defini¢ao.

Definicao 4.1. Dado um corpo K, um espago vetorial V' sobre K com produto bilinear é
chamado dalgebra real.
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Esse conceito pode parecer bastante fora da realidade, mas na tabela abaixo citamos
alguns exemplos de algebras com as quais a maioria de nés esta acostumado.

pol. reais | (C(R),-) | (Co(R),x) | R | C |H | O | (R3, x)
Id. 4 v X AR Aaranis X
Assoc. v 4 v IV X X

Exemplos de algebras reais.

Dizemos, ainda, que uma &lgebra ¢ de divisao se dados quaisquer dois elementos a e
b # 0 nela, existem tnicos z,y também na algebra tais que a = bx = yb. Nesse contexto,
temos o

Teorema 4.1 (Frobenius). Toda dlgebra de divisao com dimensao finita e associativa
sobre R ¢ isomorfa a R,C ou H, de dimensoes 1,2 e 4, respectivamente.

Retirando a hipdtese de associatividade, temos ainda uma quarta possibilidade: o
conjunto O dos octonios. Nesse contexto, podemos ver que os quatérnios aparecem de
maneira natural num teorema de classificacao importante, despertando a suspeita de que
talvez eles de fato sejam razoavelmente relevantes. De fato, o conjunto dos quatérnios é
bastante til para descrever algo que, ironicamente, é extremamente cotidiano: rotagoes
no espaco tridimensional.”

Foi dai que o matematico Hamilton partiu para descobrir esse novo conjunto numeérico.
Ele buscava uma forma de descrever rotagoes em trés dimensoes similar a maneira que
descrevemos rotagoes no plano por meio de niimeros complexos, e acabou encontrando os
quatérnios, definidos abaixo. Antes, porém, demonstramos um teorema que nos sera tutil
ao final da secao.

Teorema 4.2 (Euler). Todo A € SO(3) é uma rotagao ao redor de um eizo.

Demonstracao. Note que é suficiente mostrar que A tem um autovalor 1 pois, se isso
acontece, entao A fixa uma direcao, i.e., um eixo. O polindomio caracteristico de uma
matriz de SO(3) tem grau 3, entdo cada matriz desse grupo tem pelo menos uma raiz real.
Usando o fato de que toda matriz ortogonal preserva produto interno e, consequentemente,
preserva a norma, temos que, para toda matriz A € SO(3), vale

vl = [Av] = [Av] = |A[Jv].

Entao, sendo A um autovalor de A € SO(3), temos |A| = 1. Como as transformagoes
de SO(3) sao aquelas que preservam orientagao, necessariamente A = 1; caso contrario
Av = —v e A nao preservaria orientacao. m

Definicao 4.2. O conjunto H dos quatérnios é definido por
H={a+0bi+cj+dk:a,bcdecR}
com a operac¢do usual de soma. As constantes imagindrias i,j e k sao tais que

it =2 =k =ijk=—1.

*O leitor interessado é convidado a assistir a este video, que ilustra de maneira magnifica a vantagem
de se trabalhar com quatérnios para descrever rotacgoes tridimensionais.
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https://www.youtube.com/watch?v=zjMuIxRvygQ&t=6s

Com essa definicao, podemos ver que H é um espaco vetorial de dimensao 4. Além
disso, existe uma copia de R em H. Também podemos ver que 1 é a identidade e o pro-
duto das unidades imagindrias é associativo (basta fazer as varias combinagoes). Entao,
antes de definir o produto quaternionico, um esclarecimento de notagao: os elementos do
subconjunto

Im(H) = {bi + ¢j + dk : b,c,d € R}

de H sao chamados imaginarios e, dado um quatérnio
p=a+bi+cj+ dk,
a tripla (b, ¢, d) é a parte imagindria de p.
Entao, tome inicialmente p, ¢ € Im(H). Temos

p-q=(ai+bj+ck)(ai+ Bj + 5k)
=—(p,q) +i(bd — cB) + j(ca — ad) + k(ap — ba)
a b c
=—pg+ija b
t ]

o,
k
usando o produto canonico de R3. Assim, a seguinte definicao é mais que natural.

Defini¢ao 4.3. O produto quaternionico (-) entre dois quatérnios imagindrios p,q € de-
finido por
p-g=pxq—{(p.q).
Aqui é interessante fazer algumas observagoes. Da férmula acima, podemos ver que o
produto quaternionico entre imaginarios é composto de duas partes: uma parte simétrica

(o produto escalar) e uma parte anti-simétrica (o produto vetorial). Essa é a manifestagao
geométrica da anti-simetria do produto entre as unidades imaginarias ¢, j e k.

Ja podemos deduzir algumas igualdades interessantes. Primeiro, note que se p €
Im(H), entao
p-p=pxp—(p,p)=—Ip’
e, se p tem norma 1, segue que
2 __
b= _17
em analogia a C.

Para terminar de definir o produto quaternionico, precisamos lidar com quatérnios
gerais. Entao, tomando p, ¢ € H quaisquer, o produto entre eles ¢ dado por

p- ¢ = (Re(p) + Im(p))(Re(q) + Im(q))
= Re(p)Re(q) + Im(p) x Im(q) — (Im(p), Im(q)) + Re(p) x Im(q) + Re(q) x Im(p).

Ainda se tratando do produto quaternionico, podemos definir uma operacao de colchete
[-, ] nos quatérnios por

p,al=p-qa—q-p.
Assim, se p,q € Im(H), entao

p,al =pxq—(p,q) —qgxp+{g.p) =2 xq).

14



Claramente, essa operacao de colchete nao é simétrica. Veremos mais a frente que ela
estd intimamente relacionada com as rotacoes em R3.

Agora, definindo o conjugado quaternionico da maneira natural, i.e.,

p=a+bi+cj+dk=a—0bi—cj—dk,

¢é imediato que

donde segue que S
P=a-+bi+cj+dk,
de modo que a correspondéncia p — p é R-linear. Além disso, note que
p=r,
analogamente a C. Agora, diferentemente de C, temos, por exemplo
ij=k=—k=ji=j-i,

de modo que pg # p - ¢ em geral. A igualdade acima sugere, na verdade, que pq = q - p.
De fato, isso segue da igualdade acima e das igualdades

jk=i=—i=kj=
I

®| wl
>

)=—7=1ik=

Resta agora verificar as propriedades do valor absoluto para quatérnios, que é definido da
maneira natural:

Ip| = Va2 + b2 + 2 + d2.
Assim como em C, teremos |p|?> = pp. De fato, isso pode ser verificado usando a férmula
geral para o produto e notando que Im(p) = —Im(p), ou notando que
pp =D D = 1D,

ou seja, pp € Re(H). Como Re(pp) = |p|?, segue que pp = |p|>. Uma terceira forma de
ver isso € notar que

pp = (Re(p) + Im(p))(Re(p) — Im(p))
= Re?(p) — (Im(p), Im(p))
= Re*(p) + [Im(p)[?
= [pl%,
ja que Re(H) L Im(H).
Por fim, assim como em C temos que |pg| = |p| - |q|, quaisquer que sejam p, ¢ € H. De

fato, note que

pal* = (pq)(P9) = p qq P = ppqq = |p|* - |q|”
R
c
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e o resultado segue.

Agora, recorde que podemos pensar C como um espaco vetorial real de dimensao 2
com base {1,i}. Sendo assim, podemos fixar z € C e definir

L,:C—C

por L,(w) = zw para cada w € C (ou seja, uma multiplicagdo a esquerda). Dai, se
z=a-+1ibcom a,b € R, temos

L.(1)
L.(i) =

z-1=a+1ib=(a,b),
i =—b+ia=(—b,a)

de modo que podemos escrever

Agora, podemos definir o isomorfismo
C — gl(2,R)

que mapeia z em [L,]. Segue dai que podemos pensar em ntmeros complexos como
matrizes da forma [L,].

Assim como antes, vamos buscar estender esses argumentos para H. Aqui, vamos
pensar H como um espago vetorial complexo de dimensao 2 com base {1,;}. De fato,
podemos fazer isso pois dado (z,w) € C? com z = (a,b) e w = (a, 3), temos

z+wj=a+ib+ (a+if)j=a+bi+aj+ Sk

e, claramente, qualquer quatérnio ¢ pode ser escrito na forma z + wj (basta escolher as
partes real e imaginaria de ¢ como acima).

Transposta esta barreira, defina, para ¢ = z + wj com (z,w) € C?,
L,-H—H

por L,(v) = v - ¢ para cada v € H. Entao L, é uma transformagao linear, pois, sendo
c € C e u,v € H quaisquer, temos

(cu +v)q = (cu)q + (vq) = c(ugq) + (vq).

Observe que a escolha de multiplicacao a direita é feita pois estamos vendo H como um
C-espaco “a esquerda”, em outras palavras, ¢ nao comuta com ¢ em geral. Vale ressaltar
que aqui (-) simboliza o produto quaternionico. Agora, note que

L(l)=1-q=z+wj=(z,w),
Lyj) =7 q=jz+ jwj = —w0+7Zj = (W, %),

de modo que



E agora, podemos definir o isomorfismo

H — ¢l(2,C)
que mapeia ¢ em [L,|. Segue dal que podemos pensar em quatérnios como matrizes da
forma [L,]. Note a semelhancga gritante com o caso complexo!

Observagao. Para o cdlculo de L,(j), utilizamos a propriedade de que zj = jz, Vz € C,
sendo j unidade tmagindria quaternionica. De fato, escrevendo z = a+1ib,a,b € R temos
zj = (a+1ib)j = aj + ibj = ja+ bij = ja — bji = ja — jib = j(a —ib) = jZ.

Feita toda esta construcao dos quatérnios, podemos agora falar de um de seus as-

pectos mais interessantes: a facilidade que ele nos da para descrever rotagoes no espago
tridimensional.

Entao, tome ¢ € H* e defina, para todo v € Hi,
Cy v qug

chamada conjugacao por g. Vamos ver que C, nos da uma rotacao. Antes da verificagao
propriamente dita, temos alguns indicios que nos sugerem que, de fato, C;, é rotacao.
Primeiro, note que €, nao ¢ a identidade e que ¢ e 1 ficam fixos sob Cj,.

Agora, note que dado v € H qualquer, temos

_1|: —1|:

lqvq lgllvllg lallvlla]™" = Jv],

de modo que podemos tomar, s.p.g., ¢ € S* C H. Recorde, agora, que Re(H) L Im(H),
de modo que o complemento ortogonal de 1 é 1+ = Im(H). Consequentemente, como
C,(1) = 1, entao C,(1+) = 1+ = Im(H). Esta tltima afirmagao se deve ao seguinte
teorema.
Teorema 4.3. Se T € uma transformacao linear ortogonal tal que T(W) C W, entao
TWH) Ccw.
Demonstracao. Note que, como T é ortogonal, entdao T~! = T* = T*. Além disso, como
T(W) C W segue que T(W) = W e, portanto, W = T-}W), ou seja, T~ deixa W
invariante. Logo, dado v € W+, temos
0= (v, T*(w)) = (v, T H(w)) = (T(v),w), weW
ou seja, T(W+) = W+, O
Voltando, temos entao que C, deixa Im(H) invariante. Agora, como ¢ € S* C H,
segue que existem # € R e u € H tais que
q=cosf+usinf =e?, com u® = —1.
Lembrando que C,(q) = ¢, segue que C,(u) = e?e"/2e~ = ¢ € ImH. Entdo, dado
v € ut C Im(H), temos
C,(v) = e“Pve?

= (cosf + usin@)v(cos — usin @)

= (cos Ov + uv sin f)(cos O + wu sin )

= cos? Qv 4 uv sin 0 cos @ — sin 6 cos Gvu — sin? Guvu

= (cos? § — sin” §)v + 2sin 6 cos Huw

= c0s 20v + u X vsin 26

= rotagdo de 20 no plano u* C Im(H),
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em que a quinta igualdade se deve ao fato de que

uv = u x v — (u,v) =u X v, pois v € ut,

wou = (uwv)u = (u X vV)u = v,
como ilustrado abaixo.

Uy

U X v

Em suma, a construgao que fizemos foi: C, tem como conjuntos invariantes as partes
real e imaginaria de H e o subespago gerado por u, que é imaginario puro. Entao, podemos
fazer a identificagdo R ~ Im(H) e considerar a restrigao de C, & parte imagindria (isso
é possivel porque ela é invariante). Ora, C,, entdo, funciona como uma rotagao, pois
preserva norma, fixa um eixo e gira um plano ortogonal a este eixo.

A partir dai, podemos definir uma aplicagao

e  S3—S0(3)
g—Cy,

que leva ¢ na rotacao correspondente a conjugacao por q. Note que de fato ¢ vai em
SO(3), ja que C, fixa um eixo e gira um plano, preservando a orienta¢do. Também
podemos ver que ¢ ¢ um homomorfismo de grupos: Cy, = C, 0 C,. Pelo Teorema de
Euler, ¢ é sobrejetiva. Além disso, é imediato que {1} C ker(y). Note também que os
unicos reais em ker(¢) sdo 1 e —1. Suponha, entdo, que exista ¢ € H nao real tal que
q € ker(p). Escrevendo ¢ = e*’; temos

qugt =v, Yo € ut = wsinf = vusing <= uxv=v x u < u x v = 0.

Mas isso ¢ absurdo, pois v € u*. Logo, ker(¢) = {#1}. Portanto, como ker(¢) < S% e ¢
¢é sobrejetora, segue que

/1y ~50(3)

Observagao. Os que conhecem um pouco de geometria projetiva vao perceber imediata-
mente que

S? 3
jd que estamos identificando antipodas de S®!

Mostramos agora uma forma alternativa de se obter o ntcleo de . E claro que
{£1} C ker(yp). Seja ¢ um quatérnio unitério e suponha que C; é a transformacao
identidade, entdo, para v € u', temos C,(v) = qug~' = v, ou seja, qu = vq para
todo v € ut. Mas v é imagindrio puro, entdo, necessariamente, ¢ comuta com todos os
imagindrios unitarios. Portanto, ¢ € R, ou seja, ¢ = 1 e temos {£1} = ker(y).
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5 Transformacoes lineares e a adjunta de uma trans-
formacao linear

Uma funcao linear real f ¢ muitas vezes referida como uma fung¢ao que tem como seu
grafico uma reta ou um plano ou, de maneira geral, um hiperplano, ou seja, uma funcao
dada por

f(z) =az1 + - + apzy, + a,

com a,ai,...,a, € R. No contexto de espagos vetoriais, tomamos uma definigao ligeira-
mente distinta.

Definicao 5.1. Sejam V e W espacos vetoriais sobre um corpo F. Dizemos que uma
transformacao T : V- — W € linear se, para todo ¢ € F e todos o, 5 € V', vale

T(ca+p)=cla+Tp.

Note entao que a funcao f descrita acima ¢é linear quando a = 0.

Se B = {ay,...,a,} é uma base de V, entdao dado o« € V', podemos escrevé-lo de
forma tnica como
a=kay+ -+ kpa,.

Dizemos que a n—upla (kq, ..., k,) sdo as coordenadas de « relativas a base B. E natural
entao o isomorfismo V' — F™ dado por

Oé:klOé1+"'+knCYnl—>(kl,...,kn).

Observe ainda que uma matriz m X n tem a acao de levar um vetor de F" num vetor de
Fm. B natural, entao, pensar que toda transformacao linear pode ser descrita por meio
de uma matriz. De fato, nao ¢é dificil determinar esta matriz: basta notar que a agao de
uma transformacao linear T" é totalmente determinada se soubermos como ela age sobre
a base, e isto é um indicativo de que a representacao matricial da transformacao muda
conforme a base muda.

Sejam V' e W espacos vetoriais de dimensodes n e m, respectivamente, com bases
B ={a,....,an} e B ={p1,...,08m}. SejaT : V — W uma transformagao linear.
Escreva, para cada 1 < j < n,

TOéj = ZAU@Z (*)
i=1
Entao
Alj
A,
sdo as coordenadas de T'a; na base B'. Seja agora a € V, com coordenadas (z1,...,2,) =
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[a] ;. Entao

Segue que A = (A);; é a matriz que representa a transformagao linear 7" e [T'a]p = Alas.
A equacdo em (*) diz apenas que [Ta|g = A;, a j-ésima coluna de A. Denotamos
A=[T58.

Consideremos entao a composta de transformacoes lineares. Sejam V, W e Z espacos
vetoriais de dimensoes n,m e p, respectivamente. Sejam T : V — W e L : W — Z
transformacoes lineares com matrizes A e B, respectivamente. Entao a transformacao
composta LT'=LoT :V — Z é também linear e dada por

(LoT)(co+ B) = L(T(ca + B))
= L(cTo + TA)
= cLTo + LTB.

Vamos considerar como se expressa a matriz da composta LT. Sejam B = {a1,...,a,},
= {f1,...,Bn} e B" = {m,...,7} as bases de V,W e Z, respectivamente. Das
discussoes anteriores, temos

[TQ]B/ = A[Q]B,
L(Ta)]s: = B[Talw.

logo,
[L(Ta)]gll = BA[O(]B

Portanto, a matriz da transformacao composta é simplesmente o produto C' = BA. Dal,
dado o € V', temos
m p
Ta; = ZAzjﬁz‘ e LB; = ZBnﬂn-
i=1 n=1
Entao,

(LT)a; = L(Toy) =

(Z Akgﬁk)
= i": Ak (LB)



m
entao, necessariamente, C;; = g B Ayj e daqui segue a familiar definicao de produto

k=1
de matrizes.

Seguindo nesta discussao sobre coordenadas, surge um conceito que é importantissimo
e bastante 1til: o de espaco dual. Definindo a soma de transformacoes lineares para as
transformacoes T, U : V' — W de modo natural por

(T+U)a=Ta+Ua e (INa=c(Ta),
entao

(T +U)(ka+ B) = (cT)(ka + B) + U(ka + B)
= dI'(ka+ B) + U(ka + B)
=clkTa+Tp)+ (kUa+Up)
=k(cTNa+kUa+cT8+Up
= k[(cT) + Ula + [(cT) + U5,

o que nos diz que ¢T' 4 U é linear e, portanto, o conjunto de transformagoes lineares de
V para W forma um espago vetorial, que denotaremos por L(V, W).

O espaco dual é, entao, definido como V* = L(V,F). Fazem parte deste conjunto as
funcoes da forma

flea+ B) = cf(a) + £(B),

onde o, 8 € V e ¢, f(a) e f(B) sao valores em F. As fungdes f sdo chamados funcionais
lineares.
Seja B = {a1,...,a,} uma base de V. Pode-se mostrar que existem tnicas fungoes
fi, com 1 <17 < n, tais que
filay) = 0y,
onde 0;; = 1 se i = j e é zero caso contrério (este é o delta de Kronecker). Desta forma,
temos o seguinte resultado.

Teorema 5.1. O conjunto {fi,..., fn} € uma base do espago dual V*. Portanto, ele tem
dimensao finita n.

Demonstracao. De inicio, vamos mostrar que os f; determinam um conjunto linearmente
independente. Suponha que f = ki f; + -+ k,fn, = 0, entdo k; = f(«;) = 0 para todo i.
Logo, o conjunto é L.I.. Se f e V* eV 3 a =kia; +---+ k,a,, veja que

fla) = Z kif(as) = Z flag) fi(),

donde segue que

e o conjunto dos f; gera V*. [
Como consequéncia imediata desse teorema, temos o seguinte corolario.

Corolario 5.1.1. Existe um isomorfismo de V em V* dado por o; — f;.
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Note que, no corolario anterior, fixamos uma base para estabelecer o resultado que
queriamos. Por isso, dizemos que o isomorfismo assim definido nao é natural ou canonico.
Vamos ver agora alguns fatos interessantes que surgem ao considerarmos o conjunto V** =
(V*)*, i.e., o conjunto das fungoes L : V* — F que associa, a cada fungdo em V* um
escalar.

Considere as fungoes da forma

Veja que sao lineares, ja que

Lo(cf 4 g) = (cf + g)(a) = cf(a) + g(a) = cLo(f) + La(g)-

Além disso, o mapeamento L, — « é um isomorfismo de espacos vetoriais, pois

Lca-i—ﬁ(f) = f(COé + B) = CLa(f) + Lﬁ(f)a

ou seja,
Lca+[3 =clL,+ Lﬁ.

Corolario 5.1.2. V. V* e V** tém a mesma dimensao.

O interessante a se observar neste isomorfismo entre V e V** é que nao fixamos ne-
nhuma base (nao tivemos que fazer nenhum tipo de escolhal) e, por isso, dizemos que
este é um isomorfismo natural (ou canonico).

Quando consideramos transformacoes lineares T : V' — W entre espacos vetoriais, ha
uma outra transformacao linear que é induzida de forma natural entre os espagos V* e

W*. Defina

fla) = g(Ta),
onde g € W*. Entao T define uma relagao que, a cada funcional g em W, associa um
funcional f em V*; denotemos esta regra por

f=T"g) (=goT)

A transformagao 7% : W* — V* é chamada transformacao adjunta de T

Vamos encontrar uma relagdo bem interessante entre as matrizes das transformagoes
T e T*. Seja

A = (Ay)
a matriz da transformagcao T relativa as bases B = {a,...,a,} e B ={51,...,fn} de V
e W respectivamente. Considere {f;} e {g;} as bases dos duais V* e W*, respectivamente.
Como vimos acima,
Alogls = Aj,

a j-ésima coluna de A, donde segue que
fiTay) = Ay
Denote por B = (B;;) a matriz correspondente a 7. Por definigao,

Taj; =Y Aiyfi e T°g; =Y Byl
i=1 i=1
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Além disso,

Segue que
T g; =Y Ajufi=Y Byf;
i=1 i=1

e, portanto, Aj; = B;;. Assim, a matriz de 7™ é, simplesmente, a transposta da matriz de
T.

Para tornar tudo mais concreto, tomemos V' = R" com a base canénica {e;}. Denote
por {e} a base de (R")* dual a esta, i.e., aquela definida por e(e;) = 0;;. Podemos
identificar os vetores de R™, segundo essa base, por vetores coluna em R™ ! da forma

T
(T1, ..o, Ty)
T

Lembre que os elementos de (R")* sao transformagoes lineares de R” em R. Entao, em
termos de coordenadas, temos, para um funcional f qualquer em (R")*

n n
f=2_ Aue; =3 flee]
j=1 i=1
e podemos identificar entao

(f(el)a s 7f(€n)) A (f(61> s f(@n)) < Rxn,

Procedendo como antes e lembrando que a representacao matricial é feita com coordena-
das, temos

T

[flals = (fler) -+ flen))

Tn

=x1f(e1) + -+ 2o f(en)
= f(z1e1 + -+ xpeyp)
= f(a),

onde S denota a base canonica e a = x1e; + --- + x,e,. Nesta identificacao, fixadas as
bases do R" e do seu dual, uma transformacao linear do dual é simplesmente o produto
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escalar. Isto pode parecer abstrato, mas, na verdade, é bem intuitivo para quem ja
trabalhou com vetores. Ainda utilizando a base canonica do R", quando queremos saber
a primeira coordenada de um dado vetor «, o que fazemos é exatamente calcular (eq, ).
O isomorfismo “nao natural” do qual falamos entre V' e V* aqui se aplica como e} <> e;
ou, se preferir,

(10 - 0)+—
0
(no caso i = 1) com as identificagdes que fizemos anteriormente.
Consideremos agora esta correspondéncia R* ~ (R¥)*. Seja T' : R® — R™ uma

transformagao linear e 7% : (R™)* — (R")* sua adjunta. Ao mostrarmos que [T*] = [T,
o que fizemos foi, em esséncia, mostrar que o seguinte diagrama comuta.

®™) L (R

| |

R — I, Re

6 Anuladores, Hiperespacos e Dimensao

Nesta secao, vamos estabelecer conexoes entre funcionais lineares e subespacos de um
espaco vetorial; em especial com um subespaco especial chamado hiperespaco. Além
disso, vamos discutir sobre dimensao usando as ideias que desenvolvemos antes sobre
identificagoes e quocientes.

Para um espago vetorial de dimensao finita, a sua dimensao é o nimero de vetores que
héa em uma base. Quando consideramos transformacoes de um espago vetorial em outro,
podemos nos perguntar que tipo de relacoes ha entre as respectivas dimensoes desses
espagos, se o conjunto imagem tem alguma propriedade interessante ou se o nicleo nos
da alguma informacao de valor. Comegamos com o seguinte teorema.

Teorema 6.1. Sejam V' e W espacos vetoriais sobre F e T : V. — W uma transformag¢ao

linear. A imagem de T', T(V'), € um subespago de W e o nicleo ker T' é um subespago de
V.

Demonstragao. Como T' é sobrejetora sobre sua imagem, dados o, 5’ € T(V) C W, temos
que existem «, § € V tais que o/ = Ta e §/ = T[. Portanto, para todo ¢ € F, temos

cal + 8 =cTa+TB =T(ca+ B).

Logo, ca/ + ' € T(V) e, portanto, T'(V') é um espago vetorial.
Observando que, para todos «, 5 € kerT e ¢ € F, temos da linearidade de T" que
T(ca+ ) =0, segue o resultado. O

Vamos mostrar agora um dos teoremas mais tteis da algebra linear.

Teorema 6.2 (Imagem e Niicleo). Sejam V e W espacos vetoriais de dimensao finita n
e m, respectivamente, sobre F e T : V — W wma transformacao linear. Entao

dimT(V) + dimker T' = n.
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Demonstracao. Como vimos acima, temos que kerT' é um subespaco de V. Entao, seja
S ={a,...,q,} uma base de ker T e adicione um conjunto S" = {ag41,...,,} den—k
vetores a esta base, de modo que {aq,...,a,} seja uma base de V. E claro que qualquer
vetor o € T(V) deve ser imagem de uma combinagao linear de vetores do conjunto S’
(ndo de forma unica, qualquer vetor de S poderia ser adicionado a esta combinagao).
Entao {Tak41,...,Tay,} gera T(V).

Vamos mostrar que {T'ag1,...,Ta,} é um conjunto L.I.. Para tal, suponha que

s Togr + -+ 2, Tay, =0,
entao

T(Tpq10p41 + -+ + Tp0) =0,
de modo que xyii1p11 + -+ + x,, € kerT e pode ser escrito como uma combinagao
linear dos vetores desta base, ou seja,

Tp1Qk41 o0+ Ty = T10p + -+ + T,

e, da independéncia linear desses vetores, concluimos que x; = 0 para todo . Em parti-
cular, Ty = -+ = @y, logo, {Tag41, ..., Tay,} é L.IL.
Segue que
dimT (V) +dimkerT = (n — k) +k =n=dimV.

]

Vamos analisar agora este mesmo teorema no caso particular em que W é um subespaco
de V. Vamos considerar inicialmente o que seria o quociente de V' por W. Claro que isto
nao pode ser feito no sentido comum de divisao, o que faremos é usar as mesmas ideias
que usamos na primeira se¢ao deste texto, trabalhar com relagoes de equivaléncia. Defina

uRv<—u—-—veW

para vetores u,v € V.

Os casos mais interessantes de classes de equivaléncia aparecem quando consideramos
os vetores que estao em V' mas nao estao em W. Isto porque W é espaco vetorial, logo,
para todos w,w’ € W, temos w — w’ € W. No entanto, se u,v € V — W, temos

u—veW-<—u=v+W.

Aqui, W denota um vetor qualquer de W. Pelo menos a ideia desta proposicao é bem
intuitiva e a prova nao é dificil.
Definamos entao

Definicao 6.1. O quociente V/W ¢ o congunto de vetores {v+W v e V}.

Podemos definir operacoes neste conjunto de modo que ele seja um espaco vetorial
sobre um corpo F. Defina

Definigo 6.2. Dados u+W,v+W € V41 e c € F, defina
(u+W)+@w+W)=(u+v)+W (= (utv)+ W+ W),
c(u+W)=cu+W (=cu+cW).
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Colocamos entre parénteses fatos intuitivos que demonstram a importancia de W ser
escolhido como um subespaco de V.

Antes de tudo, é necessario mostrar que esta operacao esta bem definida, isto é,
tomando quaisquer representantes de duas classes de equivaléncia, o resultado obtido nas
operacoes é sempre o mesmo. Mais especificamente, temos o seguinte teorema.

Teorema 6.3. No conjunto quociente de V' por W valem
L o+W=0VV+W<<=v-—2 e€W;
2. a soma de dois elementos estda bem definida;
3. a multiplicagcao por escalar estd bem definida.

Demonstragao. 1. Suponha v+ W =o'+ W. Entao v € v+ W implica que v = v' +w,
com w € W; portanto v —v' = w € W.

Suponha que v —v' € W. Como qualquer multiplo de v — v’ também estd em W
(propriedade de espago vetorial!), concluimos que v € v/ + W e v/ € v + W; escreva
v=1v4+w. Sejaxr € v+ W, entdo x = v+ w = v + (W + W), para w € W.
Logo, x € v+ W. Como estas sao classes de equivaléncia com intersecao nao vazia,
concluimos que v + W =o' + W.

2. Por definigao, (u+W)+(v+W) = (u+v)+W. Sejaentao v’ € u+W ev € v+ W;
portanto, v’ = u 4+ wy e v = v + wy. Segue que

W4+W)+ @ +W)= @ +0)+W=(u+v)+w +wy + W = (u+v) + W.

3. Dado ¢ € F, temos, por definigdo, c(u + W) = cu + W. Do mesmo modo, se
v €u+ W, entdo v = u + wy. Segue que

c(u'+W)=clu+w)+ W =cu+W.
Note que em todas as partes usamos que W é um espago vetorial. O

Desta forma, pode-se verificar que V/W é, de fato, um espaco vetorial. Geometri-
camente, este espaco pode ser visto como o conjunto dos espacos obtidos ao transladar
W por um certo vetor de V. Claro que, se o vetor de translacao estd em W, o efeito é
nenhuma translacao.

Considere V = R3 e W um plano do R? pela origem (veremos a seguir por que esse tipo
de conjunto é um subespaco). Ao considerarmos translagoes de W, as unicas translagoes
que tém algum efeito sdo aquelas por vetores que nao sao paralelos a W (vetores que nao
pertencem a este subespago). Todos os vetores que tém a mesma proje¢ao na diregao
normal ao plano W, determinam a mesma translagao sobre W, logo, entram na mesma
classe de equivaléncia.

Veremos agora um teorema que permitira a mesma conclusao que o Teorema 6.2, mas
num caso particular.

Teorema 6.4. Sejam V' um espaco vetorial de dimensao n sobre um corpo F e W um
subespaco de V. Entao

dim V4 = dim V — dim W.
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Demonstragao. Seja Sy = {wy, ..., wg} uma base de W e selecione n vetores adicionais
v; tais que S = {wq,..., Wk, Vkt1, .., Vkin} Seja uma base de V. Vamos mostrar que
{Vks1 + W, ..., v, + W} é um conjunto L.I. em V/W. Suponha que

(Tp1Vk1 + W)+ -+ (zpv, + W) =0,

entao
([Ek+1vk+1 + 4 xk+nvk+n) + W =0.

Pelo modo como definimos o quociente, devemos ter que zy 10511 + - -+ + ThinVkin € UM
vetor em W, logo,

Th41Vk41 + * F TV = T1W1 + -+ - + TpWy.

Como S ¢é uma base de V, segue que z; =0, i = 1,...,k + n. Em particular, sao nulos
para k + 1 <i < k + n, donde segue que {vgi1 + W, ..., vk, + W} é de fato L.I..

Como todo vetor de V' é combinagao dos vetores de {vyi1,...,Vkn} @ menos de um
vetor em W, concluimos que {vyy1 + W, ... vprp + W} gera V/W. Temos entao

dimV 4y =n — k= dimV — dim W.
O

Quando se fala em transformacoes de modo geral, pode ser que elas nao sejam bijetivas,
ou mesmo injetivas ou sobrejetivas. Definindo uma transformacao 7' : V' — T'(V'), onde
V e T(V) sao espagos vetoriais quaisquer, garantimos que 7" é sobrejetiva. Mas ainda héa
uma certa redundancia na imagem de 7', no sentido de que pode haver vetores que tém a
mesma imagem por 7. Neste caso, usando a linearidade de T, obtemos

Tu)=Tw) <= T(u—v)=0<=u—v € kerT.

Podemos proceder como fizemos antes e considerar as classes de equivaléncia u + ker T" e
o quociente V/ker T'. Definindo uma aplicagao L : V/kerT — T(V) por L(u+kerT) =
T'(u), vemos que ela herda a linearidade de T" e que é bijetiva por sua construcao. Portanto,
V/kerT é isomorfo a T'(V') e temos dim V/kerT = dim7T'(V'). Segue como consequéncia
do teorema que provamos e deste isomorfismo o seguinte corolario.

Corolério 6.4.1. dimV/j .7 = dimT(V) = dim V — dimker T.

Recorde agora o seguinte fato conhecido: dados dois vetores nao nulos o e  em
R™, temos (o, f) = 0 s6 quando « é perpendicular a 5. Desta forma, é natural definir
subespacos de R™ utilizando o produto interno, i.e., definindo-os como o conjunto de
vetores perpendiculares a uma certa direcao.

Mas podemos fazer o mesmo para espagos sem produto interno? A resposta é sim e
utilizaremos algo bem interessante que funciona como uma espécie de generalizacao do
produto interno. Segue do Teorema 6.1 o seguinte resultado.

Lema 6.5. Sejam V um espaco vetorial qualquer e V* seu dual. Dado f € V*, o conjunto
dos vetores em ker f € um subespaco de V. Além disso, se fi, fo,..., fn € V*, entdo

ﬂ ker f; € um subespago de V.

=1
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Se pudermos dar a nocao de dire¢ao para um vetor em V', entao a correspondéncia a; <+
fi entre a base de v e de seu dual nos diz que um funcional f nao se anula precisamente na
diregao de um vetor. Dai, poderiamos dizer, num certo sentido, que o conjunto ker f =
{a € V : f(a) = 0} é o conjunto dos vetores perpendiculares a um dado vetor de V.
Daqui em diante, vamos detalhar mais esta ideia.

Definicao 6.3. Se V' é um espaco vetorial sobre um corpo F e S é um subconjunto de V,
entdo o anulador de S € o conjunto S° dos funcionais f em V* tais que f(a) = 0 para
todos a € V.

Sabendo que (c¢f + g)(a) = cf(a) + g(a), fica claro que S° ¢ um subespago de V*.
Usando a identificagao V >~ V** que estabelecemos antes, dada por a <+ L,, considere
o anulador de S°, i.e., o conjunto S = {L, : L,(f) =0, f € S°}. Este conjunto ¢ um
espago vetorial e, segundo a identificagao, corresponde, em V', a intercessao dos nucleos
de funcionais em S°. Claro que S 2 S% mas S ~ W, onde W é o subespaco de V
gerado por S. Resumimos no seguinte teorema:

Teorema 6.6. Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpo F e S um
subconjunto de V. Entdo S° e S sdo subespacos de V* e V**, respectivamente. Além
disso, com a identificacao V ~ V**, S € o subespaco de V' gerado por S.

Demonstragdo. A primeira parte segue do pardgrafo anterior. E que S% é o subespaco
de V' gerado por S segue do préoximo lema.

Lema 6.7. Seja V' um espago vetorial de dimensao finita sobre F e W um subespago de
V. Entao
dim W + dim W° = dim V.

Demonstragao. Seja W de dimensao k e {a,...,a;} uma base de W. Adicione n — k
vetores a este conjunto, de modo que {aq,...,a,} seja uma base de V. Construa entao
a base de V* dual a esta {f1,..., f,} definida por
filay) = bi;.
Entdo 6;; = 0 parai >k +1e j <k, de modo que f; € W° parai >k + 1.
Vamos mostrar que {fii1,- -, fn} ¢ uma base de W°. Este conjunto ¢ L.I. por cons-

trugao. Seja f € V*, entao
F=>Y " fleaf
i=1
Se f estd em WP, entdo

F= " faf

1=k+1

Logo, {fit1,---, fn} ¢ uma base de WY, e esta provado o lema. ]

Usando este lema, temos as seguintes equacoes

dimV = dim W + dim S°,
dimV = dim S° + dim S

e segue que dim S® = dim W e, portanto, W ~ S%. O
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Vamos tratar agora de subespacos importantes e alguns resultados que nos darao
informagoes sobre o isomorfismo entre V' e V*. Um subespaco N de um espaco vetorial
V' é chamado maximal se satisfaz a seguinte condi¢ao: se W é subespagco de Ve N C W,
entao W = N ou W = V. Assim, temos a defini¢do a seguir.

Definicao 6.4. Um hiperespaco de um espaco vetorial V' € um subespaco mazximal proprio.
Para comecar, mostramos o seguinte fato.

Teorema 6.8. Se f é um funcional nao nulo em V', entao ker f é um hiperespago em V.
Além disso, qualquer hiperespago em V' é o nicleo de algum funcional f (nao necessaria-
mente unico!).

Demonstragao. Se f é nao nulo, entdo existe a € V tal que f(«) # 0. Vamos mostrar
que todo vetor de V' é da forma ca+ 7y, onde v € ker f e c € F. Seja f € V e defina

_ 1B
f(a)

Entao f(ca — ) =0, o que mostra que 3 = ca + vy para algum 7 € ker f.
Além disso, essa representacao é unica, pois se § = da + «' terfamos

F(a) # 0.

(c—d)a=+ -7

Necessariamente, ¢ = ¢, pois a &€ ker f. O que mostramos é que, dado § € V, existe
um tunico escalar ¢ tal que f — ca € ker f. Entao N = ker f é um hiperespago. Denote
¢ = g(B), entdo g é um funcional em V tal que seu espago nulo é N, um hiperespago em
V. m

O teorema anterior pode ser visto da seguinte forma: os hiperespacos em R? sao os
planos pela origem. Seja a: o vetor normal a um plano 7 e f € V* que é nao nulo apenas
na dire¢ao de « (vimos que isto é possivel de acordo com o isomorfismo que hé entre V' e
V* quando fixamos uma base). Qualquer vetor de R® tem uma componente sobre o plano
7 e uma componente que é um multiplo de «; digamos que 3 = ca+ 7, onde v é um vetor
paralelo ao plano 7. Entao, quando fazemos 5 — ca,, o que obtemos é um vetor paralelo a
7, pois estamos retirando a componente de 3 na direcao de a. Tente relacionar isto com
o produto escalar!

Lema 6.9. Sejam f,g € V*. FEntdao g ¢ um maultiplo escalar de f se, e somente se,
ker f C kerg.

Demonstra¢ao. Suponha g = kf. Entao, se a € ker f, temos g(a) = kf(a) = 0. Logo,
ker f C kerg.
Suponha que ker f C ker g. Seja o € V' tal que f(a) # 0 e denote

. gle)

fe)

Seja h = g — c¢f um funcional. Observe que ker f é um hiperespaco em V e que h é nula
em ker f, ja que ker f C ker g e também é nula sobre os multiplos de « pela definicao de
c. Portanto, h = 0 e segue que g = cf. O
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Sob a 6tica do que consideramos para R?, vemos que, para funcionais f e g este lema
significa que g = c¢f se f e g se anulam sobre os vetores de um mesmo plano. Ou seja,
neste caso, seus nucleos sao 0s mesmos.

Teorema 6.10. Sejam, g, fi,..., fr funcionais em V com nicleos N, Ny,..., N, respec-

;
tivamente. Entao g é uma combinacao linear de fy,..., f. se, e somente se, ﬂ N; C N.
i=1
Demonstracao. Claramente, se g = Z cifiea € Vétal que f;(a) = 0 para cada i, entao
i=1

hNi C N.

=1
T

Suponha entao que ﬂNi C N. O teorema ja foi mostrado para o caso r = 1 no
i=1

lema anterior. Suponha que vale para r = k — 1. Sejam ¢, fi,..., fi_; as restricoes de
g, f1,..., fr—1 ao subespaco N = ker f. Entdo ¢, fi,..., fi_; sdo funcionais em Nj. Se
k

a € Ny étal que fi(a) =0,i=1,2,...,k—1, entdo o € ﬂNi e ¢'(a) =0 (fazemos esta
i=1

T
hipdtese, pois o caso ﬂ N; = () é degenerado, ja que cada N; é um hiperespago).
i=1
Pela hipétese de indugao, existem escalares ¢; tais que

Considere o funcional -
h=g- Z ¢ifi.
i=1

Entao, por (%), temos que h é nulo sobre qualquer vetor de Nj (ja que os funcionais em
V' coincidem com as restrigoes sobre N, C V') e segue do lema que h = ¢ fx. Logo,

k

9= Z cifi

1=1

7 Lema de Bézout e decomposicao de Jordan

Vamos aqui introduzir o conceito de operadores e apresentar alguns teoremas e propri-
edades importantes a eles relacionados, como o lema de Bézout, e suas consequéncias.
Mostraremos também algumas aplicacoes e relagoes com resolucao de equagoes diferenci-
ais parciais e também para a decomposi¢ao de Jordan de uma matriz. Aqui assumimos
familiaridade com a nocao de polinomios sobre um corpo F.

Ademais, mostraremos varias propriedades interessantes da teoria dos polinomios so-
bre um corpo, e esperamos poder evidenciar a incrivel e inegével semelhanga (como o
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préprio nome sugere) entre polinémios primos e numeros primos. De fato, muitas das
propriedades de divisao satisfeitas pelos niimeros sao também validas, com as devidas
adaptagoes, para polinémios em Flz|; e.g., um andlogo do Teorema Fundamental da
Aritmética é valido para polinomios.

Comecamos entao com uma definicao.

Definicao 7.1. Uma transformacao linear T :' V — V é chamada operador linear.

Dados um operador 7' de um espago vetorial V' sobre F e um polinomio p(z) =
ap + ayx + + -+ + a,x"™ com coeficientes em F, podemos definir p(T") : V' — V por

p(T)=ao+a T+ - +a,T"

Dai, o niicleo ker p(T') = {v € V' | p(T)v = 0} é T-invariante, i.e., invariante sob 7T'. Isto
significa que, se v € ker p(T'), entao Tv € ker p(T'), pois T' e p(T') sao operadores de V' que
comutam. Por exemplo, em V' = C*°(R) definimos o operador derivada D : V — V| de
modo que kerp(D) = {y : p(D)y = 0} nada mais é que o espago solugao de uma EDO
de coeficientes constantes com polindomio caracteristico p.

Outro exemplo, agora em dimensao finita, é o de um operador T' de V' = R". Nesse
caso, dim V' = n e pode-se mostrar que existe um polinémio nao nulo p(x) € R[z] tal que
p(T) = 0. De fato, definindo V = hom(V, V') (o espago dos homomorfismos de V em V),
temos V = gl(n,R) e dimV = n?. Dali, segue que

Voag+aT +aT?*+ -+ ap T =0

implica que nem todos os coeficientes a; sao nulos, ja que a combinacao acima ¢é 1.d.; este
¢ o polindémio p(x) procurado.

Daqui em diante passaremos a discutir polindmios em corpos, com o objetivo de apre-
sentar o background necessario para tratar da decomposicao de espacgos. Nao obstante,
os assuntos sobre polinomios discutidos nas proximas paginas ¢ belo e interessante em si
mesmo, merecendo ser discutido aqui. A titulo de esclarecimento, F sempre denotara um
corpo a menos que mencionado o contrario.

Lema 7.1. Sejam f e d polinomios nao nulos sobre F tais que degd < deg f. Entao
existe um polinomio g € Flz| tal que

f—dg=0 ou deg(f—dg) < degf.

Demonstra¢ao. Suponha que
m—1
f=anz™ + Z a;x", a, # 0,
i=0

n—1
d=Dbyz" + > b’ by # 0.

=0

Entaom >n e

f— <C;)—m) 2™ "d =0 ou deg [f — (C[L)—m> mm_nd] < deg f,

Am _
de modo que podemos tomar g = (—) A n



A partir desse lema pode-se mostrar que a familiar “divisao longa” de polinomios com
coeficientes reais ou complexos é possivel sobre qualquer corpo.

Teorema 7.2. Se f,d sao polinémios sobre F e d € nao nulo, entao existem q,r € Flx]
tais que

(i) f=dqg+r;
(i) our =0 ou degr < degd.
Além disso, q e r satisfazendo (i) e (ii) sdo unicos.

Demonstracao. Se f =0 ou deg f < degd, basta tomar ¢ =0 e r = f. Do contrario, i.e.,
f #Z0edegf > degd, entdao o lema acima nos permite escolher um polinomio g tal que

f—dg=0 ou deg(f —dg)<degf.
Se f—dg # 0 e deg(f — dg) > degd, escolhemos h tal que
(f—dg) —dh =0 ou deg[f —d(g+h)] < deg(f —dg).
Continuando desse modo, obteremos eventualmente polinomios ¢, r tais que
r=0 ou degr <degd e f=dgq+r.

Agora, suponha que também tenhamos f = dg¢; + 1, com r; = 0 ou degr; < degd.
Assim,
dg+r=dp+mrmn=dlg—q)=mr—r.

Seq—q Z0,entao d(¢g—q1) Z0 e
degd + deg(q — ¢1) = deg(r — ),
o que é absurdo pois deg(r — 1) < degd. Segue que ¢ —q1 =0er —r; =0. O]

Vale ressaltar aqui a semelhanga com o algoritmo da divisao de Euclides para inteiros.
Aqui, a nocao de polindomio “maior” ou “menor” é capturada pelo grau, deg. O proximo
passo natural é definir a nogao de divisibilidade para polinomios.

Defini¢ao 7.2. Seja d um polinémio nao nulo sobre F. Se f € F[x], o teorema anterior
nos mostra que eziste no mdximo um polinémio q € F[z| tal que f = dq. Se tal q existe,
dizemos que d divide f, que f ¢ divisivel por d ou ainda que f € um maultiplo de d, e
chamamos q o quociente de f e d. Também escrevemos q = f/d.

Dai seguem alguns corolarios conhecidos no Ensino Médio para polindmios de coefici-
entes reais.

Corolario 7.2.1. Sejam f € Flz] e c € F. Entao f é divisivel por x — ¢ <= f(c) = 0.

Demonstragao. Pelo teorema acima, f = (x — ¢)q + r, sendo r um polindémio constante.
Ademais, temos

f(e) = 0q(c) + r(c) = r(c),
de modo que r =0 <= f(c) =0. ]

Corolario 7.2.2. Um polinomio f de grau n sobre F tem no mdximo n raizes em F.
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Demonstracao. Se n = 0,1 o resultado é imediato. Assuma o resultado valido para
polinémios de grau n — 1. Se a é raiz de f, entdo f = (¢ — a)q com degqg =n — 1. Como
f(b) =0 <= a =bou q(b) =0, segue por hipétese de indugao que f tem no maximo n
raizes. O]

Esse corolario suscita uma discussao sobre raizes muiltiplas. Para tal, as derivadas
formais de um polinémio sao tteis: a derivada de um polinémio

f=cotcax+ - +ca"

é o polinomio
f'=c1+2cn+ - +ncya™ L

Também podemos usar a notacao Df = f’, sendo D o operador derivada definido ante-
riormente (agora agindo em F[z]). Também temos derivadas formais de ordem superior,
como f” = D?f, f® = D3f e assim por diante. Com essas ferramentas, podemos provar
a formula de Taylor.

Teorema 7.3 (Férmula de Taylor). Sejam F um corpo de caracteristica 0T, ¢ € F e
n € N. Se f € Flz| com deg f < n, entao

1= T Do
k=0 ’

Demonstragao. Pelo bindmio de Newton, vem

2" =lc+ (x—0o)|" = Z (Z)cm_k(x —f ="t md™ e —c) -+ (=)™,

que ¢é a formula de Taylor para f = ™. Se

entao

k! k!
k=0 kK m
k,.m
= Zamz (D Z' )(©) (z — )"
m k
= Zamxm

O

tA caracteristica de um corpo é o menor niimero natural n tal que adicionando a identidade multi-
plicativa n vezes obtemos a identidade aditiva. A caracteristica é definida como zero se tal natural n néo
existe (exemplo: R).
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E interessante notar que como 1, (x —¢),...,(x — )" sdo linearmente independentes,
a formula de Taylor nos da o unico método de escrever f como combinagao linear de
polinémios (z — ¢)*,0 < k < n. A titulo de curiosidade, a férmula de Taylor ainda
vale (com os devidos ajustes ao enunciado) para corpos de caracteristica finita, nos quais
podemos ter k! = 0.

Junto com raizes vem a discussao acerca de sua multiplicidade, que é o maior natural
r tal que (x — ¢)" divide f. E evidente que a multiplicidade de uma raiz ¢ menor ou igual
que deg f. Para polinomios sobre corpos de caracteristica 0, a multiplicidade de uma raiz
c de f estd relacionada com o nimero de derivadas de f que se anulam em ¢, como mostra
o teorema a seguir.

Teorema 7.4. Seja F um corpo de caracteristica 0 e f um polinomio sobre F com deg f <
n. Entao c € F € raiz de f com multiplicidade r se, e s se,

(DEf)(c)=0, 0<k<r—1 e (D" f)(c) # 0.

Demonstracao. Seja r a multiplicidade de ¢ raiz de f. Entao existe um polinomio g tal
que f = (x —c)"g e g(c) # 0. De fato, do contrério terfamos f divisivel por (x — ¢)"™!
pelo primeiro dos dois corolarios acima. Aplicando a formula de Taylor para g, segue que

n—r n—r

F=w—or |2 00 -om| = 3 LD g0 - g

Como vimos, f é escrita de maneira tinica como combinagdo linear de (z—c)*, 0 < k < n.
Dai, segue que

0, 0<k<r-—1

(Dl:'f) (¢) = { (D¥7g) (_) <k<
! ——(c), r < k <n.

(k—r)!
Portanto, (D*f)(c) = 0 para 0 < k <r —1e (D"f)(c) = g(c) # 0. Reciprocamente, se
essas condicoes sao satisfeitas entao segue da férmula de Taylor que existe um polinomio
g tal que f = (x —¢)"g e g(c) # 0. Por fim, suponha que r nao seja o maior inteiro
positivo tal que (z — ¢)” divide f. Entao existe um polinémio h tal que f = (z — ¢)""h,
o que implica em g = (x — ¢)h pelo segundo corolédrio acima. Dali, g(c) = 0, absurdo. [

Agora, para dar prosseguimento a nossa discussao sobre polinomios e continuar a tecer
as semelhancas dessa teoria com a Teoria dos Numeros, introduzimos o conceito de ideal,
necessario para a definicao de mdc de polinomios.

Defini¢ao 7.3. Um ideal em F[x] é um subespago M de F[z] tal que dados f € Flx|,g € M
temos fg € M.

Dessa definigao segue que M = dF[z] é ideal em F|z], sendo d um polinémio sobre F.
De fato, M é nao vazio; em particular, contém d. Dados f, g € F[x] e ¢ € F, temos

c(df) —dg =d(cf —g) € M,
de modo que M é subespaco. Por fim, M contém (df)g = d(fg). O ideal M é chamado

wdeal principal gerado por d.
Ademais, dados dy, ..., d, polinomios sobre F, a soma M dos ideais d;F[x]| é também
um ideal. De fato, dado p € M existem fi,..., f, € F[z] tais que

p=difi+ - +dpfn.
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Se g é um polinoémio qualquer sobre F[z], entao

gp =pg = di(f19) + - + du(fn9),
de modo que gp € M e M é ideal, chamado ideal gerado por dy, ..., d,.

Teorema 7.5. Dado M ideal nao nulo em Flx|, existe um unico polinémio monico d €

s

Flx] tal que M ¢é o ideal principal gerado por d. Em outras, palavras, todo ideal de Flx] é
principal.

Demonstra¢ao. Por hipétese, M contém um polinémio nao nulo. Tomemos, entre todos
os polinomios nao nulos de M, aquele que seja monico e de menor grau, d. Podemos
escolher d monico, pois do contrario bastaria escolher um polindmio de grau minimo e
multiplicd-lo por um escalar para torna-lo monico. Agora, dado f € M podemos escrever

f=dq+r,

com r =0 ou degr < degd. Como d € M, temosdq € M e f—dg=1r € M. Como d
tem grau minimal, ndo podemos ter degr < degd, de modo que r =0 e M = dF[z].

Suponha ¢ um polinémio monico tal que M = gF|x]. Dai, existem polinomios f, g ndo
nulos tais que d = gp e g = dq, donde segue que d = dpq e

degd = degd + degp + degq.
Segue que degp = 0 = degq e, como d, g sao monicos, p = 1 = q. Portanto, d = g. O

Vale notar que na demonstracao acima usamos um caso especial de um fato mais geral
e util: dados p polindmio nao nulo em um ideal M e f € M nao divisivel por p, entao
f = pq+ r onde o “resto” r pertence a M, é nao nulo e tem grau menor que p. Em
principio, é sempre possivel encontrar o polinémio moénico gerador de um ideal nao nulo,
pois podemos obter um polindomio, no ideal, de grau minimal apds uma quantidade finita
de divisoes sucessivas.

Corolario 7.5.1. Dados py,...,p, polinomios nao todos nulos sobre F, existe um unico
polinémio monico d € Flz| tal que

(a) d estd no ideal gerado por pi,...,pn;
(b) d divide cada um dos p;.
Todo polinémio que satisfaca (a) e (b) também satisfaz
(c¢) d € divisivel por todo polinomio que divida cada um dos p;.
Demonstracao. Seja d o gerador monico do ideal
M = piFlz] + - - + p,Flz].

Todo elemento de M ¢ divisivel por d, logo cada um dos p; também o é. Suponha que f

seja um polinomio que divide cada um dos p;. Entao existem polinomios ¢y, ..., g, tais
que p; = fg;, 1 < i < n. Além disso, como d € M entao existem polinomios ¢, ..., g,
tais que

d=piqi + -+ Pngn,
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donde
d= florg + - + gnnl.

Mostramos que d satisfaz (a), (b) e (c). Agora, se d’ é qualquer polinomio satisfazendo
(a) e (b), segue de (a) e da definigao de d que d’ é um muiltiplo escalar de d e satisfaz (c)
também. Por fim, se d’ é monico entao d’ = d. H

E inegdvel a semelhanca de d definido na demonstragao acima com o mdc. De fato,
tratemos de defini-lo agora.

Definicao 7.4. Dados p1,...,p, polinomios nao todos nulos sobre F, o gerador monico
d do ideal

mF[z] + - + p,Flzx]

¢ o maior divisor comum (mdc) de py,...,p,. Dizemos que py,...,p, sao relativamente
primos ou primos entre si se o seu mdc € 1 ou, equivalentemente, se o ideal por eles
gerado € F|x].

Por exemplo, se considerarmos o corpo C, entao mdc(z + 2,2 + 8z + 16) = 1. De
fato, o ideal M gerado por esses dois polindmios contém

2%+ 8z + 16 — z(x + 2) = 6z + 16,
de modo que ele também contém
6x + 16 — 6(z +2) = 4.

Logo, o polindmio 1 pertence a M e temos M = C.

Agora, vamos demonstrar o teorema analogo, para polinomios, do Teorema Fundamen-
tal da Aritmética, i.e., que todo polinémio pode ser escrito (de maneira tinica a menos
de ordem) como produto de polinémios “primos”. Essa fatora¢ao nos da uma ferramenta
eficiente para encontrar o mdc de uma quantidade finita de polinémios e, em particular,
nos da uma maneira efetiva de verificar se dados polinomios sao relativamente primos ou
nao.

Defini¢ao 7.5. Um polinomio f € Flz| é dito redutivel sobre F se existem g,h € Flx]
de grau > 1 tais que f = gh e, do contrario, f € dito irredutivel sobre F. Um polinomio
irredutivel nao constante sobre F é chamado polinomio primo sobre IF, e podemos também
dizer que ele é um primo em F|x].

Note entdao que z2 + 1 é redutivel sobre C mas é primo sobre R. Comecamos agora
introduzindo o primeiro teorema necessario para provar o nosso teorema sobre a fatoracao
de polinomios.

Teorema 7.6. Sejam p, f,g € F[x]. Suponha que p € primo e que p divide fg. Entao p
divide f ou p divide g.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, assuma p monico. Como p é primo, os unicos
divisores monicos de p sdo 1 e p. Seja d = mdc(f,p). Entao, temos d = 1 ou d = p, ja
que d é um polindmio moénico que divide p. Se d = p, entao p divide f e terminamos. Do
contrario, existem fy, po tais que

L= fof +pop = 9= fofg+npopg = (fg)fo+ p(Pog).

Como p divide fg, ele divide (fg) fo, e claro que p divide p(pog). Logo, p divide g. ]
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n
Corolario 7.6.1. Se p € primo e divide Hf“ entdo p divide um dos f;.
i=1
Demonstracao. Procedemos por inducao. O caso n = 2 foi tratado no teorema ante-
k1
rior. Suponha que o corolario vale para n = k e que p divide H fi. Como p divide

i=1
k

k
Je+1 (H fi>, entao p divide fri1 ou p divide H fi. Por hipotese de inducao, se p di-
i=1 i=1
k

vide H fi entao p divide f; para algum 1 < j < k, e segue que p divide f; para algum
i=1
1<i<k+1. O
Podemos, agora, demonstrar nosso tao aguardado resultado.

Teorema 7.7. Todo polinomio nao constante em F|x] pode ser fatorado como produto de
primos monicos em Flz] em uma e, a menos de ordem, apenas uma maneira.

Demonstracao. Suponha f nao constante sobre F. Como polinomios de grau 1 sao irre-
dutiveis, terminamos se deg f = 1. Suponha, entao, deg f > 2. Por indugao, assuma que
o teorema vale para todos os polindmios monicos nao constantes de grau menor que n. Se
f é irredutivel, entao ele ja estd fatorado como produto de primos moénicos; do contrario,
f = gh com g e h monicos nao constantes de grau < n. Logo, por hipdtese de indugao, g
e h podem ser fatorados como produtos de primos monicos em F[z]| e f, por conseguinte,
também pode.
Agora, a unicidade: suponha que

m n
f=1Ir=1[
i=1 j=1
com pi,...,Pm € qi,- .., ¢, primos monicos sobre . Entao p,, divide o produto dos g;,

i.e., divide algum dos ¢;. Como os g; e os p; sao primos monicos, temos

i = Pm- (*)

Dai, segue que se m =1 ou n = 1 teremos m = 1 = n, pois
deg f =) degp; + Y degq;,
i=1 j=1

e nesse caso terminamos. Suponhamos entao m > 1 en > 1. Reordenando os ¢;, podemos
assumir p,, = ¢,, de modo que

P1 Pm—-1Pm = 41" " Gn-1Pm;
donde segue que
D1 Pm—1=q1" " Qn-1.

Por hipétese de inducgao, segue que ¢ - - - g,—1 € apenas uma reordenacao de py -« pm_1.
Esse fato junto com (*) nos mostra que a fatoragao de f como produto de primos moénicos
¢ Unica a menos de ordem. O]
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Note que, analogamente aos inteiros, na fatoracao acima do polinomio monico nao
constante f podemos repetir algum dos fatores primos. Se py, ..., p, s@0 0s primos monicos
distintos que aparecem na fatoracao de f, entao

T

f=p"py*---p",

sendo os expoentes n; a quantidade de vezes que p; aparece na fatoracao de f. Note
que essa decomposi¢ao também é claramente tinica (a menos de ordem); ela é chamada
decomposicao prima de f. Pode-se verificar que todo divisor monico de f tem a forma

piipy e, 0 <my <y (xx)

De (xx), segue que o mdc de uma quantidade finita de polinémios ménicos nao constantes
fi,--., fn € obtido combinando todos os primos moénicos que ocorrem simultaneamente
nas fatoragoes de fi,..., f,. O expoente ao qual cada primo é elevado é o maior para
o qual a respectiva poténcia prima é fator de cada f;; se nao houver nenhuma poténcia
prima nao trivial, os polinomios sao relativamente primos. Em simbolos, se

T

f=rpy* - p)
g=p"py” D,
entao

mdc(f, g) = pr”, com «; = min{n,,m,}.
i=1

Para finalizar a discussao sobre polinomios, apresentamos alguns teoremas e uma discussao
sobre corpos algebricamente fechados e a relagao disso com raizes de polindomios em corpos.

Teorema 7.8. Seja f um polinomio monico nao constante sobre F e seja
f=p" Pt
a fatoracao prima de f. Para cada 1 < j <k, faca

fi= 1oy =]]»"

i#]
Entao fi,..., fr sdo primos entre si.
Demonstracao. Basta notar que como
fi=p3%p5* - p)
fo=pV'ps® - p),

Tpr—1

fe =003 0o
entao segue que

k
Ind(j(f17 .. 7fn) = Hp?lln{o,ni} —1.
=1
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Teorema 7.9. Seja f um polinomio sobre F com derivada f'. Entao f € produto de
polindmios irredutiveis distintos sobre F se, e so se, f e f' sdo primos entre si.

Demonstracao. Suponha que na fatoracao prima de f sobre F tenhamos um polinémio
primo nio constante p repetido. Entao f = p?h para algum h € F|[x] e, portanto,

f'=p"W +2pp'h

e p divide f’. Logo, mdc(f, f) # 1.
Agora, suponha que
f=p1 Dk
com py, ..., pr polindmios irredutiveis ndo constantes distintos sobre F. Faca f; = f/p;.
Entao, derivando, temos
fr=pih+- S

Seja p um polindomio primo que divide f e f’. Entao p = p; para algum 4. Ora, mas p;
divide f; para ¢ # j, e como p; também divide

k
f, = Zp;fjv
j=1

segue que p; divide p.f;. Logo, p; divide p; ou f;. Mas p; nao divide f;, pois pi, ..., pg
sao distintos; portanto, p; divide p;, o que é absurdo, pois deg p; < degp;. Logo, nenhum
primo divide f e [’ i.e., mde(f, f') = 1. O

Definicao 7.6. O corpo F ¢é dito algebricamente fechado se todo polinomio primo sobre
F tem grau 1.

Entao, dizer que F é algebricamente fechado significa que todo polindbmio monico
irredutivel sobre F é da forma x — ¢, i.e., um monomio. Ja observamos que todo monomio
é irredutivel, seja qual for F. Uma definicao equivalente de corpo algebricamente fechado
é um corpo F tal que todo polindémio nao constante f € F[z] pode ser escrito na forma

f=co =)™ (= )™,

com c escalar, ci,...,c, € F distintos e ny,...,n, € N. Uma terceira forma de definir
seria dizer que se f é um polindomio nao constante sobre I, entao existe ¢ € F tal que
fle) =0.

Essa forma equivalente de definir corpos algebricamente fechados evidencia a conexao
dessa definicao com a existéncia de raizes de f em . Segue dai que o corpo R dos
nimeros reais nao é algebricamente fechado, ja que 22 +1 é irredutivel de grau 2 sobre R
ou, equivalentemente, porque z? + 1 nao tem raiz real. O famoso Teorema Fundamental
da Algebra afirma que o corpo C dos nimeros complexos é algebricamente fechado; ele
também torna evidente as possibilidades de fatoracao para polindmios com coeficientes
reais. De fato, se f é um polinomio com coeficientes reais e ¢ é uma raiz complexa de f,
entao o conjugado complexo ¢ de ¢ também é raiz de f. Portanto, as raizes imaginarias
de f devem ocorrer em pares (de conjugados), de modo que o conjunto das raizes de f
tem a forma

{t17"'7tk7clua7"'7craa}7
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comty,...,tx ERecy,...,c, € Ctém parte imaginaria nao nula. Segue que f é fatorado
como

f:c(x—tl)---(.l‘—tk)pl"'pra

onde p; é o polindbmio quadratico
pi=(z — )z —G).
Observe que p; tem coeficientes reais. De fato, escrevendo ¢ = a + i, «, 8 € R, temos
pi = 2% —x(a+ Bi+a— Pi)+a* + %= 2% — 20z + a® + B2

Concluimos que todo polindémio irredutivel sobre R tem grau 1 ou 2. Cada polinomio
sobre R é produto de certos fatores lineares, obtidos a partir das raizes reais de f, e certos
polinomios quadraticos irredutiveis, obtidos a partir das raizes imaginarias de f.

8 Teorema da Decomposicao Primaria

Nesta secao vamos tratar do assunto de decomposicoes de espacos e como isso pode ser ttil
com uma boa escolha de espagos. As ideias apresentadas sobre transformacoes lineares e
polinomios sao todas integradas aqui num teorema bastante bonito que é o Teorema da
Decomposicao Primaria. Ao final da secao apresentamos uma aplicacao desse teorema a
solucao de equacoes diferenciais lineares.

Seja V' um espago vetorial de dimensao finita e B = {ay,...,a,} uma base de V.
Podemos escrever V' como

V=W +--+W,,

onde cada W; é o espago gerado por {«;}. Essa soma de espagos tem uma caracteristica
especial que é W; N W; = {0} se i # j e, se §; ¢ um vetor em W;, i =1,...,n, entdo

Bt 4 B=0= = =F =0,

ja que B é uma base de V. Este é um caso especial de algo mais geral que definimos a
seguir.

Definicao 8.1. Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita e W1y, ..., Wy subespacos
de V. Dizemos que eles sao independentes se

fi+- o+ B=0=pi=-=5=0,

com B; € Wi, i =1,..., k. SeV se escreve como soma desses subespacos, denotamos
k
V=ha aW.=Pm,
i=1

e dizemos que V' é a soma direta desses subespagos.

Seja T : V. — V um operador linear em V e W um subespago de V. A ideia de
invariancia também se aplica a subespacos de V. Dizemos que W é invariante por T
se T(W) € W. Se conseguirmos achar uma decomposi¢do de V' em soma direta de
subespagos vetoriais invariantes por T, seremos capazes de simplificar enormemente a
matriz em que 1" se expressa.

40



Digamos que V. = W7 @ --- @ Wy, onde cada W, é invariante por T. Sejam B;,
t=1,...,k, bases dos respectivos W;. Entao B = By U ---U By é uma base de V. Nesta
base, T' tem a forma simplificada

* % ot
* % ot
R e

onde os espacos vazios contéem zeros e as estrelas indicam entradas nao necessariamente
nulas. Em particular, se cada W; fosse unidimensional, teriamos

A
A
A
A

A
A

onde 0s A nao sao necessariamente iguais, ou seja, 1" seria diagonalizavel. Um exemplo
simples onde isso sempre acontece: podemos decompor V' como soma direta da imagem
e do nicleo de um operador T (que sao claramente invariantes por 7).

Seja f = a,x™ + -+ + a1x + ag. Definimos o valor de f aplicado ao operador T por

f(T)=a,T"+ -+ a1T + apl.

Observe que f(T') é também um operador linear em 7', basta mostrar que 7% é linear
para todo k£ € N. Dizemos que f anula o operador 17" se f(T') = 0, ou seja, se f(T') é o
operador nulo em V. Um polindomio com tal propriedade sempre existe, como foi visto
anteriormente. Um tal polinomio é da forma

a2 T + -+ a, T + aol,

j& que a dimensao do espaco de operadores lineares em V tem dimensdo n? se V tem
dimensao n.

O interessante é que o conjunto dos anuladores de um operador 7' é um ideal no espago
de polinomios.

Teorema 8.1. Seja M = {f € F[z]|: f(T) =0}. Entao M ¢é um ideal.
Demonstracao. Se g, f € M, entao
(cg+ IT) = cg(T) + f(T') = 0,
logo, M é subespaco de F[x]. Se h é qualquer polindémio, entao
(hf)(T) = h(T)f(T) = 0,
ehfe M. m
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Definicao 8.2. O gerador monico deste ideal é chamado polinomio minimal de T .

J& temos o suficiente para enunciar o teorema. Seja T um operador linear em V' de
dimensao finita. A ideia principal do teorema é decompor um espaco V' de dimensao finita
como soma de nicleos de polinomios em 1. Mais precisamente, seja

p=pi'-p
o polinémio minimal de 7', decomposto em fatores irredutiveis. Sabemos que p(T') é o
operador nulo em V| entao temos V = kerp(T). Isto nao é de forma alguma revela-

dor. Buscaremos mostrar que V' pode ser decomposto como soma direta dos subespagos
ker p;*(T).

Teorema 8.2 (Teorema da Decomposi¢ao Priméria — TDP). Seja T um operador linear
num espaco de dimensao finita V' sobre o corpo F. Seja p o polinomio minimal de T,

p=pi D
onde p; sao polinomios distintos irredutiveis sobre F. Seja W; = kerp;*(T'). Entao
o V=W & ®W;
e Cada W; é invariante por T';
o SeT; =T|w,, o polinémio minimal de T; € p.*.

Demonstrag¢ao. Sejam os polindmios

fi p_ ZHP?-

p— T’L
Pi G4

Vimos anteriormente que eles sao coprimos, entao existem polinomios g, ..., gx tais que

l=gifi+ -+ grfk
Denote h; = g;f; e E; = hi(T). Segue que
I:E1+"'+Ek~

Note que o polinémio minimal divide h;h; sempre que i # j, entao h;(17)h;(T") = 0. Temos
diretamente que
E,E; =0 e E? =F;

7

basta usar a equacao acima obtida para I.
Vamos mostrar agora que W; = E;(V). Seja a € W;, entdo Eja = 0 se j # i por
construcao dos E;. Segue que

a=(Ey+ -+ Epa = Eq,

logo, a € E;(V) e vem W; C E;(V). Seja agora a € E;(V), entdo a = E;5 para algum
B € V. Segue que
pi' (T = pi* (T Eif3
= p; hi(T)P
=0,
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pois p divide p;h;. Segue que o € W; e temos W; = E;(V).

Observe que escrevemos I como a soma das projegoes nos espagos W; e, além disso,
todo vetor de V' deve estar no nicleo de algum p;' (7). O fato dos W; serem independentes
segue do fato de que E;E; = 0 com i # j. Segue que

V=Wo - oW
Agora, T comuta com qualquer polinomio em 7', entao, se a € W, temos
P (T)Ta = Tpl (T = TO = 0,

logo T'ao € W;. Portanto, cada W; é invariante por T
Se T; = T'|w, ¢ a restricao de T" a W, por construgao,

pi'(Ti) = 0.
Seja g qualquer tal que ¢(7;) = 0, entao

g(T)f(T) = 0.

Logo, p = p;* f; divide gf;, ou seja, p;* divide g. Entao p;’ é o polinomio minimal de
T;. O

Consideramos agora equacoes diferenciais lineares da forma

dnf dnflf

df
%+an_1m+"‘+a1%+aof:0, (*)

onde cada a; é constante. Observe que, se p = 2" + a,_12" > + -+ + a;x + ag, podemos
reescrever esta equacao diferencial na forma

onde D é o operador de derivacao no espaco das funcoes infinitamente derivaveis C'*°.
Queremos aplicar o teorema que acabamos de provar ao espaco

V={felC>:p(D)f =0},

ou seja, o espago solugao da equacao diferencial (x). Observe que nao temos, a priori, que
V tem dimensao finita, mas utilizaremos aqui o fato de que o TDP vale para dimensao
qualquer. Veja que o polindbmio minimal de D nesse espaco é p; suponha que ele fatore
como

p:p’l"l...pzk.

Aplicando o TDP, o nosso problema se reduz a resolver as equacoes
pi(D)f=0, i=1,... k.

Suponha agora que trabalhamos no corpo dos nimeros complexos C. Entao todo po-
lindbmio se fatora como produto de fatores lineares da forma x — a, com a € C. Nosso
problema se reduz a resolver

(D—a)"f=0.
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Teorema 8.3. Para todo r natural tem-se
(D o Oé)rf — eatDT(efatf).
Demonstracao. Para r = 1, temos

(D —a)f =ee(Df — af)
— eat(e—ath _ ae—atf)
= e D(e”f).

Suponha que vale para r qualquer, entao
(D . Oé)rf — eatDr(efatf).
Segue

(D =) "' f = (D —a)e*D" (e f)]
— OteatDT(e_atf) 4 eatDr—H (e—atf> . aeatDr(e—atf>
— eatDTJrl (efatf)_

Entao segue que
(D—a) f=0<=e"D"(e™f) =0,

e obtemos, por integracao,

e f=a,1t""+ -+ ait + ao,

ou seja,
F(1) = e arat™ + -+ axt + ao)
= q(t)e™,
com grau(q) =r — 1.
Observe que os componentes
6o¢t7 t@at, o ’t’r—leat

sdo vetores linearmente independentes (ja que e* # 0), logo, formam um espago de
dimensao r.
Voltemos agora para a solugao de p(D)f = 0. Suponha que

p= (gj — al)rl ce ([L’ _ O_/k)rk,
onde os «; sao as raizes distintas de p. Entao a solugao geral da EDO é da forma
f) =aqt)e™ + -+ q(t)e™,

onde p;(t) é um polindémio em t de grau r; — 1.
O TDP garante diretamente que

q(t)e™, . .., qu(t)e™
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sao independentes. A dimensao de V' é

Z(grau(pz-) +1) = Z((n —1)+1)
= grau(p)

Segue entao que a solugao geral da equagao diferencial se expressa como combinagao linear
de n solugoes especificas de p(D)f = 0.
Para a discussao que segue, definimos

Definicao 8.3. Um operador N num espaco vetorial V' € nilpotente se existe um inteiro
positivo r tal que N™ = 0.

Seja T" um operador num espaco vetorial V' e suponha que seu polinomio minimal p
fatore como produto de fatores lineares, i.e.,
p = (x — Cl)rl A (l’ _ Ck)rk,
onde ¢y, ..., ¢, sao os autovalores distintos de T'. Como na demonstracao do TDP, temos

I:E1+"+Ek

V=W & - oW,
onde W; = ker (T — ¢;)" e E; é a projecao em W,;. Seja D = ¢1Ey + - -+ + ¢ E}, entdo D
¢ diagonalizavel.
Teorema 8.4. Seja T um operador num espacgo vetorial V' de dimensdo finita sobre um

corpo F. Suponha que o polinomio minimal de T se escreve como produto de fatores

lineares. Entao T se escreve de forma tnica como T = D + N, onde D € diagonalizdvel
e N € nilpotente. Além disso, DN = ND.

Demonstra¢ao. Seja D como definido anteriormente e denote
N=T-D=T—-cl)Ey+ -+ (T —cI)E}.

Como cada projecao ¢ um polinomio em 7', entao 1" comuta com cada projegao, do que
segue que
N™ = (T — le)rEl + -+ (T— CkI)rEk = O,

onde r = max{ry,...,r;}, logo, N é nilpotente e temos T'= D + N. Agora, ambos N e
D sao polinomios em 7', entao comutam.
Para provar a unicidade, suponha que 7' = D' + N’ com D’ diagonalizdavel e N’
nilpotente. Entao
D—-D'=N —N.

Note que, para um R suficientemente grande,
(R
! R _ _1)¢ NR—inri
(N' = N) ;(Z)( 1(N)E-INT = 0.
Donde vem que D — D’ deve ser nilpotente, o que s6 acontece se D — D’ = 0, ja que ambos

sao diagonais. Logo, D =D"e N = N'. ]
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9 O teorema de Cayley-Hamilton

A demonstragdo mais comum e provavelmente mais conhecida do Teorema de Cayley-
Hamilton é algébrica e usando “forga bruta”. Nesta secao, mostraremos o bonito Teorema
Fundamental das Fungoes Simétricas, importante no estudo da Teoria de Galois [1], e
daremos uma demonstragao topoldgica do Teorema de Cayley-Hamilton, favorita dos
analistas.

E curioso que a primeira versao desse teorema foi provada por William Hamilton para
os quatérnios, em 1853. A versdao “atual”’ apareceu pela primeira vez em um memoir
de Arthur Cayley que introduzia o conceito de dlgebra matricial, em 1858; nele, Cayley
provou o teorema para o caso n = 2 e afirmou que o havia verificado para n = 3, mas que

“I have not thought it necessary to undertake the labour of a formal proof of the theorem
in the general case of a matrix of any degree.”

Em traducao livre,

“Nao julguer necessario me dar ao trabalho de fazer uma prova formal do teorema no
caso geral de uma matriz de qualquer grau.”

O caso geral do teorema foi mostrado pela primeira vez por Ferdinand Frobenius em 1878,
25 anos depois de Hamilton enunciar a primeira versao! Passemos entao as defini¢oes
necessarias para enunciar o Teorema Fundamental das Funcoes Simétricas — TFFS.

Definigao 9.1. Um polinémio P = P(xy,...,x,) em n varidveis é dito simétrico se, dada
qualquer permutacao T dos indices, P(xr(1y, ..., Trn)) = P.

Exemplo 9.1. Os polinomios

pk:xlf—|—~~—i—xfl

sao simétricos para 1 < k < n. Eles também sao homogéneos, i.e., todos os termos nao
nulos tém mesmo grau.

Definigao 9.2 (Polinomios Simétricos Elementares — PSE). Os n polinomios simétricos
elementares, o1, ...,0,, sao definidos como:

o1 = E €T;
7
09 = E T2

1<j

03 = E TiTjTg

i<j<k

Op = 1T+ Tp.

Antes de prosseguir ao TFFS, é interessante observar o seguinte teorema, de Vieta,
que nos da uma primeira sugestao do TFFS.

Teorema 9.1 (Vieta). Seja p(z) um polinémio ménico de grau n com raizes ry,...,Ty.
Sejam oy, ...,0, 0sn PSE nosr;. Entdao

p(2) = 2" — 012"+ 092" 2 4 -+ (1),
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Demonstragao. Se expandirmos

H(‘T - Ti)a

i=1

n—k, b1 k
Tl *

os termos serao precisamente (—1) . TZ”IE , com b; igual a 1 ou 0 conforme r; esteja
ou nao no produto, respectivamente, e k a quantidade de r; excluidos, de modo que o
ntimero total de fatores no produto é n (contando z* com multiplicidade k). Como hd
n escolhas bindrias (incluir r; ou x), temos 2™ parcelas. Agrupando os termos pelo grau
obtemos os n polinomios simétricos elementares nos r;. O

Exemplo 9.2. Seja T € gl(n,C) com autovalores Ay, ..., \,. Por Vieta,
det(\ = T) = pr(A) = A" + > _(=1)fop A" ",
k=1

sendo o, 0s PSE nos autovalores de T .

Teorema 9.2 (TFFS). Qualquer polindmio simétrico em n varidveis 1, ..., x, pode ser
escrito de forma unica como um polinomio nos PSE oy, ..., 0p,.

Demonstracao. Apresentamos aqui a demonstracao classica, que remonta a Gauss.

Seja f o polinomio simétrico a ser representado. O conjunto dos termos de f com um
dado grau ¢ também um polindmio simétrico, e se pudermos representar cada um deles
como um polinémio nos o;, podemos representar f; logo, podemos assumir s.p.g. que f é
homogéneo.

Agora, ordene os termos de f lexicograficamente, i.e., defina

pla L gl Tl gl
ary'xy - - x> bay'ay’ - xlr

se i1 > jJ1, OU Se 17 = J1 € iy > Jo, OU S€ 11 = J1,10 = Jo € 13 > J3, etc., e entao ordene os
termos de f de maneira decrescente.

Como f é simétrico, para cada termo cz’'z} ---zi» que f contiver, entdo f também
contera todos os termos possiveis que parecem com esse, mas com 0s expoentes permu-
tados (seus “conjugados”). Segue entdo que o termo lider de f, digamos ¢,z - - - xir,
tem i1 > iy > -+ > 1,. Seja

—1i3 - anl_'bno_in.

_ 11—12 12
g1 = C10q 0y n—1 n

Temos que g; é simétrico com mesmo termo lider que f. Logo, f — g1 é simétrico com um
termo lider menor (lexicograficamente), cox] 3 ---2/». Como antes, segue da simetria
que j1 > jo > -+ > j,. Logo, podemos fazer

_ J1—Jj2 _j2—Jj3 Jn—1—
g2 = €107 03 T O0p1

Jn Uzln,
de modo que g, tem o mesmo termo lider que f — g1 e f — g1 — go tem termo lider que é
menor ainda.

Continuemos de tal maneira. O algoritmo eventualmente termina sem termos restan-
tes, pois hd uma quantidade finita de monomios 'z - - - z'» de um dado grau possiveis
para o primeiro lugar. Portanto, em algum momento teremos

f=n—gp— =0 <= [=g+gp+ +ou
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que é a representacao desejada de f como polinomio nos o;.

Para provar a unicidade, basta mostrar que o polinomio nulo em z4,...,x, é uni-
camente representado como o polinomio nulo em o4,...,0,. Isso é verdade pois dois
ki

produtos distintos de polindémios elementares o*! - - - g% nao tém mesmo termo lider, j

7

) k
que o termo lider de oy - - - o &

kit tkn kot tkn kn,
xl x2 [P xn",

e a correspondencia
(ki,.. kn) = (ki 4+ kny oo kg + ks, k)

é injetiva.
Logo, os termos lideres em uma soma de produtos disjuntos de polinémios simétricos
elementares nao se cancelam, e a soma s6 é nula se for vazia. n

A demonstracao acima, apesar de classica, nao é a melhor, no sentido de que nao
se aproveita totalmente da simetria de f. Daremos uma demonstracao alternativa, apés
enunciar e demonstrar o Teorema 9.5.

Teorema 9.3. O conjunto das matrizes diagonalizaveis em C" é denso.

Demonstracao. A ideia do argumento é encontrar um subconjunto do conjunto D das
matrizes diagonalizaveis que seja denso. Consideremos entao o conjunto

U={T egln,C): \; # \;jsei#j} ={T €gl(n,C): Ar #0} C D,
o conjunto das matrizes com autovalores distintos, i.e., o conjunto das matrizes com
Ap =]Ji = x) #0.
i#]
Ora, mas A nada mais é que uma funcao nas n variaveis Aq, ..., \,:
AT == f()\l, ce . 7/\n)

Note que em Ap temos tanto o fator \; — A; quanto \; — A;. Assim, f é simétrico, e segue
do Teorema 9.2 que podemos escrever

fa, ) = glon, ... on).

Do Teorema 9.2, segue que g ¢ um polinébmio nos coeficientes de pr. Ora, mas pr ¢ um
polinémio nas entradas de T', de modo que g é um polinémio nas entradas de 7. Agora,
supondo que g se anulasse em uma vizinhanga de 7" terfamos, pela férmula de Taylor para
varias variaveis, g = 0, absurdo. Logo, os zeros de g formam uma superficie algébrica, de
modo que U é aberto e denso e, consequentemente, D é denso. O

Teorema 9.4. O conjunto das matrizes invertiveis com entradas em C € denso.

Demonstracao. Assim como na demonstragao do Teorema 9.3, a ideia é encontrar um
subconjunto do conjunto Z das matrizes invertiveis que seja denso. Aqui, consideramos o
conjunto

V={T €gl(n,C) :detT # 0} C Z.

Usando um argumento analogo mostramos que det7" é um polinémio nas entradas de 7T,
de modo que o subconjunto acima é denso e, portanto, Z é denso. O
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Esses dois resultados podem parecer surpreendentes, mas na verdade sao até intuitivos:
se um operador tem autovalor nulo, basta uma pequena perturbacao para que ele deixe
de ser nulo (diagonalizaveis) e, analogamente, se uma matriz tem dois autovalores iguais,
basta uma pequena perturbacao para diferencid-los (invertiveis). Com o Teorema 9.3,
podemos dar a desejada demonstragao alternativa do Teorema de Cayley-Hamilton, como
segue.

Teorema 9.5. Se T' é um operador linear em um espago vetorial de dimensao finita V' e
pr € o polinomio caracteristico de T, entdo pr(T) = 0.

Observagao. Note que aqui nao podemos simplesmente substituir X\ por T no polinomio
caracteristico, pois isso nos daria

O0=det(T —T)=det(TI —T) = pr(T),

absurdo pois, do lado esquerdo, temos um escalar e, do lado direito, uma matriz de ordem
n.

Demonstrag¢ao. Note que pr é continuo em 7', ja que pr(T') é uma matriz cujas entradas
sao polinémios nas entradas de 7. Pela continuidade de pr, para verificar pr(T) = 0
basta verificarmos para as diagonalizaveis. Agora, note que

pu-iry = det(\ — U™'TU) = det (U (M — T)U) = pr,

ou seja, o polinomio caracteristico é invariante por conjugacao. Portanto, verificar para
as diagonalizaveis ¢ o mesmo que verificar para as diagonais. Tomando T = diag(}\;), 1 <
1 < n, segue que

pr(A) 0 . 0
pT(T) _ 0 pT<5)\2) 3 _o
0 0 o pr(A)

]
Observagao. Como o teorema vale em gl(n,C), ele também vale em gl(n,R) e gl(n, Q).

Agora, nosso objetivo serd dar uma prova alternativa do Teorema 9.2, extraida da
Secao 4 de [1]. Para tal, discorreremos um pouco sobre a demonstra¢ao anterior e apre-
sentaremos algumas definigoes.

O argumento utilizando a ordem lexicografica (ordem lex) é simples e elegante. Essa
ordem ¢ uma ordem total no conjunto dos monomios, determinando um 1nico termo lider
em cada polinémio, e isso é, a primeira vista, parte do motivo pelo qual a demonstracao
funciona: ela nos traz a mente a imagem dos termos de f totalmente ordenados e entao
retirados um por um, da esquerda para a direita, pela nossa escolha adequada de g1, . . ., gx.

Mas, na verdade, os termos nao sao retirados um por um, pois f e gi,...,gr sao
simétricos. Formar f — g; nao sé cancela o termo lider ciz’' - -2 mas também todos
os seus conjugados, e.g., clx’f‘x;"‘l .-+ 2%, Vemos, entao, que de algum modo a ordem lex
esconde a simetria entre os conjugados quando coloca um deles como termo lider, ainda
que explore a simetria para fazer a prova funcionar.

De fato, a ordem na qual o algoritmo dado na demonstragao opera nos termos de f
nao é realmente a ordem lex. Na verdade, é a ordem que a ordem lex induz no conjunto

49



das classes de conjugacdo dos termos. A primeira dessas classes é a que contém o termo
lider lexicogréfico, a segunda contém o maior termo lexicogréafico nao contido na primeira,
e assim por diante. Podemos chamar essa ordem de ordem lexicogrdfica simétrica (ou
ordem lex simétrica). Note que ela ndao é mais uma ordem total nos monomios, apenas
nas classes de conjugacao. Portanto, o uso da ordem lex na demonstracao é enganoso,
pois a ordem real é outra.

Isso suscita a pergunta: ha descricoes da ordem lex simétrica que nao passam pela
ordem lex? Para respondé-la, precisamos da seguinte definicao.

Definigao 9.3. Dado um monémio xi! - --z'r, defina sua dispersao como i% + - - - + i2.

Em termos estatisticos, isso é equivalente (no sentido de que induz a mesma ordem)
a variancia do conjunto dos expoentes. A dispersao também é equivalente a altura do
centro de gravidade do monémio pensado como uma pilha de tijolos, com uma pilha de iy,
tijolos correspondente para cada xj (mostraremos isso a seguir). Além disso, a dispersao
é um inteiro nao negativo, o que nos permite utilizd-la como base de inducao.

O fato chave a ser mostrado é que assim como clsc’f . ~xﬁ1", com o1 > Gg > - > iy, €
o termo lider de c;0% 2027 ... g na ordem lex, ele e todos seus conjugados também
tém dispersao estritamente maior do que os demais termos desse ultimo produto.

Lema 9.6 (Dispersao). Dados iy, ...,i, com iy > iy > -+ > 1,, 0s termos de

i1—io _io—is in
01 "0y On

com dispersao mdzima sio xy'xy - --xir e seus conjugados.

Demonstracao. A demonstracao é bastante interessante, pois se utiliza de uma visua-
lizagao dos polinomios como pilhas de tijolos. Mais precisamente, identificamos o monémio
o' - - 2" com uma sequéncia de pilhas de alturas ji, ..., j, de tijolos idénticos. Observe

a figura.

21 L2 3 T4 s
Figura 9: O monémio xizezizszs

Primeiro, argumentamos que para termos de ol 2g27% .. .ol a dispersdo é uma
funcao linear crescente da coordenada vertical y do centro de gravidade da configuragao
em blocos correspondente.

De fato, supondo que cada bloco tem massa unitaria, a coordenada vertical do centro
de gravidade é dada pela soma, sobre os blocos, das alturas de cada bloco, dividida pela
quantidade de blocos. Supondo que o primeiro bloco de cada pilha esta a altura 1 e cada

bloco tem altura unitaria, entao a pilha de altura j; contribui

_ Ji(jr +1)

1+24+---+ 75 7
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para a soma. A coordenada vertical y do centro de gravidade é entao dada por

1 (G + 1) Jn(jn +1)
y_d( > T T
1, 5 |
= i+ttt )
2d
1
= — d
578+ d);

sendo d a quantidade de blocos, i.e., o grau do monomio, e s sua dispersao. Logo,
s = 2dy — d e, como d é fixo, s é funcao linear crescente de y.

Agora, observe que todos os termos do produto airi?gérig’ .-+ o' podem ser obtidos
de 2!" - - - 2» movendo blocos horizontalmente (e soltando-os no topo da pilha abaixo se
necessario. Os conjugados de z!' ---zi» sdo os termos para os quais cada camada de
blocos repousa completamente sobre a camada inferior antes que os blocos sejam soltos.
Portanto, os blocos cairdo justamente para os termos que nio sao conjugados de %' - - - x’.

Observe a figura.

T iy} x3 Xyq X5

I ) T3 Ty Ty T ) T3 Ty Ty

Figura 10: Topo: termo alvo zfx3x374. Abaixo: o termo x3xozszizd de 00304 A esquerda

e, a direita, o mesmo termo genérico com os blocos “soltos”; ele tem centro de gravidade mais
baixo que o termo alvo.

Finalmente, observamos o simples fato de que dada qualquer configuracao fisica de
blocos, mover alguns para posi¢oes mais baixas diminui a altura do centro de gravidade.

]

Com esse lema estabelecido, a demonstragao do teorema fundamental segue a mesma
linha do argumento padrao dado na demonstracao anterior.
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Prova do TFFS usando o Lema da Dispersdo. Seja f a funcao simétrica a ser represen-
tada. Como antes, suponhamos s.p.g. que f é homogénea. O algoritmo procede da
mesma maneira, mas com a dispersao substituindo a ordem lex. Escolha qualquer termo
de f com dispersao méaxima si, e considere ele e seus conjugados. Forme o produto de
funcoes simétricas elementares g; que tem esses termos como seus termos de dispersao
méxima (se os termos de f tém coeficiente ¢; e expoentes i1 > iy > -+ > i,, entdo
g1 = 072027 ... gin). Pelo Lema 9.6, esses termos sdo os tinicos termos de g; com
dispersao s;. Dai, f — g; contém menos termos com dispersao s; do que f, possivelmente
Zero.

Continuando desse modo comecando com f — g, formando g» e f — g1 — go, € assim
por diante, temos um algoritmo que eventualmente termina pois, em cada etapa, ou a
dispersao maxima ou a quantidade de termos com tal dispersao diminui.

A unicidade da representagao segue como antes: produtos distintos de funcoes ele-
mentares simétricas terao termos distintos com dispersao méaxima pela injetividade da
correspondéncia

(kl,,kn)’_)(kl‘i“l‘kn,,kn)

Logo, é impossivel haver um cancelamento total: toda fungao nao nula nas fungoes ele-
mentares simétricas serao nao nula quando multiplicada. O
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