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Prefacio

O grupos PET (Programa de Educagao Tutorial) foram criados com o objetivo de promo-
ver a formacao ampla dos seus integrantes, desenvolvendo atividades de ensino, pesquisa
e extensao. Sao grupos formados por um professor tutor e por 12 estudantes bolsistas e
até 6 estudantes nao bolsistas, ambos selecionados por processo seletivo.

O PET Matemética (PETMAT) da Universidade de Brasilia (UnB) realiza vérias
atividades de ensino, pesquisa e extensao. Nos anos de 2020 e 2021 as atividades do
grupo foram realizadas de forma remota, devido a suspensao das atividades presenciais
na UnB imposta pela pandemia do COVID-19.

Entre as atividades desenvolvidas pelo grupo destacamos a PETMAT Pesquisa Cole-
tiva que é um estudo, sobre um tema especifico de Matemadtica, feito por todo o grupo
e orientado pela tutora. No ano de 2021, que corresponde aos semestres letivos 2020/2 e
2021/1, j& que, por conta da COVID 19, atualmente, os semestres letivos nao coincidem
com o semestres ordindrios, a pesquisa coletiva foi baseada na leitura e interpretacao do
livro ”Histdrias sobre méximos e minimos” [Tikhomirov, 1991], principal referéncia.

Os integrantes do PETMAT, em 2021, foram divididos em duplas e trios e eram
responsaveis por estudar e apresentar, para todo o grupo, um capitulo especifico desse
livro e também por registrar, na forma escrita, esses estudos. As exposi¢oes foram seguidas
de comentarios e sugestoes que serviram para melhorar a interpretacao dos resultados e a
escrita do texto. Nos primeiros meses do ano de 2022, o material escrito foi revisado por
alguns integrantes do grupo e deu origem a esse texto.

Portanto, este texto é fruto do trabalho colaborativo entre os integrantes do PETMAT,
relacionados a seguir, aos quais registro os meus agradecimentos e os meus parabéns pela
conclusao deste texto, em equipe.

Luciana Maria Dias de Avila Rodrigues
tutora do PETMAT UnB
30 de junho de 2022
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Introducao

Este texto é fruto da atividade de Pesquisa Coletiva realizada pelos integrantes do PET
Matematica da Universidade de Brasilia ao longo do ano de 2021. Essa atividade consiste
no estudo em conjunto por todo o grupo e orientado pela tutora, professora Luciana Avila,
de um tema previamente acordado entre os integrantes.

No ano de 2021, estudamos o livro [Tikhomirov, 1991], que trata de problemas de
maximos e minimos. Mais especificamente, o grupo foi dividido em equipes de duplas e
trios, com cada equipe sendo responsavel por estudar um capitulo da referéncia e apre-
sentar ao restante do grupo os resultados deste estudo. Sendo assim, esse material é a
coletanea, por escrito, de todos esses estudos.

Frisamos que nosso texto nao é autoral. O que buscamos fazer foi tornar as explicacoes
mais claras onde fosse necessario, dando detalhes que por vezes ficaram omitidos e ela-
borando em partes que ficaram um pouco mais obscuras em [Tikhomirov, 1991]. Além
disso, buscamos, onde fosse possivel, tracar um paralelo com as técnicas de solucao de
problemas de maximo e minimo do Calculo Diferencial e Integral, o qué nao é muito
abordado na referéncia principal.

Cada capitulo trata ou de um problema especifico ou de classes de problemas. O
Capitulo 1 trata do chamado problema de Dido, também conhecido como problema iso-
perimétrico, que consiste em encontrar, entre todas as curvas fechadas de perimetro dado,
a que delimita a maior area.

O Capitulo 2 explica e demonstra a lei de Snell, que decorre do fenémeno da refracao
da luz e dita a relag@o entre os angulos de incidéncia e refragdo no momento que os raios
de luz mudam de meio.

O Capitulo 3 resolve 5 problemas de otimizacao de natureza geométrica, relacionados
a encontrar figuras geométricas de menor area e menor perimetro satisfazendo certas
condigoes.

O Capitulo 4 se ocupa em deduzir a formula para resolucao de equagoes ciibicas e em
demonstrar diferentes desigualdades entre médias, que sao posteriormente usadas para
resolver problemas de otimizagao classicos. Ao final, comparamos essas solu¢oes com as
solucoes “classicas”, que utilizam o ferramental do Célculo Diferencial e Integral.

O Capitulo 5 resolve duas versoes do chamado problema do barril de vinho de Kepler:
a versao bidimensional e a versao tridimensional. E um problema interessante e de ori-
gem curiosa; sua versao bidimensional consiste em encontrar, entre todos os retangulos
inscritos em uma dada circunferéncia, aquele de maior area. Naturalmente, sua versao



tridimensional consiste em encontrar, entre todos os paralelepipedos retangulos inscritos
em uma dada esfera, aquele de maior area.

O Capitulo 6 traz uma discussao historica acerca da cicloide e resolve o chamado
problema da braquistocrona, que consiste em encontrar a equacao da trajetoria de uma
particula que, sujeita a um campo gravitacional constante, sem atrito e com velocidade
inicial nula, se desloca entre dois pontos no menor intervalo de tempo.

O Capitulo 7 discorre acerca de um problema enunciado por Newton em sua obra
Principia Mathematica acerca do formato de um projétil que minimize o arrasto.

O Capitulo 8 é um pouco mais “filosofico”, trazendo uma breve discussao histérica
acerca da definicao do conceito de funcao.

O Capitulo 9 se ocupa em deixar mais preciso o significado da frase “resolver um pro-
blema de maximo/minimo”, colocando essa classe de problemas em termos mais formais.

O Capitulo 10 define algumas nogoes de convexidade de fun¢oes de uma variavel, que
sao usadas em resultados sobre a existéncia de minimos de fungoes de uma variavel.

O Capitulo 11 enuncia e demonstra o famigerado principio de Lagrange, aplicando-o
ao final para resolver um problema interessante.

O Capitulo 12 resolve varios dos problemas de capitulos anteriores usando a forma-
lizagao estabelecida no Capitulo 9.

Por fim, o Capitulo 13 define o conceito de funcional linear e resolve alguns problemas
de extremo para esses operadores.

Desejamos uma 6tima leitural



Lista de simbolos e notacoes

A, B,C,... pontos no plano ou espago
d(A,B) ou AB distancia (euclidiana) entre A e B
AB segmento que liga os pontos A e B
a,b,c,... retas ou medidas de segmentos

jﬁ reta pelos pontos A e B

1@ semirreta de origem A que passa por B
v ouC circunferéncia
Yo, circunferéncia de centro O e raio r
AB medida do segmento orientado AB
AABC triangulo de vértices A, B e C'
OABCD quadrilatero de vértices A, B,C e D
ZABC e A angulo ABC' e angulo em A
(LABC)® ou (£LA)° medida, em graus, do angulo ABC' e medida, em graus,
do angulo em A
congrueéncia
~ semelhanca
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CAPITULO 1

O problema de Dido

Herbert Luan e Rafael Almeida

Fugindo da perseguicao de seu irmao, a princesa fenicia Dido partiu para oeste ao longo
da costa do mediterraneo em busca por refugio. Um certo local na costa, que hoje é a
baia de Tunis, chamou sua atencao. Dido negociou a compra de uma terra com o lider
local, Yarb. Ela pediu muito pouco — tanto quanto poderia ser “cercado com a pele de
um touro”. Dido persuadiu Yarb, e um acordo foi fechado. Dido entao cortou a pele
do touro em tiras estreitas, amarrou-as juntas e cercou uma grande extensao de terra.
Nessa terra ela construiu uma fortaleza e, perto dela, a cidade de Cartago. La ela estava
destinada a experimentar um amor nao correspondido e a morte de um martir. Esse
incidente gerou a questao: quanta terra pode ser cercada por uma pele de touro? Dito de
maneira mais matematica: entre todas as curvas planas fechadas de dado comprimento,
qual delas determina a maior area?

Esse problema ficou conhecido como problema de Dido e também como problema
isoperimétrico classico. Vamos resolvé-lo de maneira geométrica através de alguns
lemas. No que segue, usamos o termo “n-agono maximo” para nos referirmos ao n-agono
que tem area méaxima entre todos os n-agonos de mesmo perimetro.

Além disso, suponha que o angulo ZA;A3A3 do n-adgono de vértices Ay, Ao, ..., A,
seja maior que 180°. Seja A, a imagem do vértice Ay refletido na reta A; A3. O poligono
A1 AL As ... A, tem uma area maior que o poligono A;AsAs ... A, e é isoperimétrico a ele.
Portanto, podemos supor que o poligono é convexo.

13



14 CAPITULO 1. O PROBLEMA DE DIDO

Figura 1.1: Ilustracdo do argumento de que um poligono nao convexo nao pode ter area
maxima se comparado a um poligono convexo de mesmo perimetro.

Vamos comecar mostrando que um n-agono maximo deve ser regular através dos se-
guintes lemas.

Lema 1.0.1. Um n-4gono maximo deve ter lados iguais.
Lema 1.0.2. Um n-4gono maximo deve ter angulos iguais.

Prova do Lema 1.0.1. Seja A1As ... A, um n-agono maximo. Como notado, ele é uma
figura convexa. Vamos supor que nem todos os seus lados sao iguais para chegarmos a
uma contradigao.

Figura 1.2: ITlustracao do argumento.

Sejam A;As; e Ay As dois lados adjacentes diferentes. Seja [ a reta que passa por As e
é paralela a A;As. Agora consideremos o problema de Heron para a reta [ e os pontos A;
e As, isto é, o problema de encontrar um ponto D em [ que minimiza a soma A; D + A3 D.

Sabemos que os angulos a e f em D sdo iguais, pois como [ || m segue que D
é precisamente a intersecao da mediatriz de A; A3 com a reta [ e, portanto, « e [ tém
mesma medida. Ora, mas « é igual ao angulo ZDA; Az, e  é igual ao angulo ZDA3A,
pela propriedade de angulos alternos opostos entre paralelas. Isso significa que AA; D A3
é um triangulo isésceles, portanto, D é diferente de As. Além disso:

1. A area do triangulo AA;DAjs é igual a drea do triangulo AA; A As, pois eles tém
alturas e bases iguais;

2. A1D 4+ DAs < A1Ag + Ay As, pois D # As é a solugao para o problema de Heron.
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Agora vamos construir o triangulo isésceles AA; A} As que satisfaz A; AL+ AL A3 = A1 Ao+
Ay As. Sua drea, com certeza, é maior do que a drea do triangulo AA; A, As, pois a altura
A_’2 é maior do que a altura DC, pelo fato que m > A;D. Mas isso significa que a area
do poligono A, A, ... A, é maior do que a area do poligono A; A, ... A, isoperimétrico
a ele, uma conclusao que contradiz a maximalidade da area do tultimo poligono. Isso
completa a prova do Lema 1.0.1. O

Prova do Lema 1.0.2. Novamente, seja A;As ... A, um poligono maximo. Nods sabemos,
agora, que todos os seus lados sao iguais (Lema 1.0.1) e também que esse poligono é
convexo. Vamos supor que nem todos os angulos sao iguais e chegar em uma contradicao.
Se os angulos nao sao iguais, entao deve haver dois angulos (« e ) adjacentes diferentes.
Iremos mostrar que isso implica a existéncia de dois angulos nao adjacentes diferentes.

Figura 1.3: Tlustracao do argumento.

Considere os angulos sucessivos «, 3,7,0,¢... (ndo menos que cinco) do poligono. Se
v # aou d # [, entdo a prova estd completa, ji que o e y (ou 5 e ) s@o nao adjacentes.
Se a =, f =4 ea# [, entao nossa sequéncia de angulos é escrita como «, 3, «, B3, ¢, .. .,
e a prova esta completa, ja que o primeiro e o quarto angulo sao nao adjacentes.

Nos vemos que nossa suposicao justifica a conclusao de que hé dois triangulos ADEF
e APQR com interiores disjuntos. Como cada um deles ¢ formado por sucessivos vértices
do nosso n-agono, podemos supor o angulo ZFE é menor do que o angulo ZQ).

Visto que

DE = EF = PQ = QR,

a desigualdade dos angulos ZE e ZF implica que DF < PR. Dos pontos E e @ baixa-
mos as perpendiculares e em relacao as retas e , respectivamente. Em
seguida, estendemos o segmento EG e construimos na semirreta Cﬁ o triangulo AET' P’
congruente ao triangulo AQT P (T corresponde ao ponto 7", P ao ponto P’ e () ao ponto
<~

Agora consideramos o problema de Heron para a reta T7'G e os pontos P’ e F. Seja S
a solucao para o problema de Heron, ou seja, S é um ponto em T'G tal que a soma das
distancias de P’ a S e de S a F' seja minima. Como o angulo ZP'ET" (de medida igual
a metade da medida de Z@Q)) é maior do que o angulo ZFEG (igual & metade do angulo
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ZFE), o ponto S nao coincide com o ponto E (os angulos ZP'ST' e ZFSG sao iguais) e,
além disso, S encontra-se no segmento FG.

Marcamos na reta Q1" o segmento TU de mesmo comprimento que o segmento 7"S e
consideremos os triangulos ADSF e APUR. A soma dos lados laterais desses triangulos
é menor que a soma das laterais dos triangulos originais ADEF e APQR. De fato,

DS+ SF+PU+UR=2(SF+ SP')<2(FE+ EP)=DE + EF + PQ + QR,

onde usamos o fato de que nossos triangulos sao isosceles e que S é a solugao para o
problema de Heron.

Por outro lado, a area do triangulo AP'ES é maior do que a area do triangulo AESF,
pois suas respectivas alturas sao

PT7 = ;PR

— 1——
FG’:éDF.

Além disso, DF < PR. Conclui-se que a soma das areas dos triangulos ADSF e APUR
¢ maior do que a soma das areas dos triangulos originais ADEF e APQR. De fato,
denotando a drea do triangulo AUVW por S(AUVW), nés temos:

S(ADSF) + S(APUR) = S(ADEF) — 2S(AESF) + S(APQR) + 2S(AP'ES)
> S(ADEF) + S(APQR)

Isso significa que o poligono DSF--- PUR--- tem um perimetro menor e uma Aarea
maior do que o nosso poligono original DEF --- PQR--- . Agora podemos tratar qual-
quer triangulo (ADSF ou APUR) como tratamos o triangulo AA;DA; na prova do
Lema 1.0.1, isto é, podemos elevé-lo para obter um poligono isoperimétrico ao poligono
DEF ---PQR---. Como a area do nosso novo poligono é maior do que a area do poligono
DSF---PUR---, certamente é maior do que a area do poligono DEF --- PQR---. Isso
contradiz a maximalidade da area do poligono DEF --- PQR---. Assim, completamos a
prova do Lema 1.0.2. O

Mostramos que se um n-agono maximo existe, entao ele deve ser regular. Mas a per-
gunta “existe um n-agono maximo?” ainda permanece, pois nem todas as funcoes atingem
0 maximo e, se nao houvesse um tal n-agono, nao existiria solugao para o problema de
Dido. Por exemplo, a funcao f(z) = —(1 + z%)~! nao atinge o seu méaximo.

Os matematicos da antiguidade, em geral, nao se preocupavam com questoes de
existéncia de solugoes. Foi apenas ha cerca de 100 anos que os matematicos comecaram
a avaliar o significado das questoes de existéncia e a desenvolver métodos para provar te-
oremas de existéncia. Mais tarde, teremos muitas ocasioes para lidar com essas questoes.

Aqui, iremos assumir sem prova a existéncia de um n-dgono maximo. Assim, os Lemas
1.0.1 e 1.0.2 nos permitem concluir que

Teorema 1.1. Um n-agono maximo ¢ regular.

Agora, sejam P o perimetro de um n-agono regular e S sua area. Sabemos que P =
2nRsen(m/n), onde R é o raio da circunferéncia circunscrita, e também que S = rP/2,
onde r é o raio da circunferéncia inscrita. Temos também r = Rcos(m/n), donde segue
que

9 T
P?—4ntan (—) S =0.

n
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O Teorema 1.1 implica que se P é o perimetro de um n-agono arbitrario e S sua area,
entao

P? — 4ntan (g) S > 0. (1.1)

Tomando o limite n — 0o, usando a desigualdade tan« > 0, valida para 0 < a < 7/2, e
a desigualdade (1.1) obtemos

1
lim P? — 4ntan (Z) S = P?—47S lim . sen (7/n)
nee n n—oo cos(m/n) /n

=P? — 475 >0, (1.2)

que vale para um n-agono arbitrario. Notamos que, para um circulo qualquer, vale
P? — 478 =0, (1.3)

onde P é o comprimento da circunferéncia do circulo e S é sua area.

Agora, vamos enunciar um lema ligando todos os conceitos envolvidos na formulagao
do problema isoperimétrico cléssico e a nogao de um n-agono. Seu significado é que é
possivel aproximar o comprimento de uma curva e a area que ela determina por meio do
comprimento e da area de um n-agono, e fazer isso com precisao arbitraria.

Lema 1.1.1. Para toda curva plana fechada de comprimento P, que inclui uma area S,
e para todo € > 0, existe um n-agono de perimetro P e area S tal que

|P — P,| <e, |S — S, <e.

O Lema 1.1.1 e a relac¢ao (1.2) implicam que para todo & > 0 existe um poligono com
perimetro P e area S tal que

AmS, < 4S8 +4dme < P? + 4ne < (P +€)? + dme = P? +¢(2P, + 47 +¢).
Ja que ¢ ¢ arbitrario, chegamos na desigualdade final
47S, < P2 (1.4)

De acordo com (1.3), essa desigualdade torna-se uma igualdade para um circulo. Re-
sumimos os resultados no seguinte teorema, que completa a solucao do problema isope-
rimétrico.

Teorema 1.2. A area delimitada por uma curva fechada arbitraria de determinado com-
primento nao excede a area delimitada por um circulo de perimetro igual ao comprimento
da curva.






CAPITULO 2

Refracdo da luz e a lei de Snell

Anita Boaventura e Davi Nunes

O foco deste capitulo é demonstrar a Lei de Snell. Willebrord Snellius, hoje conhecido
simplesmente por Snell, mostrou que a razao entre o seno do angulo de incidéncia e o
seno do angulo de refracao é constante. Nés vamos demonstra-la usando o principio de
Huygens e vamos mostrar sua relacao com o principio de Fermat.

2.1 Principio de Fermat

Com o objetivo de explicar a lei de refragdo da luz (lei de Snell), Fermat chegou em um
principio do tipo extremo, que diz: dados dois pontos A e B, a luz viaja de A até B pelo
caminho que leva menos tempo.

Para demonstrar esse principio, nés vamos buscar o minimo da funcao 7" dada por:

B \/a2+x2+ V02 + (k — x)?

U1 V2

T(z)

Y

que vem da seguinte modelagem, ilustrada abaixo.

19



20 CAPITULO 2. REFRACAO DA LUZ E A LEI DE SNELL

aq

Figura 2.1: Configuragao do problema.

Considere que A e B sdo pontos arbitrarios que estdo nos meios 1 (superior) e 2
(inferior), respectivamente. Os meios sao limitados pela reta r e a luz viaja neles com
velocidade v; e vy, nessa ordem. O feixe de luz com origem A encontra a fronteira
entre os meios no ponto X e refrata. Sejam a; e as os angulos de incidéncia e refragao,
respectivamente. Se A estd localizado em (0,a), B em (0,b) e chamarmos de z o tamanho
de OX, conseguimos montar os triangulos retangulos destacados e encontrar as medidas
de suas hipotenusas.

Portanto, o tempo que a luz leva para percorrer AX é va? + 22 /vy, enquanto que
o tempo para percorrer X B é /b? + (k — x)?/ve. Somando ambas as fragoes, temos o
tempo total T'(z) que a luz leva para sair de A e chegar em B.

Mas estamos de fato buscando um minimo? O que nos garante que 1" realmente possui
um valor minimo? Para responder essas perguntas, considere o grafico de T' a seguir.

AY

Figura 2.2: Ilustragao do grafico de T'(x) com o ponto de minimo C.

Observamos que T' tem um minimo global, C', que é o ponto que queremos encontrar.
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Para tanto, procedemos via técnicas do Calculo. Note que

Observe que, pela modelagem, temos v = OX, Va2+22 = AX, k—2 = XK ¢
V02 + (k — )2 = XB. Assim, fazendo T"(x) = 0, temos

Por fim, observando que
0X XK

- = sen(ay), == = sen(ay),

segue finalmente a lei de Snell:

Sen o SEI1l (g Sen o ()
(% (%) SE1 g (%)

Dito de outro modo, o ponto que minimiza o tempo que a luz leva para viajar de A até
B é o ponto tal que a lei de Snell é satisfeita.

2.2 Principio de Huygens

Vamos usar agora o principio de Huygens para deduzir a lei de Snell. Para tanto, preci-
samos falar sobre frente de onda e sobre o principio de Huygens.

Uma frente de onda é a regiao do espaco que retne todos os pontos da onda que estao
no mesmo estado de vibracao. Esses pontos possuem duas propriedades especiais:

e 0s feixes de luz sao perpendiculares a frente de onda;
e cles satisfazem o principio de Huygens.

Esse principio nos diz que cada ponto de uma frente de onda se torna uma fonte secundaria.
Com isso, obtemos um familia de frentes de onda e a nova frente de onda é a superficie
tangente a todas as frentes de onda secundarias.
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Figura 2.3: Raios de luz e frentes de onda.

Inicialmente, vamos considerar raios de luz paralelos vindos de cima que se propagam
através de dois meios homogéneos e vamos supor que [ ¢ um plano horizontal que divide
esses dois meios. Denotaremos a velocidade no meio superior por v; e a velocidade no
meio inferior por vy. Na figura acima, a; é o angulo de incidéncia e oy é o angulo de
refracao.

Para provar a lei de Snell, vamos analisar a frente de onda A; A’ A. Ela estd se movendo
com velocidade v; e no instante t ela alcanca a fronteira [ no ponto D. A frente de onda
continua se movendo e alcanca o ponto D no instante:

B, D DD
b=ty PO, DDisenfar)
(%1 U1

De fato, usando a férmula da velocidade, temos que

AS AS
- <:;>t1:t+_
tl—t U1

U1

Também podemos observar que no intervalo t; — ¢, o deslocamento é AS = By D;. Logo,

Agora, considere o triangulo AD By D1, ilustrado abaixo.
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Figura 2.4: Ilustracao do triangulo.

Sabemos que o angulo de incidéncia é aq, ou seja, ZB1D1D = w/2 —ay e k = aj.
Observando a figura, podemos deduzir que:
B D,

sen; = ——
1

— B;D; = DD;seno;

Substituindo, temos: o
B,D; N DD senoy

t1 =1+ =1
1 U1

Essa frente de onda alcanca o ponto D', que é um ponto intermediario entre D e Dy, no
instante t’. Analogamente ao processo realizado anteriormente, podemos mostrar que

, DD’ senoy

t =t+ —.

U1
Verificaremos agora o que acontece no segundo meio. Pelo principio de Huygens, os

pontos D e D’ sao fontes secunddrias de luz. Vamos analisar as ondas esféricas originadas
nesses pontos.

Figura 2.5: Ondas esféricas no segundo meio.
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No instante t;, a onda com origem em D tem raio r;. Se observarmos a figura acima,
vemos que ;1 = C'D. Sabendo que AS = AvAt e considerando Av = vy, porque estamos
no segundo meio, At =t; —t e AS = CD = rq, temos:

r = Ug(tl — t)
Pela férmula do ¢; encontrada anteriormente, temos:

DD DD
b=ty DDsenes o DDisenay

U1 (%1

Substituindo na férmula de r; encontramos:

_—_ (Y
r = Ug(tl — t) = DD1 senoq—Q.
U1

No instante ¢;, a onda que tem origem em D’ tem raio igual a r’. Para encontrar sua
’ o1 ’
féormula fazemos o mesmo processo, utilizando At =¢; —t, AS = C'D’ =1’ e obtendo

r = D'D, Senm@.
U1

Vamos observar agora os triangulos ADD;C e AD'D;C’. Pela imagem, concluimos
que os angulos ZDD;C e /D' D;C sao iguais a as. A partir disso, podemos verificar
que as tangentes D;C e D;C" das esferas coincidem. Isso significa que todas as ondas
secundarias sao tangentes a reta C'D; no instante ¢, uma das propriedades de frente de
onda. Essa reta forma um angulo as com o plano (.

Para concluir que p = as, vamos chamar o angulo entre eles de x. Note que x4ay = 7,
pela da propriedade citada acima. Note também que p 4+ x = 7, logo p = as.

Com os triangulos DDC' e D'D;C" conseguimos encontrar duas féormulas para sencs.

CD T
SeNn g = =
DD, DD,
e
oD v
sendy = = .
D'D, D'D

Voltando para as equacoes de ' e 11, obtemos

r (%) T1
= senay - —, = senay - —
D,Dl U1 D 1 U1
Igualando as duas equagoes, temos
(%) Sen oy U1
Senop = senqw— — = —,
U1 SEen o V2

obtendo a lei de Snell:




CAPITULO 3

Maximos e minimos em Geometria

Ayrton Anjos e Jodo Vitor

Neste capitulo, vamos resolver alguns problemas de maximo e minimo que sao de natureza
geométrica. Por simplicidade, denotaremos:

triangulos e angulos congruentes pelo simbolo 2,

triangulos semelhantes por ~;
e area de uma figura plana A por S(A);

e comprimento do segmento AB por AB.

3.1 Problema de Euclides

Comecamos com o seguinte problema:

Problema 3.1 (Euclides). Dado um triangulo AABC qualquer, inscreva um paralelo-
gramo ADEF | sendo EF || AB e DE || AC, de drea maxima.

B
h(z)
D £’ G’
/H H]
D | |
G E
x
A & C
- L
b

Figura 3.1: ITlustracao do problema de Euclides.

25
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Este problema é o tinico problema de méaximo presente no livro Os Elementos, de
Euclides. A solucao apresentada aqui é a mesma que ha no livro, apenas com uma
linguagem e notagao mais modernas. Provaremos que o que carateriza o paralelogramo

procurado ¢é o fato de que os vértices D, E e F' sao pontos médios dos lados do triangulo
AABC.

Solugdo. Seja AD'E'F’" um paralelogramo inscrito em AABC distinto de ADFEF. Sejam
também G’ a interse¢ao entre as semirretas D'E’ e ﬁ e G a intersecao entre as semirretas
DE e F'E'. Mostraremos que S(AD'E'F') = S(ADEF)—S(AD'E'F’). Para tanto, sejam
H o comprimento da a altura de AABC por B, b = AC' e H; o comprimento da altura
de AGE'E por E’'. Como os triangulos AABC ~ AGE'E, temos que:

HH H _GE

GE b~ H2 o2
Dessa relacao, segue que S(D'G'ED) = S(EGF'F), o que implica que
S(ADEF) = S(AD'G'EGF) = S(AD'E'F') + S(EG'E'G),

resolvendo o problema. O

3.2 Problema de Arquimedes
Para darmos sequéncia com o nosso segundo problema, precisamos antes definir o que
vem a ser um segmento esférico.

Definicao 3.1. Chamaremos de segmento esférico o sélido obtido ao intersectar uma
esfera com um par de planos paralelos, como ilustrado abaixo.

Figura 3.2: Ilustracao, em azul, de um segmento esférico.

Arquimedes, no seu trabalho On the sphere and cylinder, propoe e soluciona o pro-
blema:

Problema 3.2 (Problema de Arquimedes). Entre todos os segmentos esféricos de mesma
area, encontre o que possui maior volume.

Aqui, mostraremos a solugao apresentada por Arquimedes, apenas com uma linguagem
algébrica atual. Para manter uma fidelidade maior com a solucao original do matematico
grego, daremos uma segunda demonstragao utilizando uma linguagem mais geométrica e
mais proxima da original.

A primeira demonstracao se baseia na seguinte proposicao.
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Proposicao 3.1. Considere uma esfera de raio R e um segmento esférico de volume V,
denotado por BAB’. Considere também um hemisfério EDE’ de raio r que possui volume
V'. Se BAB' e EDE’ possuem a mesma area, entao V' > V.

4 \ E E'

Figura 3.3: Ilustracao da Proposicao 3.1.

Demonstragdo. Seja h a altura do segmento esférico, de modo que V' = wh*(R — h/3).
Por outro lado, V' = 27r3/3. Por hipdtese, temos:

2T Rh = 21r? <= Rh ="
Agora provaremos a seguinte desigualdade:
(2R —7r)r > (2R — h)h, h # R.
Suponha h < R. Entao

R*>rP?=Rh>h> = r>h,R>h
— R—r<R-h
— R*~(R—7)>>R*— (R—h)?
= (2R —r)r > (2R — h)h.

Suponha agora h > R. Entao

r? = Rh < h?,
r> = Rh > R2.

Logo, h > r > R e, dali,

r—-R<h—R = R*—(R—r)>>R*—(R—h)’
= (2R—r)r> (2R —h)h

Multiplicando (3.1) por 7wh/3 e usando que r? = Rh, obtemos

h h
%(2R—r)r > %(2R—h)h
7h 7h wh?
Morr — ™2 s T 9 py
3 r 3 re > 3 (2R )
w2 wh? 7h
—2 — 2R —-h —Rh
372> 5 T3

2 h? h
%7“3 > %(33—@ = h? (R— §> .
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Dai,
2 h
V= S0 > (R——) —V,

e estd demonstrado o resultado. O

Essa proposicao nos permite concluir, entdao, que entre todos os segmentos esféricos
de mesma area, o hemisfério é o de maior volume, resolvendo o problema.

Sequnda demonstragao. Para a segunda demonstracao, considere os mesmos elementos
definidos anteriormente e sejam O o centro da esfera de raio R, C' o centro da esfera de
raio r, A" o ponto antipoda de A, D’ o ponto antipoda de D e M a intersecao de AA’ e
BB'.

BI

\ E

K A’ 0 M A H D /‘N D
S / \e j

R K

B h

Figura 3.4: Ilustracao da segunda demonstracdo do problema de Arquimedes.

— — —=
Toim_e> H € OA tal que o cone de altura M H e raio M B tenha volume V e tome
K € AA’ tal que KA” = R. Pela escolha de H e K, temos

V= SMH-MB
= %MH . MA - AM
= S KM A,
donde obtemos a seguinte relacao
i o

Temos também ED = /2 e AR’ = AA - AM. Dai, considerando a igualdade das areas,
21 Rh = 2mr?, segue que

AB =ED, (3.2)
ja que

WEZ = 71AA" - AM = m2Rh = 27r? = Wﬁz.
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_> - .
Considere agora S € AA’ tal que AS = C'D. Aqui, Arquimedes usou o fato de que “entre
dois retangulos de mesmo perimetro, o que possui maior area é aquele com menor lado
maior” para justificar que

A5 . A5 > AT - AL (3.3)

Da igualdade entre as areas, segue que AM - A’K = CD’ = A5°. Por (3.3), segue que
AA"-AS > KM - AM.

De fato, temos AA’ = A’S + AS. Dal,

AA-AS > AM - AM + AM - AK = AM - (A’M + A'K)
=AM - KM.

Por fim, temos

KM -AM =HM -MB

ED’ = ATA . AN

AS . AA AN > KM - AM
AS=CD

e, dai,

%C_D-E2Z%A_S-A/A-AM>gKM-AMQZgHM-MBQ,

ou seja, V' > V. m

3.3 Problema de Steiner

Passamos agora para um segundo problema:

Problema 3.3 (Steiner). No plano de um triangulo, determine um ponto tal que a soma
das distancias desse ponto aos vértices do triangulo é minima.

Esse problema faz parte de uma série de problemas estudados pelo matematico Jakob
Steiner. Por isso, o chamamos de problema de Steiner. A solucao sera dada em duas
partes: a primeira contemplard triangulos cujos angulos internos nao excedem 120° e a
segunda, triangulos que possuem um angulo interno cuja medida é maior ou igual a 120°.

Primeiro caso

Para o primeiro caso, precisaremos de dois lemas preliminares para resolver o problema.

Lema 3.0.1 (Ponto de Torricelli). Dado um triangulo AABC' com todos os angulos
internos menores que 120°; existe P no interior de AABC' tal que ZAPC = ZAPB =
/BPC = 120°, chamado ponto de Torricelli ou ponto de Fermat.

Demonstracao. Veja College Geometry - David C. Kay paginas 391-392. [
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Lema 3.0.2. Se AABC é tal que seu ponto de Torricelli P esta no exterior do triangulo,
entao P nao é solucao do problema de Steiner.

Demonstracao. Suponha que P estd no interior de ZBAC'. Entao o segmento PA inter-
cepta o segmento BC' em um ponto D e, utilizando a desigualdade triangular, vemos que
a soma das distancias de D aos vértices de AABC' é menor que a soma das distancias de
P aos vértices de AABC, logo P nao soluciona o problema de Steiner. Os casos em que
P estéa no interior de ZAC'B ou no interior de ZC'BA sao anélogos.

Agora, suponha que P € 1@ Utilizando a desigualdade triangular, temos que a soma
das distancias de C' aos vértices de AABC' é maior que a soma das distancias de P aos
vértices de AABC. Assim, P nao soluciona o problema de Steiner. Os casos em que P
estd em alguma das outras semirretas determinadas por A, B, C sao andlogos e deixados
para o leitor. O

Agora podemos solucionar o primeiro caso do problema de Steiner.

Proposicao 3.2. Seja AABC um triangulo tal que nenhum de seus angulos internos
excede 120°. Entao o ponto que soluciona o problema de Steiner é o ponto de Torricelli.

Demonstragao. O triangulo AABC nao pode ter todos os angulos menores que 60°, pois
desse modo terfamos 180° = LA+ /B + ZC < 180°. Portanto, podemos supor sem perda
de generalidade que ZC > 60°. Rotacionando AABC em torno de C' por 60°, obtemos o
triangulo AA’B’C, onde A’ e B’ sdo as imagens de A e B pela rotacao, respectivamente.
Sejam D um ponto qualquer no interior de AABC e D’ sua imagem pela mesma rotacao
acima. Como rotagoes preservam distancias, temos que

AD+ DB+ DC =DB+ DD'+ DA,

ou seja, a soma das distancias de D aos vértices de AABC' é o comprimento da poligonal
BDD'A’, que serd minimo quando essa poligonal for um segmento de reta. Afirmamos
que se D é o ponto de Torricelli de AABC, entao BDD'A" é um segmento de reta. De
fato, como /BDC = 120°, entao D’ vai estar sobre a reta BD. Além disso, como rotagoes
preservam angulos, I’ é o ponto de Torricelli de AA’B'C e, de forma ansloga A', D' e D
sao colineares. O

Segundo caso

Para demonstrar este caso, usaremos a proposicao abaixo, que utiliza coordenadas carte-
sianas e algumas propriedades do produto interno de vetores.

Proposigao 3.3. Seja AABC' um triangulo com ZC > 120°. Entao C é solugao do
problema de Steiner.

—
Demonstracao. Fixe coordenadas cartesianas tais que C' seja a origem. Sejam a = C'A,
b=CB ex=CX vetores com X # C. Iremos mostrar que

jal + b < la = z[ + b — 2| + |z,

ou seja, que a soma das distancias de qualquer ponto aos vértices de AABC ¢ maior
que a soma das distancias de C aos vértices de AABC'. Para tanto, defina a e b vetores
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unitarios nas diregoes de a e de b, respectivamente. Defina também v = —(a+ ZA)) Usando
a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

‘Cl’ = <CL,&> = <a_x7d>+<x>d> < ’&—.CL"+<.CL',&>,

onde vale a desigualdade estrita pois podemos desconsiderar o caso em que X é colinear
com A e C. Analogamente,
[b] < [b— x|+ (z,b).

Ademais, note que
lv]? = |a + b]> = (a,a) + 2(a,b) + (b, b) = 2 + 2|a - || cos av.
Por hipétese, a > 120° e, portanto, cosa < —1/2. Dai, |v| <1 e, dessa forma,

0=(0,v) = (—z,v) + (x,v) = |z| - |v|cos 5 + (z,v) < |z| + (x,v).

Por fim,
la| + [b] < |a — 2| + (z,a) + |b— x| + (2,b) + |2| + (z,v)
<la—a|+|b—a|+|a| + (x,a+b+v).
Como v = —(a + b), o resultado segue. O

3.4 O problema da menor area

Consideramos agora um terceiro problema:

Problema 3.4. Dado um angulo e um ponto em seu interior, tracar uma reta pelo ponto
dado cuja intersecao com o angulo forma um triangulo de drea minima.

Para resolveé-lo, mostraremos que a reta procurada é tal que seu segmento no interior
do angulo é dividido pela metade pelo ponto dado.

Demonstragao. Seja 6 o angulo formado pelos segmentos AB e AC. Além disso, seja M
o ponto dado do interior de #. Primeiramente, tome A’ € m tal que A’M = AM. Além
disso, seja s || j@ por A’. Sejam D o ponto de intersecio entre s e AB e DE o segmento
que liga D a M e intersecta AC num determinado ponto E. O segmento DE é tal que
DM = ME, pois AMDA' =2 AMEA.

Seja E' um ponto entre A e E. Seja r a reta por M e E’, que intercepta AB em D'.
Dessa forma, temos

S(AAE'D') = S(AAED) — S(AEME') + S(AMDD)).

Seja F' o ponto de intersecao entre DA’ e D'E’. Assim, temos AEME =2 AMDF sao
congruentes. Como o triangulo AM DF' esté contido no triangulo AM DD, isso implica
que

S(AADE) < S(AAD'E'),

o que conclui a solugao do problema.
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B

Df

M

N E E C

Figura 3.5: Ilustracao do problema da menor area.

3.5 O problema do menor perimetro

Por fim, consideramos o seguinte problema:

Problema 3.5. Dado um angulo e um ponto em seu interior, tracar uma reta pelo ponto
dado tal que a interse¢ao com o angulo forme um triangulo de perimetro minimo.

Para resolvé-lo, precisaremos da definicao de excirculo e também de alguns resulta-
dos envolvendo homotetias, que sao transformagoes do plano nele mesmo que preservam
angulos.

Definigao 3.2 (Excirculo). Dado um triangulo ABAC. O excirculo de ZBAC referente
ao lado BC' é o circulo tangente as semirretas B e 1@ e ao lado BC.

Definicao 3.3 (Homotetia). Sejam P um ponto ¢ k& > 0. A homotetia ppy é a trans-

formacao do plano nele mesmo que fixa P e leva qualquer outro ponto @ no ponto ' € P

tal que kPQ = PQ'.

Também podemos definir homotetias para razoes negativas, basta considerar um ponto
(' na semirreta oposta a ]@ satisfazendo |k|PQ = PQ’. Vale ressaltar que dados dois
pontos distintos A e B no plano, sempre existe uma homotetia que leva A em B: basta
tomar ppj onde P é um ponto na reta ZE distinto de A ede Be k = C_B/m

Proposicao 3.4. Seja ppj uma homotetia de centro P e razao k > 0. Entao ZBAC e
/B'A'C' sao congruentes. Ou seja, homotetias preservam angulos.

Uma consequéncia dessa proposicao, que usaremos para resolver o problema do menor
perimetro, é que homotetias preservam perpendicularismo. Agora, considere a seguinte
construcao, que sera usada para solucionar o problema do menor perimetro.

Construgao. Dados o angulo ZBAC e um ponto P em seu interior, construa uma reta
r por P que determina o triangulo ARAQ cujo excirculo referente ao lado R() é tangente
a em P.
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Solucao. Os passos seguintes mostram como realizar a construgao desejada.
1. Tome E € A—C>7 e trace a perpendicular a 1@ por E;
2. tome F' € zﬁ tal que AE = AF;
3. trace a perpendicular a 1@ por F' e seja GG a intersecao das duas perpendiculares;
4. os triangulos AGEA e AGF A sdo congruentes; em particular, GE = GF;

5. a circunferéncia K de centro G e raio GE é tangente a zﬁ e @ ;
6. seja M a intersecao de K com a reta por A e P;

7. trace por M a reta s tangente a K. A imagem de s por uma homotetia que leva M
em P é a reta desejada.

Com isso, estamos prontos para resolver o problema do menor perimetro, cuja solugao
serd dada pela seguinte proposicao.

Proposigao 3.5. Sejam /BAC um angulo, M um ponto em seu interior e r uma reta
por M. Sejam D e FE as intersegoes de r com ZBAC. Nessas condigoes, a reta r que
soluciona o problema de menor perimetro é aquela em que o excirculo do triangulo AADE
¢ tangente ao lado DE no ponto M.

Demonstrag¢ao. Seja r uma reta qualquer por M. Sejam E’ e D’ os pontos em que [
intercepta ZBAC nas semirretas AB e AC, respectivamente. Defina também por E”, D"
e I’ os pontos em que o excirculo « do triangulo AAE'D’ intercepta AB, AC' e E'D’,
respectivamente. Por fim, denote por X o centro de «.

Mostraremos que AE'FX = AFE'E”X. Primeiro, note que ambos compartilham o
lado £’ X. Pela definicao de excirculo, os angulos ZE'FX e ZE'E" X sdo retos e, portanto,
congruentes. Além disso, X e E”X sao congruentes, pois sao raios de «, donde segue a
congruéncia desejada. Logo, E'F = E'E"” sao congruentes e, analogamente, D'F = D"F
congruentes. Portanto,

AD' +AF + D'E' = AD' + AF' + D'F + FE
— AD/ + AE‘/ _|_ D/DII + E/El/
=AD" + AE".

Além disso, AD" = AE", logo o perimetro do triangulo AAD'E’ é minimo quando E’ e
D’ estao o mais proximo possivel de A, ou seja, quando F = M. O






CAPITULO 4

Tartaglia, ctbicas e desigualdades entre médias

Caio Tomas, Giulia Albuquerque e Railandi Assuncdo

Neste capitulo, vamos discutir e resolver alguns problemas de maximos e minimos de na-
tureza analitica. Para tanto, usaremos como ferramenta, além do Célculo, desigualdades
entre as médias, que serao demonstradas ao longo do texto.

4.1 Problema de Tartaglia

Comecamos nossa discussao com o seguinte problema, proposto por Niccolo Tartaglia
(1500-1557):

Problema 4.1 (Tartaglia). Dividir o nimero 8 em duas partes tais que multiplicar o
produto dessas partes pela diferenga entre elas nos da o maior valor possivel.

Antes de discutir a solucao geral, discutiremos um pouco sobre a formula para as raizes
de uma equagao ctbica por radicais. Essa discussao se mostrard muito 1util na solucao do
problema.

Cubicas

O primeiro a resolver a equacao
2 4pr4+q=0,p>0,4qg<0,

foi Scipione del Ferro (14657-1526). A época, as Unicas raizes admissiveis eram as po-
sitivas. As negativas e as imagindrias eram ignoradas. Apesar de ter sido o primeiro a
deduzir a formula, del Ferro nao publicou sua descoberta, mas a compartilhou com seus
associados. Naquela época, “torneios matematicos” eram bastante populares. Natural-
mente, um dos iniciados no segredo de resolver equacoes cubicas resolveu se aproveitar
de tal segredo para prevalecer em um torneio e, se nao fosse pelo fato de ter encontrado
Niccolo Tartaglia, ele teria sido bem sucedido.

35
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A tarefa de Tartaglia era resolver 30 equacoes cubicas da forma acima para diferentes
valores de p e q. A principio, ele desconhecia o fato de que seu oponente sabia o segredo da
solucao geral, ficando ciente deste fato logo antes do prazo para apresentacao das solucoes
dos problemas. Por meio de um tremendo esforco, Tartaglia conseguiu encontrar, sozinho,
o método geral 8 dias antes do prazo. Assim como del Ferro, Tartaglia obteve a férmula

s/ q ¢ P o3l q ¢ P
S VY NI SRy J. Y 4.1
v \/27L 4+27+\/2 ST (4.1)

A férmula (4.1) nos d4 uma expressao para a raiz positiva no caso de del Ferro (p > 0
e ¢ < 0), mas também nos dd uma raiz real em outros casos (e.g., quando p < 0 e
g > 0, como veremos). Essa férmula é geralmente chamada de férmula de Cardano
em homenagem a Girolamo Cardano (1501-1576), que foi o primeiro a publica-la em seu
livto Ars Magna. Antes de prosseguir a solucao do problema de Tartaglia, é interessante
deduzir (4.1). Abaixo segue o raciocinio proposto por Cardano.

Introduza duas varidveis u e v tais que v + v = t. Substituindo em 3 + pt +¢q = 0,
obtemos

u® +v* 4+ (3uv + p)(u+v) + ¢ =0.

Aqui, Cardano impos a condicao 3uv + p = 0, donde segue que
ud + 03 = —q
uww = —p/3,

(x —u?)(xr —v°) = 2® — (v +v¥)2 + (w)? = 0,

e segue que u> e v° sao solucoes de

ou seja, solugoes de
3

2 D
—=—==0.
7+ qx 57

3

4
O discriminante dessa equacio é ¢* + 2_])7’ e as solugoes reais sao

¢
+4/ =+ =
1 T o7

Assim, sem perda de generalidade na escolha de u e v, temos

_ g ¢ P 3l q ¢ p3
“_\/ > VT T ”_\/2 Vi "o

Por fim, como u + v = t, segue que

sl q @ p sl q @
b= —= 41/ =+ = Y -
\/2+ 4+27+\/2 17

Note que a férmula de Cardano nos dé raiz real para 4p+27¢> > 0. Sendo assim, sempre
que p > 0 e ¢ < 0 a férmula funciona e, ainda que tenhamos p < 0 e ¢ > 0, a férmula
ainda pode funcionar, dependendo dos valores de p e q.

N[
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A solucao

Retornemos, entao, ao problema desejado. Sem descrever a solucao, Tartaglia descreveu
a resposta ao seu problema como

“Divida 8 pela metade. O quadrado dessa metade acrescido de um terco desse
quadrado € igual ao quadrado da diferenca das duas partes.”

Dito de outro modo, se a e b, a > b, sao as partes procuradas, entao Tartaglia diz que
(a—b)* = (8/2)° + (1/3)(8/2)* = 64/3,

logo a — b = 8/\/5 ea=4+ 4/\/§ Veremos que Tartaglia estava, de fato, correto.
Para isso, vamos dividir S € R% ao invés de 8. Facamos z = a — b > 0, de modo que

_S+x b_S—x
27 27

e estamos procurando o maximo M de

f(x) =2(S/2+2/2)(S/2 — x/2) = (S*x — 2°) /4, v > 0.

a

Entao, temos

S S
—+Z)(z-%)=M P — S +4M = 0. 4.2
$(2+2)(2 2) = 2" — Sr+ 0 (4.2)
Aqui temos p = —S? < 0 e g =4M > 0, e nao podemos aplicar a férmula de Cardano em

(4.2). Nao obstante, (4.2) tem uma raiz negativa, —[3, e uma positiva de multiplicidade
dois, «, como ilustra a figura abaixo.

m > M

Figura 4.1: Gréfico da cubica.

O grafico acima mostra que a equacao

22— S%r+4m =0



38 CAPITULO 4. TARTAGLIA, CUBICAS E DESIGUALDADES ENTRE MEDIAS

nao tem raiz positiva para m > M, tem uma raiz positiva para m = M e duas para
m < M. Como estamos olhando apenas para x > 0, nos interessa justamente a raiz
positiva, . Podemos entao escrever

23— S%x +4AM = (z + B)(z — @)? = 2° + (B — 22)2® + (a* — 2a8)z + o*B,
de modo que
b =2«
p=—-5*=2aB+a®=—-3a°
q=4M = o*B = 2a°.
Mas isso implica em
2 3 2 6
q p (4M) S 2 2 /23
1o 0 1 27<:>( )* = (5%/3)

e a férmula de Cardano nos da a raiz negativa:

q 3 S 2S5
—B=2¢—===-2V2M = -2— <= [f=—.
T2 N e

2 3 3 \2 3\2

em concordancia a solugao de Tartaglia para S = 8.

Dali,

4.2 Desigualdade das médias aritmética e geométrica
de dois niimeros

Comecaremos abordando uma das desigualdades mais antigas da histéria, que afirma que
a média geométrica nao excede a média aritmética. Como veremos na demonstragao,
neste caso, a igualdade ocorre. Desigualdades deste tipo, onde a igualdade ocorre, sao
chamadas exatas. Podemos enunciar este resultado de maneira formal do seguinte modo.

Proposicao 4.1. Dados a,b € R, quaisquer, temos

b
Vab < a; , (4.3)

e a igualdade ocorre se, e somente se, a = b.
Demonstracao. Provaremos este resultado de duas formas distintas.

1. A primeira maneira é puramente algébrica:
0< (a—10b)?
— 2ab < a® + b?

— 4ab < (a + b)?

— \/ﬁga;b.
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2. A segunda maneira é geométrica: tomamos um segmento AC, de comprimento fixo
a+b,e D entre A e C tal que AD = a e DC = b, como ilustrado na Figura 4.2.

B

Vab

A a D b C

Figura 4.2: Demonstragao geométrica de (4.3).

Construimos uma semicircunferéncia de diametro AC' e tracamos a perpendicular a
AC por D. Seja B a interse¢ao da semicircunferéncia com a perpendicular. Temos,
entao, AABD semelhante a ABC' D pelo critério angulo-angulo, donde segue que

A:D:£ — BD = Vab.
BD DC

Assim, observando que BD < AC/2, fica demonstrada a desigualdade. Note que a
igualdade ocorre se, e somente se, D é ponto médio de AC, ou seja, se, e somente
se, a = b.

]

Nas aplicagoes que faremos de (4.3) ao longo do texto, usaremos com mais frequéncia

a forma alternativa: )
ab < (a + b) .
2

A desigualdade (4.3) pode ser utilizada para resolver problemas de maximizagao como o0s
dois a seguir.

Problema 4.2. Encontrar o maximo do produto de dois nimeros x,y > 0 cuja soma é
constante e igual a S € R,.

Solu¢ao. Note que maximizar o produto é o mesmo que maximizar a raiz do produto, ja
que z e y sao nao negativos. Logo, (4.3) nos diz

Vi<,

ou seja, que o maximo da raiz ocorre quando x e y sao iguais e vale

x+x

de modo que o méaximo do produto é

2
<x+x> _ 2
2

ou seja, o quadrado da metade da soma. O
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Problema 4.3. Encontrar a maior area de um triangulo retangulo cuja soma das medidas
dos catetos é constante.

Solugao. Basta notar que a area do triangulo retangulo com catetos de medidas = e y é
zy/2. Fixando =z + y = S, temos, por (4.3), que

de modo que a area é maxima quando x ¢é igual a y, ou seja, quando o triangulo é
isésceles. O

4.3 Desigualdade das médias aritmética e geométrica
de n nimeros

Podemos generalizar a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica como na
proposicao a seguir.

Proposigao 4.2. Dado um conjunto {zi,...,z,} C R, qualquer, vale
T + e _|_ x
STy a, < T (4.4)
n
A igualdade ocorre se, e somente se, 11 = Ty = -+ = T,.

Demonstracao. Como no caso n = 2, também ha varias maneiras de demonstrar a desi-
gualdade no caso geral. Apresentaremos duas formas: a primeira, formulada por Cauchy,
é considerada uma das mais bonitas; a segunda, formulada por Ellers*, é mais sucinta e
direta.

1. Para o primeiro método, comegaremos provando (4.4) para n = 4 e, em seguida,
“desceremos” para n = 3, usando a técnica de forward-backward induction.

Para n = 4 a desigualdade (4.4) segue se aplicarmos (4.3) como a seguir:
T+ o 2 T3+ T4 2
2 2
. Ty + X9 T3+ X4 2
B 2 2

<l‘1+$2+$3—|—$4)4
4

IN

Ty - To - T3y = (1 - T9) (23 - x4)

Usando essa desigualdade auxiliar, temos

(21 - o - x3)1/3 = [z1- w2 w3(T1 - T2 - 1'3)1/3}1/4

< x|+ X9 + XT3 + (x1x2x3)1/3
> 4 )

*O autor de [Tikhomirov, 1991] cita apenas o sobrenome deste matemdtico. Ao que nossas pesquisas
indicaram, se trata de Erich Werner Ellers, professor emérito da Universidade de Toronto.
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donde segue que

—(x1 -0 - < - - -
4( 1@ w3) 7 < 1
e, portanto,
1+ a9+
3x1.x2.x3g%'
Note que, usando o método acima, podemos provar (4.4) para todo n da forma 2F,
com k > 2.

Para concluir a indugao, suponhamos que a desigualdade seja valida paran = m+1.
Por hipétese, temos

(@1 2)Y™ = [(@1 - @) (1 2n) ] 1/(m+1)

B R i ol CIRRRE Y

- m+41
Logo,
1 -
(ajl...l‘m)l/m 1_ S .1'1—1— +$ 7
m+1 m+1
ou seja,
mxl...xmgxl—’——x’
m

e concluimos a demonstracgao.
2. O argumento de Ellers consiste em mostrar, por inducao, que se
Ty Ty =1
com x; > 0 para todo 1 < i < n, entao
1+ +x, >N
Provada esta implicacao, seguird que

T+t
n

v

L= /ay

que é o que queremos provar. Vamos, entao, mostrar a validade da implicacgao.

Para n = 1 vale a implicacao acima. Suponha que ela seja valida para n = m. Ora,
entao se
Tl Tyl = 17

sabemos que ha dois nimeros no conjunto {x1,Zs,..., Ty} tais que um deles é
maior ou igual a 1 e outro é menor ou igual a 1. Sem perda de generalidade, podemos
supor que x; > 1 e x9 < 1. Essas duas desigualdades sao equivalentes a

(@1 = 1)(z2 —1) <0,
isto é,
119 +1 < 21 4 29.
Com isso e usando a hipdtese de inducao, temos
1+t T >l w3+ -+ 2 > 1+ m,

como queriamos.
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u

Nas solugdes usaremos mais frequentemente a forma equivalente de (4.4)

xl...xng (—$1++$n> .
n

A seguir, faremos uma interpretagdo geométrica de (4.4) e, em seguida, resolveremos
alguns problemas relacionados.

Interpretacao geométrica. A desigualdade (4.4) possui uma interpretacao geométrica
interessante. Para n = 2, (4.4) nos diz que

2v/x119 < X1+ 19 <= 4y/x129 < 2(1’1 +l‘2),

ou seja, que um retangulo de dada area tem perimetro minimo se ele ¢ um quadrado.
Para n qualquer, (4.4) é uma generalizacao dessa ideia.

De fato, cada vértice de um ortotopo n-dimensional, que é a generalizacao de pa-
ralelepipedo reto retangulo para dimensoes maiores que 3, é ligado a n arestas, com
comprimentos x1, Ta, ..., x,. Como ha 2" vértices, podemos estimar o nimero de arestas
por n2". Mas como cada aresta liga 2 vértices, essa estimativa contard o nimero de ares-
tas duas vezes. Portanto, concluimos que ha 2" 'n arestas neste ortotopo n-dimensional.
Agora, como ha a mesma quantidade de arestas de cada comprimento e ha n comprimentos
possiveis, sabemos que hd 271 arestas de cada comprimento, e a soma dos comprimentos
de todas as arestas é

2" Ny - 4 my,).

Multiplicando (4.4) por n2"~ ! podemos escrever

2”_1(x1 +- 4z, > n2" Lo/,

O lado esquerdo desta desigualdade é o analogo, para dimensoes maiores, do perimetro em
dimensao 2, enquanto que o lado direito é uma constante multiplicada pela raiz n-ésima
do volume do ortotopo. Portanto, como a igualdade é valida somente quando todos os
Xk sao iguais, podemos concluir que entre todos os ortotopos de dimensao n com mesmo
volume, o n-cubo tem a menor soma de comprimentos das arestas ligadas a cada vértice.

Problemas. Para terminar esta secao, vamos discutir trés problemas estereométricos,
isto é, envolvendo volume de sélidos, que podem ser resolvidos usando (4.4).

Problema 4.4. Numa dada esfera, inscrever o cone de volume maximo.

Solucao. Sejam R o raio da esfera, O o centro da esfera, r o raio da base do cone e h a
altura do cone. Aqui temos dois casos para lidar.

Caso 1: 0 < h < R. Neste caso, a secao vertical do cone com a esfera é algo como
ilustrado na figura abaixo.
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C

Figura 4.3: Secao vertical do cone com a esfera no Caso 1.

Pelo Teorema de Pitagoras, segue que
R*=1*+(R—h)* <= r*=R*—(R—h)’,
e, substituindo na férmula do volume V' do cone, temos

ar*h  wh_ _, 2
V=T TR - (R = SRR - ).

Dai, usando (4.4), temos

e a igualdade é vélida quando

h 4
—=2R—h < h=-
5 R 3R,

43

o que é absurdo, pois estamos supondo A < R. Portanto, o maximo nao ocorre para

0<h<R.

Caso 2: R < h <2R. Neste caso, a secao vertical do cone com a esfera é como mostrada

abaixo.
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C

Figura 4.4: Secao vertical do cone com a esfera no Caso 2.

Novamente pelo Teorema de Pitdgoras, segue que
R*=7r"+(h—R)*> < r*=R>— (h— R)?
e, substituindo na férmula do volume V' do cone, temos

ar*h  wh_ _, o
v =T TR - (b= R = TR R - D).

Usando (4.4) como no Caso 1, temos

vV h h 2R\?
Z.Z2R-h) < [ =
22(R h>—(3>’

7

w

e a igualdade, novamente, ocorre quando

h 4

—=2R—h <<= h=-R

2 37
ou seja, h = (4/3) R maximiza 3V/(4m) e, portanto, maximiza V. O
Problema 4.5. Num dado cone, inscrever o cilindro de volume maximo.

Solugao. Sejam R o raio do cone, H a altura do cone, r o raio do cilindro e h a altura do
cilindro. Observe a se¢ao vertical do cilindro com o cone abaixo.
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1 1
AT R—r B

Figura 4.5: Secao vertical do cilindro com o cone.

Por semelhanca de triangulos, temos

ou seja,

Dai, o volume do cilindro ¢ dado por
H
V =nr’h = 7T7’2§<R —r).

Logo, temos

RV 7 r R\’
L (R < (=
a3 3B (3) ’
e a igualdade vale quando
2R
g = R —r << r= ?
Portanto, » = (2/3) R maximiza RV/(47H) e, portanto, maximiza V. O

Problema 4.6. Dada uma folha quadrada a x a, cortar quadrados congruentes nos cantos
da folha de modo que a caixa (aberta) obtida dobrando as arestas tenha volume méximo.

Solugao. Seja x a medida do lado dos quadrados retirados. Observe a Figura 4.6.
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a—2x

a—2x a— 2x

a—2x

Figura 4.6: Quadrado de lado a com pequenos quadrados de lado x removidos.

O volume da caixa ¢ V = (a — 2z)(a — 2z)x. Dai, temos
2\ °
AV = (a — 2z)(a — 2x)4x < 5

donde segue que V' é maximo quando a — 2z = 4x, ou seja, quando = = a/6. O

4.4 Desigualdades com a média quadratica

Nesta secao, vamos demonstrar a desigualdade entre as médias aritmética e quadratica
e a desigualdade entre as médias geométrica e quadratica e, em seguida, aplica-las em
problemas de otimizacao. As desigualdades sao enunciadas e demonstradas nas duas
Proposicoes a seguir.

Proposicao 4.3. Dado um conjunto {z,z,...,x,} C Ry qualquer, vale

- 24 ... 2
Tt e B T (4.5)
n n
A igualdade é valida se, e somente se, x| = 19 = -+ = x,,.
Demonstracao. Dados a,b > 0 quaisquer com a > b, temos que

0< (a—0b)? < 2ab<a®+ b2

Dai, segue que

(x1+--~+xn)2 224+ 22+ 2m T + 2213 + -+ 20, 11,

n n?

ol trptattaitaiast o, g
n2

e (4.5) segue. O
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Proposigao 4.4. Dado um conjunto {z,z,...,x,} C Ry qualquer, vale

a3+ ol

V&1 Ty < - (4.6)
A igualdade é valida se, e somente se, x1 = 19 = - -+ = x,,.
Demonstracao. Basta justapor (4.4) com (4.5):
T (‘gl) T+t T, (455) x%—i—---—i—x%.
n n
0

Com (4.6), vamos resolver os dois problemas de otimizagao a seguir.

Problema 4.7. Encontrar, entre todos os retangulos inscritos em uma dada circun-
feréncia, o de maior drea.

Solugao. Usando (4.6) com n = 2, temos

2 | 2
ST < ,/%_

Dai, se o retangulo tem lados x; e x5 e estd inscrito numa circunferéncia de raio r, entao

2 . .2
VIizry < & _g% =rv2,

como ilustra a figura abaixo.

T2

T

Figura 4.7: Retangulo de lados x1 e x2 inscrito na circunferéncia de raio r.

Portanto, a drea é méaxima quando z; = rv/2 = z,, ou seja, quando o retangulo é um
quadrado. O

Problema 4.8. Encontrar, dentre todos os paralelepipedos retangulos inscritos numa
dada esfera, o de maior volume.
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Solugdo. Podemos resolver esse problema com uma aplicagao direta de (4.6). O parale-
lepipedo de maior volume serd um cubo cujos lados tém medida 2R/+/3, sendo R o raio
da esfera. De fato, sendo x1, x2, r3 as medidas dos lados do paralelepipedo, temos por

(4.6) que
[2 1 22 2
, ri+x;+x3 2R
3 < - & @9 — _ __
T1X2T3 > 3 \/37

ou seja, o volume do paralelepipedo é maximo quando x; = x5 = x3 e, nesse caso, temos

/x%—l—x%%—x%_x _ 2R
3 V-

4.5 Solucoes usando Calculo

Nesta secao resolveremos os problemas apresentados nas se¢oes anteriores usando as ferra-
mentas do Calculo Diferencial e Integral. Enunciaremos cada problema novamente antes
de resolve-lo.

Problema 4.2. Encontrar o maximo do produto de dois nimeros x,y > 0 cuja soma é
constante e igual a S € R,.

Solu¢ao. Sejam x e y os nimeros considerados, com soma constante e igual a .S € R,
fixa. Temos, entao,
r+y=9 <= y=95—u.

A area do retangulo é dada por

flx) =2y =2(S — x), x € 0,5].

Derivando e igualando a zero, temos
, S
flle)=5-2r=0 < z=3.

Portanto, S/2 é ponto critico de f. Como f é continua em [0, S] e

ro=0=ss.  1(5)=F>0

segue do Teorema de Weierstrass que = = S/2 maximiza f, como esperado. O

Problema 4.3. Encontrar a maior area de um triangulo retangulo cuja soma das me-
didas dos catetos é constante.

Solugao. Sejam x e y as medidas dos catetos do triangulo, e suponhamos que  +y = S,
com S € R, fixo. A area do triangulo é dada por

Ty

f('rﬂy) = 77
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que pode ser escrita em termos de x como

x(S —x)

flz) = 5 z €[0,5].

Derivando f, temos
S
f(x) = 5

Igualando a derivada a zero, temos que S/2 é ponto critico de f. Como f é continua em
[0,S5] e
S S?

ro=0=ss.  7(3)=%>0

segue do Teorema de Weierstrass que = = S/2 maximiza f, como esperado.

Problema 4.4. Numa dada esfera, inscrever o cone de volume maximo.
Solugao. Observando a Figura 4.4, vimos que

r* = R*— (h— R)>.
Substituindo na férmula do volume do cone, obtivemos

V(h) = %;’2(21% —h),  he02R)]

ou seja, escrevemos V' em funcao de h; derivando, temos

orh h?  4nRh 4
ViR = 2 op — gy - T ATR —7rh2:7rh(—R—h>.

3 3 3 3

Igualando a primeira derivada a zero temos que 0 e 4R/3 sao pontos criticos de V. Como
V' é continua em [0,2R] e

V0)=0=V(©2R), V (@> _ B2k

_ 0
3 gL

segue do Teorema de Weierstrass que h = 4R/3 maximiza a fungao volume, como espe-
rado. 0

Problema 4.5. Num dado cone, inscrever o cilindro de volume méaximo.

Solugao. Observando a Figura 4.5, foi visto que
r
h=H(1-2).
R

Dai, o volume do cilindro é dado, em funcao de r, por

V(r) =nr*h = N%TQ(R —r), r € [0, R].

Derivando V', temos

V'(r)=7r— [2r(R—1)—17].

=]
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Igualando a derivada a zero, temos que 0 e 2R/3 sdo pontos criticos de V. Como V é
continua em [0, R] e

VO)=0=V(R), V (ﬁ) _ ATHE?

0
3 o7

segue do Teorema de Weierstrass que r = 2R /3 maximiza a fun¢ao volume, como esperado.
O

Problema 4.6. Dada uma folha quadrada a x a, cortar quadrados congruentes nos
cantos da folha de modo que a caixa (aberta) obtida dobrando as arestas tenha volume
maximo.

Solucao. Vimos que o volume da caixa é dado, em funcao de z, por
V(z) = x(a — 22)% z € [0,a/2].
Derivando V', temos
V'(z) = (a — 27)* — 42(a — 27) = (a — 27)(a — 62).

Portanto, igualando V' a zero temos que os pontos criticos de V sdo = = a/2 e x = a/6.
Como V ¢ continua em [0,a/2] e

V(&) =250

V(O):Ozv(g>’ 6/ 27

2

Logo, pelo Teorema de Weierstrass, temos que z = a/6 maximiza a fungao volume, como
esperado. O

Problema 4.7. Encontrar, entre todos os retangulos inscritos em uma dada circun-
feréncia, o de maior area.

Solugao. Da Figura 4.7, sabemos que

2., .2 _ 2 — a2 — g2
T]+ =17 = xy = /4r* — 27,

pois x1,x > 0. Dai, a area do retangulo ¢ dada por

A(xy) = 210/ 41?2 — 23, zy € [0, 2r].

, > 3
Al(zy) = \/4r? — 2% — ——.
Var? — 23

Igualando a derivada a zero, obtemos que 7v/2 é o ponto critico de A. Dai, como A é
continua em [0, 2r] e

Derivando, temos que

A0)=0=A2r),  A@rV2) =2r*>0,

segue do Teorema de Weierstrass que 1 = /2 maximiza a drea. Portanto, o retangulo de
drea maxima tem dimensbes z; = rv/2 = z,, ou seja, é um quadrado, como esperado. [



4.5. SOLUCOES USANDO CALCULO 51

Problema 4.8. Encontrar, dentre todos os paralelepipedos retangulos inscritos numa
dada esfera, o de maior volume.

Solugao. Neste problema, queremos encontrar, entre todos os paralelepipedos retangulos
inscritos numa dada esfera, o de maior volume. Para tanto, vamos utilizar o método dos
multiplicadores de Lagrange. O problema entao se traduz em maximizar a fungao

V(x1, g, x3) = T12273,

com a condicao de que
g(xla T2, Ig) = 07
sendo
(21, 20, w3) = 2% + 25 + 75 — 4R,

pois a diagonal do paralelepipedo retangulo é um diametro da esfera. Como 1, x5 e 3
sao as medidas dos lados de um paralelepipedo, vamos supor que z1, x3, 3 > 0.

Pelo método dos multiplicadores de Lagrange, sabemos que, no ponto de maximo,
temos

VV(:L‘l,IQ,J}g) = )\Vg(mlax27$3)7 A e R.

Calculando os gradientes, temos
vv(xb T2, .’13'3) = (~T2x37 xr1x3, x1$2>, vg(ﬂfl, T2, xd) = (21’1, 23}2) 2-7:3)
Portanto, no ponto de maximo temos

T3y = 2)\1’1
r1T3 = 2Al‘2

T1T9 = 2)\1’3

Dividindo a primeira equacao pela segunda, temos

T T 2 2
— = — < 1] =15
T1 T2

Analogamente, dividindo a segunda equacao pela terceira, temos

T3 ) 2 2
=== = 13 =u3
Lo Zs3

A condigao g(z1, z9, x3) = 0 implica que

2R
312 =4R? = 1= ——,

V3

pois ;1 > 0. Logo, temos
2R

V3’
ou seja, o paralelepipedo retangulo que tem volume méaximo é o cubo de lado 2R/ V3,
como esperado. O

T = X9 = T3 =
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4.6 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Apresentamos aqui a desigualdade de Cauchy-Schwarz: dados aq,...,a,,b1,...,b, > 0,
vale

aby + -+ agby, < (af + -+ a2) 207 + -+ b2)V2 (4.7)

Essa desigualdade também é exata, com a igualdade ocorrendo sé se a; = b; para todo 1.
Vamos a demonstracao.

Demonstracao. Se b; = 0 para todo i, terminamos. Suponha b; # 0 para algum ¢. Dado
x € R arbitrario, temos

(ay 4+ b)) + - + (an + 2by)* = ax® + 2bx + ¢,

com
a=b+--+b, b=ab + +ab, c=aj+--+a.

Note que a > 0 e que, Vz € R, vale
ar® + 2bx + ¢ > 0,
que é equivalente a
b —ac <0 <= (a1 +---+apby)? < (a? +---+a2) (b3 4 - +2),
como queriamos mostrar. O

Uma demonstracao geométrica interessante da desigualdade de Cauchy-Schwarz para
n = 2 é a seguinte.

Demonstracao geométrica. Dado um retangulo de lados a 4+ d e b+ ¢ e um paralelogramo
inscrito que divide os lados a + d nos lados a e d e os lados b+ ¢ nos lados b e ¢, segue que
o paralelogramo tem lados v/a2 + b2 e V¢ + d2, de modo que sua &rea é menor ou igual
a /(a2 + b?)(c® + d?). Por outro lado, a drea do paralelogramo é dada por

(b+c)(a+d) —ab—cd = ac+ bd,

de modo que

V(a2 +02) (2 +d?) > ac+bd <= (ac+bd)* < (a* + b*)(? + d?).

S
o

¢ b

Figura 4.8: Retangulo com paralelogramo inscrito.



4.7. DESIGUALDADE DE HOLDER 23

Generalizacgoes

A desigualdade de Cauchy-Schwarz também admite algumas generalizagdes. Uma pri-
meira generalizacdo é para R™: dados u,v € R" quaisquer, sendo u = (uy,...,u,),
v = (v1,...,v,) esendo (-,-) o produto interno canonico em R", (4.7) pode ser lida como

(V)" < (0 u)(v,v).

Podemos ainda generalizar a desigualdade para C", o espago complexo n-dimensional:
dados u,v € C" com u = (uy,...,u,) € v=(vy,...,v,) (note que u;,v; € C), definimos
o produto interno candnico (ou produto interno hermitiano) em C", (-,-) , por

(u,v) = ulv_1+ T _’_unm
Assim, (4.7) pode ser lida como em R™:

(V)" < (0 u)(v,v).

4.7 Desigualdade de Holder

Dados {a1,...,a,},{b1,...,b,} TRy, 1 < p € R esendo p’ = p/(p— 1), mostraremos
que vale

/

arby + -+ apby < (b + -+ a)VPB 0 (4.8)

n

chamada desigualdade de Holder. Ela foi descoberta primeiro por Leonard Rogers em
1888, e descoberta por Holder independentemente em 1889. Vamos a demonstracao.

~ . ~ _ /__ ~ .
Demonstracao. Considere as funcoes y = 2P~ ! e z = y? ~!, que sao inversas. De fato,

— (0 —I\p—1 _ pp'—p—p'+1 _ | p'+p—p—p'+1 _
yor=(y* ) =y =y =y

_ /__ VPSS | / !
xoy:(a:p 1)10 L g’ =p=p'+1 _ 0 p—p—p'+1 _ o

Escolha a,b € R positivos. Entao

a P b , b
/ P e = a_’ / Yy = —.
0 p 0 p

Observe o grafico abaixo.
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Figura 4.9: Ilustracao do argumento para a prova da desigualdade de Holder.

Ora, a?/p é a area da regidao em vermelho, e b’ /P é a drea da regiao em azul. Além
disso, podemos ver que, independentemente da forma como a e b sao escolhidos, a soma
das areas coloridas sempre excede a area do retangulo de lados a e b, com igualdade sé se
aP~! = b. Dito de outro modo, vale a desigualdade de Young:

/

P
ab< T4 (4.9)
p p

Entao, sejam {aq,...,a,},{b1,...,b,} CRy. Se b; =0 para todo i, a desigualdade vale.
Assuma entdo que A = (a? +---+a?)/? £0e B= (b +--- + b )/? £ 0. Definamos

De (4.9), segue que

a? by
xkyk_ﬁ+p,gp,,1<k<n,
donde
“apbp 1 a4 +a2 1 bp/_|_..._+_bfl/
LS PP T R R A A

k=1
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que implica, finalmente,

albl+...+anbnSAB:(all)+...+a£)1/p<b€’+..-

+ )

95






CAPITULO 5

O problema do barril de vinho de Kepler

Matheus Freitas e Thais Marcal

Neste capitulo, nos dedicamos a resolver o problema do barril de vinho de Kepler, que re-
cebe esse nome em homenagem ao importante astronomo, astrélogo e matematico alemao
Johannes Kepler, nascido em 1571 e considerado uma figura chave para a revolugao ci-
entifica do século XVII.

O problema surge da seguinte maneira: Kepler, aproveitando uma época de boa co-
lheita de uvas, compra barris de vinho para sua casa. Os vendedores, entao, medem a
quantidade de vinho nos barris por um método tnico e simples, que funciona para barris
de diferentes formas e tamanhos. O método consistia em enfiar uma régua pelo buraco do
barril em duas diregoes diferentes até que atingisse as bordas inferiores no limite entre o
fundo e as paredes do barril. Kepler fica intrigado quando os vendedores falam os volumes
no barril meramente olhando para os comprimentos medidos na régua e se questiona se
esta medicao é correta. Surge, entao, o livro New solid geometry of wine barrels *, de sua
autoria. O resultado principal deste livro, que sera tratado aqui, é motivado pelo seguinte
problema

Problema 5.1. Entre todos os cilindros com a mesma diagonal, qual tem maior volume?

Dito de outro modo: entre todos os cilindros inscritos numa mesma esfera, qual tem
maior volume? Essa segunda formulacao é equivalente a primeira pois dois cilindros terem
a mesma diagonal é o mesmo que estarem inscritos na mesma esfera. Resolveremos duas
versoes deste problema, a tridimensional e a bidimensional, usando raciocinios estrita-
mente geométricos e do Calculo.

5.1 Versao bidimensional

O problema em duas dimensoes, ou no plano, consiste em achar o retangulo inscrito em
uma circunferéncia que tenha a maior area. Ilustramos o problema abaixo.

*Em traducao livre, “A nova geometria sélida dos barris de vinho”.

o7
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Figura 5.1: Tlustracao geométrica do problema de Kepler no plano.

Considere um quadrado inscrito na circunferéncia, juntamente com um retangulo qual-
quer. Pensando geometricamente, vemos que a < f com «a, 3 € (0,7/2), pois o arco
subtendido por a é menor que aquele subtendido por 3. Isso nos dé a relacao

CB AC
tan f > tana <— — > —,
AC CB
ou seja, CB > AC. Além disso, BH > AF, logo CB- BH > AC - AF. Segue que a
area do quadrado é maior que a area de qualquer retangulo (ndo quadrado) e, portanto,
o quadrado resolve o nosso problema.

Podemos também resolver este problema usando Célculo. Denotamos por R o raio do

circulo e por x e y os lados do retangulo, como ilustrado a seguir.

A

Figura 5.2: Solucado usando Célculo do problema de Kepler no plano.

O problema se traduz em maximizar a funcao

flx,y) =2y, z,y >0,
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ou, equivalentemente, o seu quadrado
F(z,y) = fA(z,y) = 2%y,
o que € mais simples, ja que temos a relagao
(2R)? = 2% + %
Essa igualdade nos permite reescrever F' como funcao de uma variavel:
9(y) = y*(AR? — y*) = 4R%y* — y".
Derivando ¢ e igualando a derivada a zero, encontramos
0=g'(y) =8R%*y -4y — y*=2R*> — y=RV2 = z=RV?2

Logo, o retangulo tem lados iguais e deve ser um quadrado. Para verificar que esse ponto
realmente fornece um maximo, basta ver que

¢"(RV?2) = 8R? — 24R* = —16R?* < 0.

5.2 Versao tridimensional

Para resolver o problema em trés dimensoes, i.e., na esfera, Kepler considera o problema
equivalente de encontrar o paralelepipedo de base quadrada inscrito numa esfera que tenha
o maior volume. Estas situagoes sao equivalentes porque ha uma correspondéncia bijetiva
entre os cilindros inscritos numa esfera e os paralelepipedos de base quadrada inscritos na
mesma esfera. De fato, para ver isso considere uma esfera e uma reta que passa pelo seu
centro. Os cilindros e paralelepipedos de base quadrada tém como eixo essa reta. A ideia
é que em cada um desses cilindros podemos inscrever apenas um paralelepipedo de base
quadrada, donde segue a bijecao.

Considere o cubo ABCDEFGH inscrito na esfera e um paralelepipedo de base qua-
drada A'B'C'D'E'F'G'H' também inscrito na mesma esfera. O primeiro caso que consi-
deramos é aquele em que AE < A’E’, como ilustrado abaixo.

Figura 5.3: Ilustragao do cubo e do paralelepipedo, retirada de [Tikhomirov, 1991, p. 51].
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Ao fazermos a intersecao deste objeto com um plano contendo as diagonais AC' e GE
das faces do cubo, observamos que 8 > «, como ilustrado abaixo.

Cl AI
C " v an A
A”
a o Pz E
Vs E

Figura 5.4: Secao da configuracao cubo-paralelepipedo-esfera.

Entao
A//Al
A"A
e temos A”A’ < /2 - A"A. Além disso, A”A = V2 - A" M, donde segue

CA
=t <t = —— =2,
an o an 3 Y

2ATB" . ATAT < 2ATBT /2. ATA
— A" 2 AN
— 4A7B" . AN

E segue que o volume do cubo é maior que o do paralelepipedo, pois o que mostramos
foi que o volume da regiao do cubo que nao intercepta o interior do paralelepipedo é
maior que o volume da regiao paralelepipedo no exterior do cubo. Logo, o cilindro de

maior volume ¢é aquele em que se pode inscrever um cubo, e encontramos a solucao para
o problema tridimensional.



CAPITULO 6

A cicloide e o problema da braquistécrona

Jorge Lucas e Livia Nascimento

6.1 Um pouco de histdria

Acta Eruditorum, a primeira revista cientifica alema, comegou a ser publicada em 1682. A
edicao de junho de 1696 exibiu uma nota do famoso estudioso suico Johann Bernoulli com
um titulo intrigante, “Um novo problema que matemaéticos estao convidados a resolver”.

E comum que o anuncio de um novo problema atraia a atencao de importantes estu-
diosos, até porque, é competindo uns com os outros que se criam poderosos métodos para
a solucao de problemas que mais tarde proporcionam um grande servigo a ciéncia. Esse
foi o caso do problema de Johann Bernoulli. O autor comegou assim:

Problema 6.1 (Braquistécrona). Sejam dois pontos A e B (Figura 6.1) dados em um
plano vertical. Encontre a curva que um ponto M, movendo-se em um caminho AM B,
deve seguir de tal forma que, partindo de A, alcance B no menor tempo possivel sob
influéncia apenas de seu proprio peso.

M

Figura 6.1: Problema de Johann Bernoulli.

61



62 CAPITULO 6. A CICLOIDE E O PROBLEMA DA BRAQUISTOCRONA

Ao apresentar seu problema, Bernoulli nao fez mengao alguma a Galileu. Como sa-
bemos, todas as ciéncias naturais modernas “originaram” de Galileu, pois ele nao so
descobriu as leis fundamentais da mecéanica como também foi o primeiro a fazer pergun-
tas sobre a Natureza. O estagio atual de desenvolvimento da ciéncia comecou quando
Galileu subiu a Torre de Pisa para “perguntar a Natureza” sobre as leis dos corpos em
queda.

Galileu fez duas afirmacoes sobre o movimento ao longo de arcos circulares, das quais
apenas uma ¢ verdadeira: O movimento ao longo de um arco é mais rapido do que o
movimento ao longo de uma reta. Ja a declaragao sobre a igualdade de intervalos de
tempo ao realizar movimentos é parcialmente correta e, como se verificou mais tarde, esta
diretamente relacionado ao problema de Bernoulli.

Seja como for, diante das afirmagoes de Galileu e do problema apresentado por Ber-
noulli, devemos nos perguntar: qual curva corresponde ao menor intervalo de
tempo, ou seja, qual curva é a braquistécrona (em grego, a mais rapida)?

Muitos matematicos responderam ao “convite” Johann Bernoulli. Um dos primeiros
a resolver o problema da braquistécrona foi Leibniz, que o chamou de “espléndido”. Em
seguida, Jakob Bernoulli (irmao de Johann) e I’'Hospital anunciaram seu éxito. E claro,
o proprio Johann Bernoulli tinha uma solugao. Havia também uma solucao anonima
identificada por especialistas como sendo proporcionada por Newton (que mais tarde
admitiu ter levado 12 horas de ininterrupta andlise para chegar & solugao).

Todos esses estudiosos contribuiram significativamente para uma area em ascensao,
a analise matematica. E, evidentemente, todos chegaram a mesma conclusao: a bra-
quistocrona € a cicloide invertida. Aqui, devemos examinar essa notavel curva.

6.2 Cicloide

Deixe uma circunferéncia de raio r e centro O deslizar ao longo do eixo x. Suponha que
no tempo t = 0, o ponto a ser observado é o ponto de contato da circunferéncia e do eixo
das abscissas; denotaremos de P. Considere o sistema de coordenadas com A como origem
e 0 eixo x previamente definido.

Queremos determinar a posicao de P seguindo uma rotagao horaria da circunferéncia
através de a. Denominamos cicloide a curva (em vermelho) descrita pelo ponto P quando
a circunferéncia rola sobre o eixo x, sem deslizar.
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Y e

Figura 6.2: Parametrizacao da cicloide.

Seja APOQ um triangulo como mostra a figura acima. O seno e cosseno em relacao
ao angulo « sao dados por

PQ oQ
senq = —, cosa = —
r r

logo,
PQ =1 sena 0Q =1-cosa.

Usando que PR = ra, temos
t=AT =AR—-TR=PR—-PQ=r-a—r7-sena =r(a— sena)

e também

y=QR=0OR—-0Q=r—r-cosa=r(l—cosa).

Portanto, as coordenadas (z(«),y(«)) de P sao
z(a) = r(a — sena), y(a) =r(1l — cosa). (6.1)

Mas o que é tao singular sobre essa curva? Como ela surgiu?

Primeiro, a cicloide é considerada a primeira curva nao estudada na antiguidade que
tem conexoes com as leis da Natureza. Além disso, a primeira aparicao da cicloide se deu
em 1501 num trabalho de Charles Bovelles, mas os primeiros estudos rigorosos dos quais
se tem conhecimento sdo obra de Roberval (que a chamou de “trocoide”, roda em grego),
Pascal (que a chamou de “roulette”, roleta em francés) e Torricelli, discipulo de Galileu,
e datam de aproximadamente um século depois.

6.3 Solucao do problema

Apresentaremos aqui a solu¢ao formulada por Johann Bernoulli. Primeiramente, vamos
considerar o sistema de coordenadas cartesiano com o eixo x horizontal e o eixo y positivo
virado para baixo. Coloquemos o ponto A na origem (Figura 6.3). Seja y = f(z) a
equagao da curva que liga os pontos A e B = (a,b). Precisamos determinar o tempo
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necessario para um corpo de massa m cair de A até B, desconsiderando o atrito, ao longo
da curva y.

Figura 6.3: Distancia entre P, e Ps.

Pela lei de conservacao de energia, a energia cinética de um corpo em M = (z, f(z))
é igual a diferenca das energias potenciais em A e M, ou seja,

mv2

— =mgflx) = v=129f(2).

Portanto, a velocidade do corpo no ponto M é v = +/2¢gf(z).
Considerando o caminho entre os pontos (x, f(x)) e (z +dx, f(x 4+ dz)), onde dzx é um
pequeno incremento na curva, o tamanho ds desse caminho é

ds ~ \/dz? + (f(z + dz) — f(z))2.
Usando que f(z + dx) — f(z) = f'(x) dz, chegamos em
IR

Numa pequena porgao do caminho, podemos aproximar a velocidade como constante e
igual a v = \/2¢gf(x). Assim, o tempo necessario para percorrer esta porgao é

L+ f@)?
29f(x)

e, com isso, o tempo total de travessia é dado pela integral

VITTGE
Ak

dt ~

Resolveremos o problema de maneira discreta, ou seja, vamos discretizar o problema e,
ao final, tomar um limite para obter a solu¢ao. Para tanto, dividimos o segmento [0, b]
no eixo y em n partes iguais,

O=yo<pn < <yp=>
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e tomamos x; sobre o eixo x tais que f(z;) = y; parai € {1,2,...,n—1} e x, = a. Ligando
os pontos (x;,y;) € (Tiy1,Yir1), ¢ € {0,1,...,n — 1}, por segmentos de reta, obtemos a
poligonal L,,. Note que L, LN f(z). Dai, supondo que a velocidade em cada segmento
seja constante e igual a v/2gy; 11, 0 tempo total T, para percorrer o caminho L,, é

T, = - \/(Z/z —Yi1)? + (2 — %71)2' (6.2)

1 V29y;:

Agora, imagine um meio 6ptico nao homogéneo com n camadas homogéneas, si,..., s,
(por exemplo, n tipos diferentes de vidro). A velocidade de propagagao da luz na camada
s; € v/2gy;. Se, nessas condigoes, a luz percorresse o caminho L,,, o tempo necessario para
ela chegar de A até B seria T,,. Dito de outro modo, podemos pensar no nosso problema
como sendo de natureza ética ao invés de mecanica.

LT
sl |
0

Dy

Figura 6.4: Tlustracao da discretizacao do problema.

A vantagem de passar para uma interpretagao ética é a Lei de Snell:

sen ()

V29Y;

= constante, i € {1,...,n}.

A medida que as camadas se tornam cada vez mais finas, obtemos o limite

sen (a(x))

2g9f(x)

= constante, (6.3)

em que «a(z) é o angulo entre a tangente de f(x) e o eixo paralelo ao eixo y no ponto
(z, f(x)), como mostrado abaixo.
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A x

Figura 6.5: Angulo limite o(x).

1
Ora, mas a tangente desse angulo é também dada por ——. Portanto,

f'(@)
vove L cos?(a)
f'(@)” = tan? (o)  sen2(«)
donde segue que
N2 1 - 1
1—|—f(flf) = M < Sen(oz) = W

Substituindo na equagdo (6.3), temos que f(z) satisfaz

V1t ()2 f(2)

onde C' é uma constante qualquer. Portanto, f também deve satisfazer

/o C_y
y—\/—y : (6.4)

Ja na época de Johann Bernoulli, (6.4) era conhecida como a equagao diferencial de uma
cicloide. Outra maneira de resolver (6.4) é substituindo y’ por dy/dz para obter

2o = T = o [

Para resolver a integral, fazemos a substituicao u? = y/(C — y), de modo que

Cu? 2Cu

dy = ——+_d
1+ u? T Chey

y:
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_/ 2Cu? p
v (1 + u2)? -

Agora, fazemos a substituicao trigonométrica u = tan ¢, de modo que du = sec? @ dy e,
portanto,

e, portanto,

:/2C’tan2<,023602g0d(p:20/tan%odgo
(14 tan® )2

2
:2C/<sen<p> -cos® pdy
Cos ¢

:20/sen2g0dg0:C/(1—0052g0)d90

C
= 5(24,0 — sen2yp) + k.

Cu?
14 u?’

Uma vez que y = temos que

Ctan®psectp C
= = —(1 — cos 2¢p).
Y (1 + tan? )2 2 (1= cos2)

Fazendo C'/2 =1 e 2¢p = a, obtemos a equagao paramétrica da cicloide:
z(a) = r(a — sena), y(a) =r(1 —cosa).

O método, criado por Bernoulli, para resolver o problema da braquistécrona fez com
Y )

que fosse possivel resolver varios outros problemas 6ticos, mecanicos e geométricos. Em

particular, podemos resolver o seguinte problema usando as ideias de Bernoulli:

Problema 6.2. Encontre a superficie de revolucao de area minima.

Por superficie de revolucao queremos dizer a superficie obtida pela rotagao, em torno
do eixo x, da porgao do gréfico da fungao nao negativa y = f(x) entre os pontos (o, yo)
e (r1,y1). Pode-se mostrar que a érea S dessa superficie é dada por

S = 27T/x1 f(@)V/1+ (f(x))? d,

de modo que o problema consiste em minimizar S.

Para terminar o capitulo, fazemos um iltimo comentério: o problema da braquistécrona
foi o primeiro de varios problemas que motivaram a formulagao do calculo de variagoes.
O capitulo a seguir trata de um problema que pertence a essa série e que foi formulado
por Newton logo antes do surgimento do problema da braquistécrona.






CAPITULO [

O problema aerodinamico de Newton

Isadora Silva e Thailany Machado

Neste capitulo, vamos discutir o problema aerodinamico de Newton, que consiste em
encontrar o formato do corpo que, em um meio raro, sofre a menor resisténcia.

Por “meio raro”, nos referimos a um meio que consiste de particulas iguais e perfeita-
mente elasticas, dispostas livremente a distancias iguais umas das outras.

Por “resisténcia sofrida” pelo corpo, queremos dizer a forca de arrasto aplicada pelo
fluido sobre a superficie frontal do corpo. Newton propos uma férmula para a distribuicao
de pressao sobre a superficie do corpo.

Newton impoe, ainda, uma simetria ao formato do corpo, que é equivalente a exigir
que ele seja um solido de revolugao. Portanto, o problema se resume em encontrar um
tal sélido que experimenta uma resisténcia minima quando se move através de um meio
raro com velocidade constante na direcao do eixo de revolucao.

Veremos, como mostrado por Newton, que esse solido “6timo” tem a parte da frente
“achatada”. Isso aparenta ser totalmente absurdo: se o formato que minimiza a resisténcia
tem a frente achatada, por que os cascos de lanchas e navios tém “pontas”?

Esse aparente absurdo suscita a seguinte importante observacao: a priori, o meio
raro de Newton nao tem qualquer relevancia fisica. De fato, nem dgua, nem ar, nem
qualquer liquido ou gas que encontramos usualmente exibe as propriedades do meio raro
de Newton. Portanto, a solucao desse problema aerodinamico ¢é initil para construcao de
barcos, lanchas e transatlanticos, por exemplo. Contudo, em altas altitudes, o meio se
torna “raro” e, l4, o problema de Newton se torna relevante. Para resolver o problema,
vamos proceder em 3 etapas:

i) primeiro, vamos resolver o problema para o tronco de cone, ou seja, encontrar as
dimensoes do tronco de cone que sofre resisténcia minima;

ii) em seguida, vamos resolver o problema para uma “linha quebrada em duas”, isto
é, vamos encontrar o solido de revolucao, gerado por dois segmentos, que sofre re-
sisténcia minima;

iii) por ultimo, vamos generalizar o passo anterior para uma linha quebrada em n partes,
e ver que a solucao do problema de Newton original é obtida fazendo n — oc.
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7.1 Solucao do problema para o tronco de cone

Vamos assumir que o tronco estd em repouso e o meio se move em relacao a ele de
baixo para cima com velocidade v. A parte do tronco que fica sujeita as colisoes com as
particulas é a base menor e o lado. Vamos computar a resisténcia sobre cada uma dessas
partes separadamente.

v )

5 Y

Figura 7.1: Secao vertical do tronco de cone.

Sejam x o raio da base menor, R o raio da base maior e H a altura do tronco. As
particulas que colidem com a base menor por unidade de tempo estavam, originalmente,
num cilindro cuja base é a base menor do tronco e cuja altura é dada pelo produto entre
a velocidade e o tempo decorrido, ou seja, v -1 = v. O volume Vj desse cilindro é dado
por

Vo = mzv.
Sejam p a densidade do meio e m a massa de uma particula. Se Ny é o nimero de
particulas por unidade de tempo que atinge a base menor do tronco, entao

Ny = ﬁVO = L e (7.1)

m m
Apods a colisao com a base menor, a velocidade de cada particula se reverte, de modo que
o seu momento aumenta de —2muv. Pela terceira lei de Newton, o momento do tronco
aumenta de 2mv, de modo que o ganho total de momento, devido as Ny particulas, é
No2mv = 27 pxv?.

Consideracoes analogas valem para a superficie lateral do tronco: as particulas que
colidem com ele por unidade de tempo pertenciam a um cilindro oco cujo volume V; ¢é
dado por

Vi = n(R? — 2%,

donde segue que o nimero de particulas, N7, que colide com a superficie lateral do tronco
por unidade de tempo, é dado por

N =LV = Lr(R? - 22 (7.2)
m m

Observe a figura abaixo.



7.1. SOLUCAO DO PROBLEMA PARA O TRONCO DE CONE 71

. |

Figura 7.2: Tlustracao da colisao de uma particula com a superficie lateral.

O ganho de momento de uma particula que colide com a lateral do cone é igual a
m(vg —v1), sendo vy € v1 como na figura acima. Vemos, portanto, que a projegao do vetor
vy — v é —2mu cos? ¢, sendo ¢ o angulo entre uma geratriz do tronco e o plano de sua
base menor. Portanto, o ganho de momento do tronco devido as colisoes com a parte
lateral é

Ny - 2mw cos? ¢ = 2np(R* — 2*)v? cos? .

Assim, a resisténcia total oferecida pelo tronco de cone é
F(z) = K (" + (R* — 2°) cos® ) = K f(z), (7.3)

sendo K = 2mpv?. De maneira um pouco mais geral (que serd ttil para nés nos passos
seguintes), podemos dizer que a resisténcia oferecida por um tronco de cone obtido pela
revolucao de um segmento AB, em torno do eixo y, sendo a e b as abcissas de A e B,
respectivamente, é dada por

F = K(b* — a*) cos® , (7.4)

sendo ¢ o angulo de AB com o eixo .

O = - - —— -

1
1
1
1
1
1
1
a

0]

Figura 7.3: Secdo do tronco de cone gerado pela revolugdao do segmento AB.
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Com isso, 0 nosso problema agora se resume em encontrar o minimo de f(x), ja que
K > 0 ¢é constante. Considere o cone na Figura 7.4.

Figura 7.4: ITlustracao do cone completo.

Por semelhanca de triangulos, temos

EZZ_H <— R—m:ﬁ ex:R-Z_H
R z z z

2

Substituindo z na expressao de f(z) e usando que cos’¢ = 5> podemos

2+ (z—H)
escrever f em funcao de z como
L, (RR—ade?
J(z) = +:L’2—|—(z—H)2
_R2<Z—H)2+R4H(2Z—H)(Z—H>2 22
B 22 24 (z — H)*2(R?+ 2?)
 R(z—-HPR*+2*)+R'H(2z— H)
2(R? + 22)
:RQ.R2+z2+H2—2zH
R? 4 22
2 (2 — H)? + R?
22 + R?
= R*Ah(2).

Com isso, reduzimos o problema a encontrar o minimo de h(z), dado que z > H. Podemos
encontrar esse minimo sem a necessidade de usar Calculo. De fato, seja m o menor valor
que a funcao h pode assumir. Note que m < H(H) = R*/(R?>+ H?) < 1, ou seja, m < 1.
Ademais, considerando z > H, temos que

h(z) >m = (2= H)*+R*>-mz>~mR* >0 < 2*(1-m)-2zH+H?*+R*(1—m) > 0.

Se existir m < 1 tal que a desigualdade acima vale para todo z e se , para esse m, pudermos
encontrar z, > H tal que a desigualdade se torna uma igualdade, entao terminamos.
Vamos, entao, tentar encontrar um tal m e um tal z,.
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Ora, note que se az?+2bz+c > 0 para todo z e se existe z, tal que az2+2bz, +c = 0,
entao o discriminante da equacao de segundo grau é nulo, ou seja, A = 40> —4ac =0 e
z, = —b/a (basta aplicar Bhaskara). No nosso caso, o determinante é

A=4H? —4(1 —m)[H?* + R*(1 — m)] = 4mH? — AR*(1 — m)?
= 4mH? — 4R* + 8R*m — 4m*R?
= —4[m*R* — 2R* + H*)m + R?|
e, igualando-o a 0, temos que
m’R? — (2R* + H)m + R* = 0,

donde segue que
2R*+ H — HV4R? + H?
m = ,
2R?
2R? + H* + HVAR? + H?
2R?

em que a outra raiz foi descartada porque é menor que 1.

Ademais, no nosso caso temos

H 2R?  HA+ VIR H?
1l-m  —H4+VARZ+ H? 2

Isso resolve o problema do tronco de cone.

> H.

Zx

7.2 O problema de Newton para uma linha dividida
em duas
O proximo passo para resolver o problema de Newton é considerar o caso especial do

problema em que temos uma “linha divida em duas”, onde o ponto de “quebra” se localiza
sobre a reta © = R/2, como ilustrado na Figura 7.5.

=
o |

R/2

Figura 7.5: Ilustracao da linha dividida em duas.

Mais especificamente, queremos encontrar o ponto A sobre a reta x = R/2 tal que a
superficie de revolugao obtida rotacionando-se a linha quebrada OAB (com B = (R, H))
em torno do eixo y esta sujeita a menor resisténcia no meio raro de Newton.
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Passemos entao a solucao desse problema. Suponha que o segmento O A faz um angulo
o com o eixo x e AB faz um angulo ¢ com o eixo x. Denote por y a ordenada de A.
Usando (7.4), temos que o sélido de revolugao gerado por OAB é sujeito a uma forga

F = K[(R/2)* — 0*] cos® ¢g + [R* — (R/2)?] cos® ¢y
= K [(R/2)? cos® o + 3(R/2)* cos® ¢1]
com K = 2mwpv? e
R R

W@ e 8

Substituindo as expressoes para os cossenos, obtemos a seguinte expressao para a forca
em termos de y, onde fizemos a = R/2:

COS g =

R? R? R? R?
Fly) =K |—=. 2 43,
() {4 TR 4(H—y)2+R2}
5 4a? 4a?
= Ka +3
4y +4a®>  4(H —y)? + 4a?
1 3
= Ka?
’ [y2+a2 i a2+<H—y)2]
= Ka’g(z).

Portanto, para minimizar F' devemos minimizar g. Aqui, precisamos fazer alguns co-
mentérios para entender o intervalo no qual vamos considerar .

Observe que se |y| — oo, entao g vai para 0 por valores positivos. Isso significa que
o infimo de g é 0, mas esse infimo nunca é alcangado (ou seja, é uma assintota para g).
A primeira vista, pode parecer que isso torna o problema sem sentido, mas observemos o
seguinte: se y < 0, a nossa linha “quebrada” tem a forma mostrada abaixo.

B

R/2

A/

Figura 7.6: Linha quebrada no caso y < 0.
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Essa linha d& origem a um sélido de revolugao com uma cratera no meio, de modo que
algumas das particulas que formam o meio raro seriam refletidas varias vezes na superficie
dessa cratera. Esse sélido ofereceria uma resisténcia muito grande, que seria governada
por uma lei diferente da que deduzimos. De maneira andloga, valores de y maiores que
H também sao descartados. Portanto, temos y € [0, H], ou seja, estamos assumindo que
a curva que origina o sélido de revolugao é uma funcao monotonica.

Recapitulando, o nosso problema agora é minimizar

1, 3
2+ a? a*+ (H—vy)

A solucao desse problema pode ser enunciada em dois pontos:

9(y) =,y €0, H].

(a) existe § > 0 tal que se 0 < H < §, o minimo é alcangado no 0;

(b) se H > ¢, entdo o minimo é alcangado num ponto interior a [0, H] e

4 R 4
1 tan ¢g cos” g = SZ tan ¢ cos” ¢;.

Isso significa que para valores suficientemente pequenos de H o sélido de revolugao gerado
pela linha quebrada é um tronco de cone e, para valores de H grandes, ¢ um cone.

7.3 O problema de Newton para uma linha dividida
em n partes

Agora, o ultimo passo para resolver o problema de Newton é considerar uma generalizagao
do problema da secao anterior, agora com n divisoes. Considere entao as retas verticais
l1,la, ..., cujas equagoes sao x* = 1/n, © = 2/n,..., respectivamente, como ilustrado
abaixo, juntamente com a reta z = R, no caso de R # k/n para algum k.

(R, H)
(o)
1
I
I
i | |
I
I
I I I I I
I I I 1
I I I I I
I I I N I
I I i I
I I I I I
I I I I I
I i 1 Ykl I
[ 1 Pr-11 1 1
I I I I I
[ Yk—1 1 19 1
I I I I
e/é 1 L 1 | -
x1=1/n Lk-1 Tp Tkl Y

Figura 7.7: Linha quebrada em n partes.
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Consideramos a totalidade dos segmentos monotonicos crescentes com divisoes nas
retas [ ligando (0,0) a (R, H). Sejam y; a ordenada do vértice sobre a reta I e @i 0
angulo entre o eixo x e o segmento ligando os vértices sobre [ e [y 1. Assumimos, por
simplicidade, que R = N/n. Por (7.4), o corpo gerado pela revolu¢ao da curva em torno
do eixo y é sujeito, em um meio raro, a forca de resisténcia

2 2\* (1)’ N\? (N-1)\’
F:K{cos2cp0+[(_) —(—) cos® oy + -+ (—) —( ) cos® Yn_1
n n n n n

K
=3 [cos® g + 3cos® 1 + -+ + (2N — 1) cos® pn_1, | (7.5)

com K = 2mwpv? e
1 1
COS Y = —

no\/1/n? + (yker — vr)?
Portanto, o problema de Newton para essa linha dividida em n partes é o problema de
minimizar F' para todas as escolhas das (N — 1)-tuplas (y1,...,yn—1), com a condigao de
que 0 <y <y < --- < yny_1 < H. Para resolve-lo, vamos utilizar o que encontramos
no problema anterior ja que podemos enxergar o problema com N partes como sendo
composto de N — 1 problemas do tipo anterior.

De fato, suponha que resolvemos o problema para uma linha dividida em N partes
e que (Y1,...,Yn—-1) sdo as ordenadas dos vértices da linha “quebrada” que minimiza F'.
Fixe todos os vértices com excecao do k-ésimo, e escolha o seu valor de modo a minimizar
o valor da resisténcia. Isso é equivalente a resolver uma variante do problema na secao
anterior, onde queremos encontrar o minimo de

_ 1 _ 2 2
ar(y) = 3 [(2k — 1) cos® g1 + (2k + 1) cos® gy

1 2k — 1 n 2k +1
nt [1/n?+ (Y —9k-1)? /0?4 (Gee1 — y)?

para Jx—1 < y < yr+1. Observe que gi é composta do (k — 1)-ésimo e do k-ésimo termo
da soma em (7.5), exceto que a ordenada do k-ésimo vértice nao estd fixada e é denotada
por y (omitimos a constante K). E evidente que a solucao desse problema é .

A solugao do problema de minimizar g, é analoga a solucao dada na secao anterior.
Mais especificamente,

(a) existe 0y > 0 tal que para Jx1 — Jr—1 < 0 0 minimo é alcancado para Jx = Jx_1;

(b) para gx11 — Jp—1 > i, vale
1 4 1 4
k — 5 tan g1 =cos” pp_1 = | k+ 5 tan o = cos” @, (7.6)

Juntas, essas duas condigoes nos dizem que a linha “quebrada” que minimiza a forca
acompanha o eixo x por um tempo e depois sobre de acordo com a lei em (b), isto é,
U =--- = ys e para §; com j > s vale (b).

A forga de resisténcia para a linha quebrada em N partes pode ser escrita diretamente
em termos das ordenadas dos vértices das quebras. De fato, reescrevendo

n—l

V 1/ + (kg1 — yr)?

COS ), =

?
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temos que
N-1
K
F=—=5 (2k+1) cos? y,
" =0
N—-1
K n=2
= — 2k+1
n? k:o( )1/n2 + (Yk+1 — Yr)?
Cop Ni k+1/2 1 1
~ n T+ n%(yp1 —wk)? n
N-1
k+1/2 1
=2K Ax,
kg_% n 1+ (Ayg/Ax)?
sendo Ayr = ygr1 — Y € Az = 1/n. Recordando das somas de Riemann e a forma

aproximada Ayg/Axy, =~ f'(x), temos que quando N — oo, F' se torna

F:2K/O de.

7.4 Solucao do problema de Newton

Pode-se mostrar que quando N cresce, a linha quebrada minimal com N partes tende a
curva minimal que é solugao do problema de Newton. Segue, entao, que a curva minimal
pode ser construida como segue: primeiro, a fun¢ao extrema f(z) coincide com o eixo z,
ou seja, f(x) =0 para 0 < x < a e, a partir dai, o seu valor cresce ao longo de uma curva
(de Newton), sujeita a condigao

x tan () cos® p(x) = constante.

Aqui, ¢(z) denota o angulo entre a tangente ao gréafico de y = f(x) no ponto (x, f(x))
e o eixo x. A igualdade acima é a forma limitante das igualdades em (7.6) associadas a
solugao do problema da se¢ao anterior.

Ora, note que tan ¢(z) = f/(x), de modo que cos p(z) = [1 + (f'(x))?]~"/2. Entdo

zf'(x)
[1+ (f'(2))]?

Essa equacao é a equagao diferencial da curva de Newton.

Para finalizar, fazemos uma tultima observacao. Note que no ponto em que a curva
horizontal passa a crescer, a curva de Newton tem derivada 1. A equacao diferencial
acima, juntamente com a condicao de que a derivada da curva na quebra é 1, torna
possivel encontrar a equagao explicita para a curva de Newton. No tultimo capitulo,
vamos integrar essa equacao; agora, apenas exibimos as coordenadas (z,y) da curva de
Newton y = f(x,c) em funcdo do parametro u:

1 1 3 7
r=c|l—+2u+u®),y=cllog—+u*+ ~u' _ L
u u 4 4

= constante. (7.7)

Aqui, ¢ é a constante da equagao diferencial, determinada por f(c) = H. Isso termina a
nossa discussao sobre o problema aerodinamico de Newton.






CAPITULO 8

O desenvolvimento da definicdo de funcdo

Caio Tomas, Davi Nunes e Isadora Silva

8.1 O inicio do conceito de fungao

Neste capitulo, discorremos acerca da histéria do conceito de fungao. Surpreendentemente,
o conceito de fungao nao foi formulado de uma vez. No comeco, ele era vago e impreciso
(e talvez estejamos caminhando de volta a esse ponto — leia até o final).

As primeiras tentativas de formulagao desse conceito foram feitas no final do século 17
por Leibniz e Johann Bernoulli. Leibniz introduziu o termo “funcao” e Bernoulli associou
a esse termo a nocao de “uma expressao feita de alguma forma a partir de uma magnitude
variavel e constantes.”

Euler, depois, tornou mais concreta a ideia de Bernoulli, definindo, em seu livro,
uma funcao como uma “expressao analitica” composta por uma magnitude variavel e
constantes e introduzindo a notagao f(z). Euler também admitiu a possibilidade de
chamar uma funcao de “qualquer curva desenhada a mao livre” e que, para alguns casos
de funcoes, ela pode ser descrita verbalmente.

Na época de Euler, era senso comum que se duas expressoes analiticas concordam em
um intervalo, elas concordam em geral. Entretanto, em uma carta a Goldbach em 1744,
Euler d& um contraexemplo a essa “regra’:

o0
T =X SennT
= < 1z € (0,2m).
2 —~ n

que ilustramos abaixo.

79
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\ ) 3\
Y /2

Figura 8.1: Tlustragao do contraexemplo de Euler: em verde a reta (7 —z)/2 e, em preto, parte
do grafico da série acima.

Exemplo 8.1. Vamos considerar o exemplo de uma funcao que admite diferentes des-
cricoes y = |z| = V2? = (2%)z. Isso 6, sem dividas, uma expressio analitica formada
por uma magnitude variavel x e constantes, portanto é uma funcao definida por Euler e
Bernoulli. Mas ela também pode ser representada pelo desenho de uma curva e também
pode ser descrita verbalmente (é a fungao que é igual a zero para x = 0, é x para x
positivo e —z para x negativo).

A pergunta que fica é: qual descricao é a melhor? Essa questao levou a diversas
discordancias. Euler pensou que a classe de funcoes que sao “curvas desenhadas a mao
livre” é maior que a classe de fungoes dadas por “expressoes analiticas”. D’Alembert se
opos a essa visao e afirmou que essas duas classes sao as mesmas.

Com o debate entre Euler, d’Alembert e Bernoulli, o conceito de funcao se estendeu
para englobar também fungdes definidas por partes (como a fungdo médulo acima) e
funcoes desenhadas a mao livre que poderiam, possivelmente, nao ser dadas por expressoes
analiticas.

O trabalho de Fourier na conducgao de calor foi um passo importantissimo para a
evolugao do conceito de fungao. Em seu Teoria Analitica do Calor, Fourier enunciou o
resultado principal como

Teorema 8.1. Qualquer funcao f(x) definida em (—[,1) pode ser representada nesse
intervalo por

o

nwT
n b _] )
+ Z [a cos + sen ]

sendo

1/ t t
:7/ f(t)cosnTﬂdt, /f sennidt
1

O trabalho de Fourier colocou a expressao (algébrica) analitica de uma funcao e sua
representagao geométrica (como curva) em um mesmo patamar e, além disso, impactou
profundamente desenvolvimentos futuros. Por exemplo, a série de Fourier forcou os ma-
temdticos a reverem a nocao de integral e foi o ponto inicial das pesquisas que levaram
Cantor a criar sua teoria de conjuntos. Em relacao ao impacto no conceito de funcao, o
trabalho de Fourier eliminou o senso comum da época de Euler: agora era claro que duas
funcoes dadas por diferentes expressoes analiticas podem concordar em um intervalo sem
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necessariamente concordar fora desse intervalo. Comecava a surgir a Andlise, que seria
muito desenvolvida a partir dai.

Mesmo muito influente, o trabalho de Fourier nao foi dos mais rigorosos. Dirichlet foi
um dos responsaveis por analisar cuidadosamente e tornar esse trabalho matematicamente
respeitavel, o que nao foi tarefa simples. De fato, o teorema enunciado acima estava, na
verdade, incorreto. Em 1829, Dirichlet deu condicoes suficientes para tal representacao:

Teorema 8.2. Se uma fun¢ao f tem uma quantidade finita de descontinuidades e uma
quantidade finita de maximos e minimos em (—[,1), entdo f pode ser representada por
sua série de Fourier em (—[,1). (A série de Fourier converge ponto a ponto para f onde
f ¢ continua e para [f(z") + f(x7)]/2 em cada ponto x onde f é descontinua.)

Para uma demonstracao rigorosa desse teorema é necessario, além do entendimento
do conceito de fungao, nocoes claras de continuidade, convergeéncia e da integral definida.
E aqui que Cauchy entra na nossa historia.

O conceito de funcao de Cauchy era similar ao de seus predecessores, pensando em
termos de variavel dependente e variavel independente e variagoes de magnitude. A
definicao de funcao dada por Dirichlet, por outro lado, traz

“y € funcao de uma varidvel x, definida no intervalo a < x < b, se para
cada valor da varidvel x nesse intervalo corresponde um wvalor definido da
varidvel y. Além disso, a maneira pela qual essa correspondéncia é estabelecida
¢ irrelevante.”

cuja novidade é, claramente, a concepgao de funcao como uma correspondéncia e nao
como uma aplicagao. De fato, Dirichlet deu a correspondéncia

¢, v€R\Q

D(x) =14, veQ

hoje chamada func¢ao de Dirichlet, como contraexemplo para a representacao de qualquer
funcao em série de Fourier. Essa correspondéncia foi:

e o primeiro exemplo explicito de uma fungao que nao era nem uma expressao analitica
nem uma curva desenhada a mao livre;

e o primeiro exemplo de funcao descontinua em todo ponto;

e a primeira ilustracao de uma funcao como um pareamento arbitrario.

8.2 Desenvolvimentos “recentes”

Revolucionario! E com a funcao de Dirichlet as coisas comecam a ficar interessantes
porque surgiu, a partir dai, uma enxurrada de funcoes e classes de fungoes “patologicas”.
Com isso, a Analise comegou a mudar: seus processos, antes considerados aplicaveis a
todas as funcoes, agora estavam restritos a classes de funcoes. A partir dai, o estudo e
criacao de diferentes classes de fungoes passam a ser o foco das pesquisas. Um exemplo
classico é a funcao f, definida por Weierstrass, dada por

flz) = Z b" cos(a”mx), a inteiro impar, b € (0,1) e ab > 1 + 37/2,

n=1
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que é continua mas nao derivavel em toda a reta®. Essa funcao totalmente patoldgica
produzida por Weierstrass foi o estopim para a separacao entre o que é continuo e o que
é diferenciavel na Analise, levando a aritmetizacao da Andlise.

-1 o] 1 2 3 4 5 6

Figura 8.2: Parte do grafico da funcao de Weierstrass.

Resumindo até aqui: estimulado pela concepcao de fungao de Dirichlet e seu exemplo
D(z), a nocao de fun¢do como uma correspondéncia arbitraria ganhou forga e aceitagao
geral; a visao geométrica de uma funcao é dada pouca consideracao. Apds o trabalho
de Dirichlet, o termo “funcao” adquiriu um significado claro independente do termo “ex-
pressao analitica” e, durante o meio século que se seguiu, matematicos apresentaram um
grande nimero de exemplos de fungoes no espirito da definicao de Dirichlet, e o tempo
era propicio para determinar quais fungoes eram de fato descritas por meio de “expressoes
analiticas”, termo bastante vago até entao.

Dois grandes nomes na classificacao de fungoes em classes sao Baire e Lebesgue. O
primeiro definiu

e classe das fungoes continuas — classe 0;

e classe das fungoes que nao sao de classe 0 mas sao limites (ponto a ponto) de fungoes
de classe 0;

e ¢ assim por diante.

Essa classificacao recebeu o sugestivo nome de classificacio de Baire, e as fungoes na
uniao de todas as classes de Baire sao chamadas func¢oes de Baire. Ademais, Baire definiu
que uma funcao é representavel analiticamente se pertence a uma de suas classes. Dito
de outro modo, uma fungao é analiticamente representavel (no sentido de Baire) se pode
ser construida a partir de uma variavel e constantes por um nimero finito ou enumeravel
de adigoes, multiplicagoes e limites (ponto a ponto).

O conjunto de fungoes de Baire é bastante amplo: D(x) estd 14, toda fungao obtida a
partir de uma variavel e constantes por uma aplicagao das quatro operacoes algébricas e
operagoes da Andlise (diferenciagao, integragao, expansdo em série, ...) — as fungoes com
“expressoes analiticas” do passado — também esta l4.

Entra na histéria o nosso querido Lebesgue. FEle deu continuidade ao estudo das
funcoes de Baire, mostrando que cada uma das classes de Baire é nao vazia e que as

*Hardy depois estendeu o resultado para ab > 1.
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classes de Baire ndo exaurem todas as funcoes. T Dito de outro modo, Lebesgue mostrou
que hé fungdes que nao sao analiticamente representéveis (no sentido de Baire); e ele fez
isso exibindo uma funcao fora da classificagao de Baire.

A construcao desse “contraexemplo” de Lebesgue se deu “usando um profundo mas
extremamente complicado método”. Isso levantou a seguinte discussao: nem todas as
fungoes — no sentido da concepgao de Dirichlet — sao representaveis analiticamente (no
sentido de Baire), mas é (aparentemente) extremamente complicado produzir uma fungao
especifica que nao seja; essas fungoes nao representaveis analiticamente “realmente” exis-
tem?

Essa discussao ¢ longa e pode ser bastante profunda, indo até o cerne da Matematica
e suas fundagoes. Mencionamos aqui apenas uma curiosidade e alguns desenvolvimentos
mais recentes relacionados.

A pergunta acima foi motivo de uma troca de cartas entre Baire, Borel, Hadamard e
Lebesgue acerca do estado légico da Matematica a época: a discussao versou sobre se a
definigdo de um objeto matematico (digamos um nimero ou funcao), qualquer que seja,
legitimiza a existéncia desse objeto. Em particular, o axioma da escolha é uma ferramenta
matematica legitima para a definicao e construgao de fungoes?

Para finalizar, em desenvolvimentos recentes em Teoria da Medida, Distribuicoes e
Teoria das Categorias, o conceito de funcdo é, respectivamente, modificado (fungoes L)
e generalizado (distribuigoes). Serd que voltamos ao comego, sem ter uma nogao precisa
do que é uma funcao?

No comeco do século 19, comecou a surgir a ideia de uma funcao como uma corres-
pondéncia, uma lei que transforma a varidvel independente z em y, sem considerar a
natureza de tal correspondéncia. Lobacevskii foi um dos primeiros estudiosos a apoiar
essa visao.

Por volta do mesmo periodo, visoes similares surgiram nas escolas matematicas fran-
cesas e alemas. E os livros de andlise comecgaram a definir fungoes da seguinte forma:

1. Sejam x e y duas variaveis aleatérias cujos valores possuem certa dependéncia. No
geral, uma das variaveis, digamos x, é considerada independente da outra. O valor
de = pode ser escolhido arbitrariamente, mas para cada valor de x, o valor de y nao
é arbitrario. Entao, dizemos que y é uma funcao de .

2. Uma magnitude variavel y é chamada de uma funcao da magnitude variavel x se,
para cada valor de x, existe um unico valor correspondente de y.

Essas defini¢oes nao satisfazem aqueles que exigem um rigor légico, pois “funcao” esta
definida a partir de termos vagos como “dependéncia”, “lei” e “correspondéncia”.

Tudo comecgou a fazer sentido com a criagcao da teoria de conjuntos por Georg Cantor
no fim do século 19. Com isso, foi possivel definir uma fun¢ao da seguinte forma: Sejam
X eY dois conjuntos. O conjunto F dos pares (x,y),x € X,y € Y € chamado de uma
funcgao se para todo x € X, existe exatamente um y € Y tal que (z,y) € F e escrevemos
y = f(z).

Voltando para o nosso questionamento original: o que é um funcao? Qual descricao
é melhor? Algumas descrigoes sao suficientes para um uso geral, como em problemas
do dia a dia, fisica e economia. Portanto, pensaremos em funcao como Bernoulli, ou

tDe fato, ha funcdes (Lebesgue) mensuréveis que néo sio funcdes de Baire. Por outro lado, Lebesgue
mostrou que a toda funcao mensuravel f corresponde uma funcao de Baire que difere de f apenas em
um conjunto de medida nula.
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seja como ‘“uma expressao feita de alguma forma a partir de uma magnitude variaveis e
constantes.”



CAPITULO 9

Formalizacao e problemas de extremo

Ayrton Anjos e Jodo Vitor

Neste capitulo, falaremos sobre problemas de méaximo e minimo, além de procurar a
melhor maneira de soluciona-los. Sabemos que nao ha uma regra que permita a solugao
de todos os problemas que existam. Entretanto, hd um método que tenta alcangar essa
condicao, que sera abordado posteriormente.

Nos primeiros capitulos, resolvemos varios problemas de méaximo e minimo, sendo que
a sua grande maioria foi investigada e/ou proposta por alguns dos melhores matematicos
que ja existiram — Euclides, Arquimedes, Kepler, Fermat, Bernoulli, Leibniz e Newton.
Essas investigagoes, contudo, usavam métodos especificos para cada problema e, além
disso, s6 chegavam em resultados satisfatérios apés um bom trabalho.

Procurando “solucionar esse problema”, um método foi sendo criado e aperfeicoado
ao longo do tempo. Contudo, para entendermos o método, precisamos encontrar uma
maneira Unica de escrever as condi¢oes e os problemas, por mais diversos que sejam.
Usaremos dois problemas que ja foram resolvidos para chegarmos ao destino desejado:

Problema 9.1 (Heron). Dados dois pontos no mesmo lado de uma reta, ache o ponto
nessa reta tal que a soma de suas distancias até os pontos dados é minima.

Problema 9.2 (Kepler no plano®). Inscreva um retangulo de drea maxima em um circulo
de raio unitario.

A teoria acerca de problemas que buscam os extremos é chamada de teoria dos pro-
blemas extremais ou teoria de otimizagao. Se o problema envolve alguma condicao, algo
que possa limitar o resultado, nés a incluimos na se¢ao da teoria chamada controle ideal.
Ambos os problemas acima foram enunciados com palavras ao invés de féormulas, por
ser a maneira mais adequada de propo-los. Para concentra-los em uma teoria geral, de-
vemos traduzi-los para a linguagem matematica por meio de um processo chamado de
formalizacgao.

Vamos utilizar os dois problemas mencionados para ilustrar o processo de formalizacao,
comegando pelo problema de Heron (vide Figura 9.1).

*Do inglés Kepler’s planimetric problem
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Usamos a reta dada como o eixo x e tragamos o eixo y pelo ponto A perpendicular ao
eixo x. Sejam as coordenadas dos pontos A e B (0,a) e (d,b), respectivamente. No eixo
x, tomamos um ponto D com coordenadas (z,0). Dessa forma, a soma das distancias de
AaDedeBaDéva?+a2+ /0> + (d— x)? resultando na seguinte formalizagao:

Problema 9.3 (Heron formalizado). Encontre o menor valor da fungao

flx) =Va2+ 22+ /b + (d — 2)2,

definida para todo x € R.

A
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Figura 9.1: Problema de Heron.

Essa formalizagao é natural e praticamente intuitiva. Entretanto, em geral um mesmo
problema pode ter varias formalizagoes, e isso sera ilustrado com o problema de Kepler
no plano. Observa a Figura 9.2.
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(a1, x2)

Figura 9.2: ITlustracao do problema de Kepler.

Considere os eixos x; e x5 paralelos aos lados do retangulo. Seja (z1,x2) a coordenada
do vértice do retangulo no primeiro quadrante. Dessa forma, a area do retangulo é dada
por 4xix9, resultando na seguinte formalizacao:

Problema 9.4 (Kepler formalizado — versao 1). Encontre o maior valor da funcao de
duas varidveis

fo(zy, x2) = 4z 29,

sujeita a condicao
2 2
fl(J?l,[L'Q) =T +l’2 —1=0

Note que se utilizarmos a equacio fi(z1,7s) = 22 + 22 — 1 = 0 para diminuirmos o
numero de variaveis de fy de duas para uma, expressando xs em termos de x1, chegamos
em outra formalizacao:

Problema 9.5 (Kepler formalizado — versao 2). Encontre o maior valor da fungao
o(z) = dxv1 — a2,

sujeita a condicao
0<z<1L

Vemos, entao, que podem existir diferentes formalizagoes para o mesmo problema.
A praticidade da solucao de um problema depende da sua formalizacao bem feita. A
formalizacao é uma arte, que é aprendida da melhor forma resolvendo problemas praticos.

Um terceiro problema que discutimos anteriormente foi o de inscrever um cilindro e um
paralelepipedo reto retangulo de volume méaximo em uma esfera unitaria. A formalizagao
para o caso do paralelepipedo é semelhante as anteriores, considerando xq, x5 e x3 como
metade das dimensoes do paralelepipedo:

Problema 9.6 (Paralelepipedo inscrito na esfera — formalizado). Ache o maior valor da
funcao de trés variaveis
fo(w1, w9, 23) = 817973,
sujeita a condigao
fi(wy, w9, 23) = 27 + 23 + 25 — 1 =0.
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A seguir fornecemos uma lista de fungoes que fazem parte das formalizacoes de pro-
blemas que ja vimos:

fi(z) = Va2 + 22 + /b2 + (d — x)? Problema de Heron
2 2 b2+ (d—2)2
fo(x) = valta + \/ nl 7) Problema da reflexao da luz
01 Vg
H .
fs(z) = zx(b —x) Problema de Euclides

g1(z1,x2) = 4a129,

Go(wy,m0) = 22 + 25 — 1 Problema de Kepler no plano

hi(y, 2, v3) = 8112973
ho(xy, 29, 23) = 22 + 22 + 22 — 1 Problema do paralelepipedo inscrito na esfera
) s 43 1 2 3

Portanto, formalizar um problema extremal consiste em duas coisas: descrever pre-
cisamente a funcgao, denotada por fj, a ser minimizada ou maximizada e fornecer uma
condi¢ao, denotada por C', geralmente dada por igualdades e desigualdades. Usaremos a
notacao

fo(x) — min(max), x € C

para descrever o problema de encontrar o minimo (méximo) de uma fungao fo(x) sujeita

a condicao x € C. Os pontos em C' sao chamados de admissiveis. Se nao ha condigoes,
diremos que o problema ¢é sem restricoes. Por exemplo, para o problema de Kepler temos

fo(z1,@2) = da129 — max fi(z1,22) =27 +23—1=0
e, para o problema de Heron,
folz) = Va2 + 22 4+ /b2 + (d — )2 — min.

O primeiro é um problema com uma restricao envolvendo uma igualdade, enquanto que

o segundo é um problema sem restrigoes.

Um ponto admissivel £ é um minimo absoluto de um problema se f(z) > f(z) para
todo x € C (analogamente, é maximo absoluto se f(z) < f(Z) para todo x € C). Um
minimo (mdaximo) absoluto de um problema ¢ uma solugao. O nosso objetivo nada mais
¢ do que encontrar as solugoes.

Para encontrarmos uma solucao, devemos procurar um extremo local. Dizemos que
um ponto & = (Z1,...,%,) ¢ um minimo (maximo) local de um problema se existe € > 0
tal que para todos os pontos x = (z1,...,z,) € C tais que

V(T —39)2 4+ (2, —2n)2 < ¢
vale a desigualdade
fo(z) > fo(2)
para o caso de minimo e
Jo(zo) < fo(Zo)

para o caso de maximo, ou seja, se o valor da funcao num ponto admissivel “proximo” z
nao excede ou nao é menor que fo(z). No capitulo que segue, vamos discorrer acerca de
extremos de fungoes de uma variavel e, no seguinte, sobre extremos de funcoes de varias
variaveis.



CAPITULO 10

Minimos de funcdes de uma variavel

Matheus Freitas e Railandi Assuncao

Neste capitulo buscaremos desenvolver um método para solucionar problemas de minimo
de fungoes de uma variavel. A diferenciabilidade e a continuidade de uma funcao di-
zem muito sobre como proceder para resolver o problema. Veremos que ha estratégias e
critérios obtidos do conceito de fungao convexa que podem ser bastante uteis. Além disso,
os conceitos de fungao convexa e de diferenciabilidade podem ser unidos para dar origem
a um critério simples para determinar quando uma func¢ao é convexa ou nao.

O tratamento dado aqui terd foco nos problemas de minimo, ja que tudo pode ser
adaptado de maneira simples para os problemas de maximo. Do mesmo modo que a
convexidade de uma funcdo tem um papel de destaque nos problemas de minimo, as
funcoes concavas tém propriedades analogas relacionadas a problemas de maximo.

Convexidade é um conceito originalmente de geometria. Estender esta definicao para
funcoes nos permitira trabalhar com os problemas de forma bastante geométrica. Fazemos
a definicao a seguir que se aplica a qualquer contexto em que os termos indefinidos da
sentenca facam sentido.

Definicao 10.1. Um conjunto é convexo se quaisquer dois de seus pontos podem ser
conectados por um caminho inteiramente contido no conjunto.
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Figura 10.1: Exemplo de conjunto convexo.

Segue abaixo um exemplo de conjunto nao convexo.

Figura 10.2: Exemplo de conjunto nao convexo.

Antes de definir o que é uma funcao convexa, comecamos definindo uma propriedade
um pouco mais “fraca” que a convexidade em si. Esta formulacao aparece em 1905 com
Jensen.

Definicao 10.2. Uma funcao f: I C R — R é convexa em pontos médios se

f(a)—;f(b) > (a—2H)>

para todos a,b no conjunto convexo I.

Estas fungoes também sao comumente chamadas de Jensen convexas. O significado
desta defini¢ao diz estd ilustrado na figura abaixo. O valor da fungdao no ponto médio de
a e b deve ser sempre menor ou igual a media dos valores da funcao em a e em b.
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2

Figura 10.3: Interpretacao geométrica da convexidade em pontos médios.

Agora, tratamos da propriedade “mais forte”. Ha varia formas equivalentes de definir
o que seria uma funcao convexa. Podemos dizer que uma fungao é convexa se a parte
acima do seu grafico é convexa no sentido que definimos antes, ou seja, uma funcao f é
convexa se 0 conjunto

{(z,y) :y > f(2)}

é convexo, ilustrado abaixo em verde.

Figura 10.4: Em verde, o conjunto acima do grafico de f.

No entanto, utilizamos a seguinte defini¢ao, que nos sera mais adequada:

Definig¢ao 10.3 (Desigualdade de Jensen). Uma fungao f : I C R — R, onde I é convexo,
é dita convexa se

flta+ (1 =1)b) < tf(a)+ (1 —t)f(b), Va,b € I, ¥t € (0,1).
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(b, £(b))

(a, f(a))

Figura 10.5: Exemplo de funcao convexa.

Esta desigualdade sera deduzida mais adiante. Se a desigualdade da definicao for
estrita, dizemos que f é estritamente convexa. Ha uma outra forma de se pensar em

convexidade, utilizando a equacao cartesiana de secante ao grafico de f pelos pontos
(a, f(a)) e (b, f(b)) através da desigualdade

f(b) = f(a)
< =7 v 7

foy < 1O
Se trocarmos, na expressao acima, (z —a) por (z —b) e f(a) por f(b) temos a equagao da

mesma reta, logo uma definicao equivalente. Trabalhando essas desigualdades, podemos
dizer que uma fungao é convexa se

f@) = f@) _ JO)=f(a) _ I~ ()

T —a b—a b—=zx

(x —a)+ f(a), Va<zx <beml.

Estas duas formulagoes sao equivalentes pois a secante tem equacoes paramétricas

{x(t) =ta+ (1—t)b
y(t) =tfla)+ (1—1t)f(b).

Segue abaixo um exemplo de fungao nao convexa. Observe que ha um ponto do grafico
da funcgao que fica acima da reta secante.

(b, £(b))

(a, f(a))

Figura 10.6: Exemplo de funcdo nao convexa.
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Uma propriedade interessante é que todas as normas sao convexas. Esta é uma simples
consequéncia da desigualdade triangular:

[tu + (1 = t)v] < Jtul + [(1 = t)v] = tlu] + (1 = 1) v],

para v e v em um espago com produto interno. Também sao convexos os polinémios de
grau 2 da forma f(x) = az? + bz + c. Para mostrar isso, vemos primeiro que, sendo
h(x) = bz + ¢, temos
h(tz + (1 —t)y) =b(tx + (1 —t)y) + ¢
=t-bxr+t-c+(1—-t)-y+(1—-1t)-c
=tf(z) + (1= 1)f (),

ou seja, funcoes afins sao convexas. Basta entao mostrar que x

(r —y)? ? +y* 2wy
WIS — >
i = i =4

2 ¢ convexa; observe que

e concluimos que

c4+y\® 22+ 2zy + 1P - 2 + 92
< 2 ) B 4 -2

Nesse caso, nao mostramos a desigualdade de Jensen, mas veremos no proximo teorema
que como x? é uma funcao continua, basta mostrar que ela é convexa em pontos médios.
Note também que usamos o fato de que a soma de funcoes convexas é convexa. Isso é
consequeéncia das propriedades de desigualdades. No entanto, o produto dessas fungoes
nao ¢é necessariamente convexo. As funcoes = e 22 sdao ambas convexas em R, mas seu

produto 23 nao é.
Teorema 10.1. Uma funcao continua convexa em pontos médios é convexa.

Observamos que nem toda funcao convexa em pontos médios é convexa, embora seja
dificil encontrar um contra-exemplo.

Demonstracao. Seja f continua e convexa em pontos médios. O objetivo é mostrar a
desigualdade de Jensen. Comegamos mostrando, para todo k = 2" € N, que

2n 2"

Para k = 2 = 2!, temos, por hipétese,

s (331 +x2> < fla) + flas)

2 - 2

Para k = 4 = 22, aplicando o caso anterior duas vezes temos
)

1+ X9+ T3+ x4 1 T1+ X9+ T3+ x4
f 1 =13 2

005 (23)
f(z1) +f(172)1—f(l“3) + flza)

<
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Suponha, entao, que vale a desigualdade para um natural qualquer k£ = 2". Aplicando a
definicao e a hipotese de inducgao, obtemos

$1+"‘+I2n+1_ 1$1++S€2n .T2n+1+"'+372n+1
() ([ )

1 Ty+ -+ Ton Tonyy + -+ + Tont1
<5 (r () oo (=)
<1<f($1)+"'+f($2n)+f($2n+1)+"'+f(902n+1)>
-2 2n n
:f($1)+"'+f($2n+l)
2n+1 :

Logo, vale para toda poténcia de 2 natural.
Vamos mostrar agora que vale para um n qualquer natural. Escolhan pontos zy,...,x,
e defina
Tt

Tupt =00 = Tgm =g = ——————,

onde 2™ > n. Pelo que mostramos antes, temos
m 1 m - m
2 f | g o e (27 = n)a] | < D i)+ (2" =) f(xo).
i=1

Olhando para o argumento da funcao a esquerda de desigualdade, vemos que

1+t Ty n
(214 + 2+ (2" —n)wp) = " g — —g

1
2m 2m 2m

= Tg.

Segue, entao, que
n

27 f(xo) <D flai) + (27 — n) f (o),

i=1

ou seja,
1+ xy, 1 &
o o n <_§ Y
f( n )_ni:1f(x1)

Generalizamos a equacao que define fungoes convexas em pontos médios para uma quan-
tidade arbitraria n de pontos. Uma consequéncia direta disso é que a desigualdade de
Jensen vale para valores de parametro ¢ racionais no intervalo (0,1). Seja m < n e defina
ri=x,i€{l,..., mtex;=y,je{m+1,...,n}, entdo

n—m

F(Ber ) < T+ S )

n
Para mostrar a desigualdade de Jensen, tomamos R 3 a = a1+a2 e N> n = (n—m)+m,
com n > m. Lembre-se, agora, que os racionais sao densos em R, ou seja, dados u < v
em R, existe ¢ € Q tal que u < ¢ < v. Usando este fato, podemos variar m e n de modo

que
...m 3]
lim — = —
n a
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e fica determinado
.o n—m aq a9
lim =1—- ===
n a a

Usando agora que f é continua e aplicando os limites na desigualdade que deduzimos
acima para f, vemos que

ai a9 aj a2
(Ze+2y) < Dr@) + 21),
a a a a

com a;/a € R valores entre 0 e 1. Portanto, estd demonstrado que f é convexa. Observe
que a hipotese da continuidade de f foi fundamental para podermos “passar o limite para
dentro”e chegar a conclusao que queriamos. O

Utilizando conceitos de calculo, vamos caracterizar as fungoes convexas. O critério
estabelecido para determinar quando uma funcao é convexa é bastante ttil, pois utiliza
apenas derivacao.

(b, £ (b))

Teorema 10.2. Uma funcao duas vezes diferenciavel é convexa se, e somente se, sua
segunda derivada é nao negativa.

Demonstrag¢ao. Denotaremos aqui a equagao da secante ao gréafico por L(x). Seja f :
I € R — R duas vezes derivavel em [ (conjunto convexo). Suponha primeiro que
f'(x) >0Vaz e l. Sejam a <z <bem I. Reescrevemos a equagao da secante como

o) = 1(0)+ (522 ) (0) = Fla)

~ -2 s+ (522 s

Observe que

entao




96 CAPITULO 10. MINIMOS DE FUNCOES DE UMA VARIAVEL

Devemos mostrar que

L(z) — f(z) = 0.
Note que

L) - f0) = (=) fia) (‘) s - (3=2) s - (5=2) s
- (522 v - @) - (25 o - )
_ ( x—ba_l;—x ) (f(b[)):i(x) B ((x —ba)_(l;— :U)) (f(xi:i(a))

Pelo Teorema do Valor Médio, existem c¢; € (a,x) e ¢y € (x,b) tais que

f(a‘;z : Z:(a> _ f/(cl)
Entao,

2o) - o) = (U520 () - )

_ ((96 —a)(b—x)(c; — 01)) (f’(62) - f’(cl)) .

b—a Cy — C1
Usando, novamente, o TVM, existe d € (c1, ¢2) tal que

f'(ca) = f'(e1)

C—(C

= f"(d).
Logo, de acordo com nossa hipétese,

L(z)— f(z) = <<:U - a)<bb__wa)(02 — Cl)) f"(d) > 0.

Portanto, f é convexa.
Suponha agora que f seja convexa. Por definicao,

f@) = fla) _ fO) = fla) _ f(b) = f(@)

T —a b—a - b—=x

Tomando os limites x — a a esquerda e x — b a direita, vemos que

f(b) — f(a)

flay < 2L

< f(b),
ou seja, f’ é nao decrescente, i.e., f’(x) > 0 em I, j& que a e b sdo arbitrarios. m

Corolario 10.2.1. Seja f : I C R — R duas vezes derivdavel. Se f"(z) > 0, Vz € I,
entao f é estritamente convexa.
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Conhecendo esses resultados, fica facil ver que e* é uma funcao estritamente convexa
em R e arctan z é convexa em (—o0, 0], j4 que sua segunda derivada é —2x/(1+ 2?)?, que
se anula em z = (0. Se tirdssemos o 0 de seu dominio, ela seria estritamente convexa.

O coroléario acima pode ser demonstrado trocando a desigualdade < na demonstracao
do teorema anterior por uma desigualdade estrita <. Vamos ver agora algumas con-
sequéncias da convexidade com relacao a problemas de minimo.

Definimos um ponto a como sendo minimo local de uma funcao f : I — R se existe
uma vizinhanca N C I de a tal que

f(a) < f(z), Yz € N.
Analogamente, a é um minimo global se
fla) < f(z), Vxel.
Teorema 10.3. Seja f convexa. Todo minimo local de f é um minimo global.

Demonstracdao. Seja x* um minimo local de f. Existe um intervalo N C [ tal que
f(@") < f(z), Vo € N.

Suponha por contradi¢do que existe xy € I tal que f(z9) < f(z*). Considere segmento
parametrizado
x(t) =tz" + (1 — t)xg, t € [0, 1]

contido em I, ja que assumimos o dominio de f sendo convexo. Pela convexidade de f,

fla@) <tf(®) + (1 =) f(xo) <tf(2™) + (1 —t)f(2") = f(a7),

h () < f), te(0,1),

ja que f(xg) < f(z*). Podemos, no entanto, escolher ¢ tao préximo de 1 tal que z(t) € N,
de modo que

fx(t)) < f(2%), x(t) € N,

o que é um absurdo, ja que z* é minimo local. O

A funcao
2 T —x 2
f(x):coshx—%:%—%

definida em R é convexa pois tem segunda derivada f”(z) = coshx — 1, que se anula em
x = 0 e é positiva no restante do dominio. Ela tem um ponto de minimo e m = = 0,
entao este ponto deve ser um minimo global da funcao. O proximo teorema é uma simples
consequéncia do teorema anterior e da definicao de convexidade estrita.

Teorema 10.4. Seja f : I — R estritamente convexa. Existe, no maximo, um minimo
local de f em I. Consequentemente, se existe um minimo, ele é o tinico minimo global.

Demonstracao. Suponha que f tem um minimo local z* € I. Se xy € I for um outro
minimo local, temos f(x*) = f(x(), pois sdo ambos minimos globais (teorema anterior).
Considere o intervalo parametrizado

z(t) = tx* + (1 — t)zo, t€]0,1].
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Temos
fla(t) <tf(z") + (1= t)f (o) = tf(z") + (L = ) f(a") = f(a7),
ie.,
fz(t) < f(2"),
0 que é um absurdo pois 2* é minimo global. 0

Mencionamos anteriormente as funcoes concavas sem dar muitos detalhes. Uma funcao
¢ concava se

Fta+ (1 —t)b) > tf(a)+ (1 — ) f(b), Ya,b € I, ¥t € (0,1).

Apenas mudamos a orientacao da desigualdade. Todas as consideracoes que foram fei-
tas sobre fungoes convexas (e problemas de minimo) podem ser adaptadas para fungoes
concavas (e problemas de maximo). Observe que, se f é convexa, entdo —f é concava.

A seguir, demonstramos teoremas que sao importantes para a solucao de problemas
de otimizagao (maximos e minimos). O Teorema de Fermat estabelece uma condigao
necessaria para que um ponto num aberto seja um extremo de uma funcao. Um ponto
é dito um extremo local de uma funcao se é um méximo ou minimo local. Com esta
condicao, podemos desenvolver os algoritmos vistos em Calculo para solucionar problemas
de otimizacao. O Teorema de Weierstrass nos permitird dizer, em alguns casos, se o
problema tera solucao.

Defini¢ao 10.4. Uma funcdo f : (a,b) C R — R é diferenciavel em xy € (a,b) se existe
uma funcao linear y = kx tal que

f(xo+ ) — f(wo) = kx +r(x)

tim 7 _ o,

z—0 |x|

Esta definicao traz a tona a ideia de que podemos aproximar, localmente, uma fungao
por sua reta tangente.

Teorema 10.5 (Teorema de Fermat). Seja f uma fungao real definida num intervalo
(a,b) C R e diferenciavel em xy € (a,b). Se zg é¢ um extremo local de f (méximo ou
minimo), entdo f’'(zo) = 0.

A demonstracao consiste em determinar o que ocorre se f'(xg) # 0.



Figura 10.7: Ilustracdao da prova.
Demonstra¢ao. Suponha f'(zg) = k > 0. Temos

T(Z‘) = f(l'o—l—x) - f(xo) — kx

A LGl

z—0 |I|

Entao existe § > 0 tal que
k
] <0 = |r(z)| < §|x|

Se o incremento x é positivo, temos r(z) > —gm e segue que

f(wo + ) = f(wo) + ka + r(2)

> f(xo) + kx — gm

f
k
f(zo) + 5> f(x0)

Por outro lado, se x < 0, temos r(z) < —%x e segue que

flzo + ) = f(xo) + kx + r(x)
(

ou seja,
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para um y suficiente préximo de zy. Com um raciocinio similar, chegamos ao mesmo
resultado se f'(xg) < 0. Portanto, para que xy seja um extremo local, devemos ter
f’(l’o) =0. ]

Como consequéncia deste Teorema, o método para encontrar maximos e minimos de
uma funcao é o bem conhecido “derivar e igualar a zero”.

f(®)

Teorema 10.6. Uma funcao continua definida num intervalo fechado atinge um méximo
e um minimo.

O teorema de Weierstrass mostra que um ponto pode ser extremo de uma fungao sem
que exijamos que a derivada seja nula no ponto.

Antes de demonstrarmos o teorema, vamos demonstrar o seguinte lema, que pode ser
estendido do intervalo fechado [0, 1] para os outros conjuntos compactos da reta real.

Lema 10.6.1. Toda sequéncia monétona de nimeros no intervalo [0, 1] tem um limite
neste intervalo.

Demonstragao. Seja {x1,...,x,, ...} uma sequéncia em [0,1]. Suponha que seja nao
decrescente (os outros casos sdo andlogos):

Tp < Tpi1, VneN.
Podemos representar qualquer nimero em [0, 1] como um decimal
0nng..., n; € {0,1,79}

Como ¢é uma sequéncia nao decrescente num intervalo limitado, deve haver um primeiro
digito n, que se repete infinitamente. Seja xy, o primeiro com n; sendo o primeiro digito

ap6s o 0. Considerando a subsequéncia {zy,, ...} dos nimeros com n; sendo o primeiro
digito apos o 0, deve existir um digito ns que aparece infinitas vezes. Seja xy, 0 primeiro
em {Ty,,...} com ny como segundo digito.

Procedendo assim continuamente, chegamos num decimal

O.TLan e
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que representa um numero oy € [0,1]. Comecando com zy,, todos os nimeros sao da
forma 0.ny.... Comecando com zy,, todos sao da forma 0.nyny... e assim por diante.
Segue que, para n € N,

Tn < T

por construcao. Para um n > Ny, temos
To— Ty < 107°

e temos

limx,, = xg.

Vamos agora a demonstracao do Teorema. Primeiro, lembramos que f é continua em
xo se, dado qualquer £ > 0, existe d > 0 tal que

|z — x| <6 = |f(x) — f(zo)| <e.

Uma das consequéncias da continuidade é que, se (x,,) é uma sequéncia que converge para
xg, entao (f(x,)) é uma sequéncia que converge para f(xg).

Seja f definida e continua no intervalo [0, 1], vamos mostrar que ela atinge um maximo.
Dizemos que um intervalo A; = [ay, b;] é melhor que um intervalo Ay = [ag, by se existe
x* € Aq tal que

flz*) > f(z), Vo € As.

Seja A? = [0, 1]. Dividimos ele em A} = [0,1/2] e A} = [1/2,1]. Denote por A! o melhor
desses intervalos. Caso nenhum seja melhor, escolha qualquer um. Seja x; a extremidade
esquerda do intervalo. Para cada x & A!, deve existir um z* € A! tal que

f@®) = f(=).

Se A! ¢ o melhor isso vale. Se A! ndao é o melhor e nao existe tais x*, entao [0, 1] — Al
deve ser o melhor. O que é contraditério, por nossa escolha de Al. Dividimos A! em dois
intervalos A? e A2 e escolhemos o melhor entre eles A% como anteriormente, sendo x5 seu
extremo esquerdo. Analogamente, existe z* € A? tal que

fa®) = flz)

para cada x & A

Procedendo desta forma chegamos numa sequéncia (z,,) nao decrescente em [0, 1], que
estd ilustrada abaixo.
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Ln
L5
T o L4
® ® ® *—0—0
0 T3 1
[ L ]
Al
o r—FF— 0
A2
o9
A3
*—e
A4
A"

Figura 10.8: Construcao da sequéncia (z,) que é nao decrescente em [0, 1].

Seja o = limx,,. Vamos mostrar que
f(xo) > f(x), Yz €]0,1].

Suponha, por contradi¢do, que existe um z’ € [0, 1] tal que f(2') > f(xo). Escolha § > 0
tao pequeno de modo que
lzg — 2| > 0 e |xg — 2| <,

com 0 <z < 1. Isso implica que
f(x) < fwo) < f(2).

O tamanho dos intervalos A™ é 27", Escolhemos n tao grande tal que A" C (zg—4, xo+0).
Note que, pela escolha de 9,

$/ ¢ (:EO - 5a o + 5)7
entao existe y € A" tal que
fy) = f(@).
Por outro lado, |y — x¢| < ¢ implica que

fy) < flxo) < f(),

o que é um absurdo. Logo, chegamos a conclusao que queriamos.



CAPITULO 11

O principio de Lagrange

Rafael Almeida e Thais Marcal

11.1 Funcoes de varias variaveis

Neste capitulo, vamos discutir meios de se resolver problemas de extremos para fungoes
de varias variaveis, isto é, funcgoes reais do tipo f : R” — R. E recomendével que o leitor
esteja familiarizado com o conceito de continuidade para fungoes de varias variaveis e com
o que foi discutido no capitulo anterior.

Sejam fo, f1,..., fm : R" — R fungoes de n varidveis = (x1,...,x,). A principio,
nos vamos considerar problemas para os quais as restricoes podem ser tanto igualdades
quanto desigualdades:

fo(z) = min(max), fi(x) =0, i=1,...,m,
fi(z) <0, i=m'+1,...,m.

(p)

Entretanto, em geral vamos lidar com problemas para os quais as restrigoes sao somente
igualdades, como por exemplo

fo(z) = (x1 — a1)?* + (22 — az)?
+ (1= b1)? + (22 — by)® (p1)
+ (11 — 1)® + (72 — ¢2)® = min, z = (71, 72) € R

e também
fo(z) =21+ 2, = max, fl(x):x12—|—--~+xn2—1:0. (ps)

Note que paran = 2, (p,) é o problema planimétrico de Kepler e, paran = 3, é o problema
classico de Kepler do volume maximo de um paralelepipedo inscrito em uma esfera. Ja
(p;) é a formalizagao do problema de encontrar um ponto do plano tal que a soma dos
quadrados das distancias a trés pontos dados é minimo.

Obviamente, nem todo problema do tipo (p) tem uma solu¢do. Entretanto, como
no caso de uma funcao de uma variavel, é possivel formular um teorema, provado por
Weierstrass, que garante a existéncia de uma solugao para varios casos.
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Seja C' o conjunto dos pontos que satisfazem (p), isto é, o conjunto dos pontos x tais
que

e
file) <0i=m'+1,...,m.

O conjunto C ¢ dito limitado se existe uma constante A > 0 tal que |z;| < A1 =1,...,n,

para todo z = (z1,...,z,) em C. Por exemplo, o conjunto x% + - - -+ z2 = 1 ¢ limitado e

o conjunto x; = z2 (uma pardbola) ¢ ilimitado. Ademais, no nosso contexto diremos que
C é um conjunto fechado* se dada uma sequéncia de pontos ¢, € C que converge para c,
temos ¢ € C. Um conjunto fechado e limitado é dito compacto.

Teorema 11.1 (Weierstrass). Assuma que as fungoes fo, ..., f,, no problema (p) sao
continuas e que o conjunto C' de pontos admissiveis em (p) é compacto. Entao os proble-
mas

fo(z) — min, fi(x) =0, i=1,...,m, (Do)
fi(z) <0, i=m'+1,...,m. Pmin
e
fo(z) — max, fi(x) =0, i=1,...,m, ( )
fi(z) >0, i=m'+1,...,m. Pmax
sao solucionaveis.
Esse teorema tem o seguinte importante corolario.
Coroldrio 11.1.1. Se a fungao fo(x) é continua para todo x € R" e
lim fo(x) = 00
T—00
quando z? + - - - 4+ 22 — oo entao o problema irrestrito
fo(x) — min
tem solucao.
Definigao 11.1. Um ponto & = (&1, . .., &,) é dito ter um minimo (maximo) local do pro-
blema (p) se existe € > 0 de modo que para todos os pontos admissiveis © = (x1,...,2,)

tais que
|J}Z—Zi'z| <e t1=1,...,n,

a desigualdade fo(z) > fo(2) (fo(x) < fo(2o) é valida.

Se & produz um extremo local para o problema irrestrito (p), entdo nds também
podemos dizer que & produz um extremo local da funcao fj.

Antes que possamos formular a regra fundamental para a solucao de problemas do
tipo (p), é necessario apresentar mais um conceito.

Seja f uma fungao definida para todo = = (x1, ..., z,) satisfazendo as desigualdades

ajnggbj,jzl,...,n,

*Na verdade, essa é a definicao de conjunto sequencialmente fechado. Entretanto, como o dominio
das nossas fungoes é R™, que é um espaco métrico, sequencialmente fechado é equivalente a fechado.
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(o conjunto de tais pontos é chamado paralelepipedo e denotado por [[(a1, by;...;an, b)),
e seja £g = (o1, . .., Ton) Um ponto que satisfaga as desigualdades estritas
a; <xz; <bj,j=1,...,n

Considere a seguinte fungao de uma variavel

gi(x) = f(xo1, ..., Toj-1,%0j + T, 0415 - - Lon)-

Dito de outro modo, fixamos todas as coordenadas de xy com excecao da j-ésima e
acrescentamos x a j-ésima coordenada. Agora, vamos assumir que g; é diferencidvel no
ponto 0, de modo que faz sentido a seguinte defini¢ao.

Definicao 11.2. A derivada em 0 da funcao g; ¢ chamada de j-ésima derivada parcial
df (xo)

Lj

da func¢ao f no ponto zy e é denotada por
Agora, formulamos dois teoremas que nos permitirao estabelecer uma regra para a

solucdo dos problemas do tipo (p). Vamos considerar primeiro o problema irrestrito (p).

Teorema 11.2 (Fermat). Suponha que todos as derivadas parciais da fungao fy existem
no ponto . Se & produz um extremo local (minimo ou maximo) de fy entao

0fo(2)
&L‘j

—0,j=1,....,n (11.1)

Note que esse teorema é a generalizacao natural do caso unidimensional, isto é, das
funcoes f : R — R. Os pontos em que todas as derivadas parciais se anulam sao chamados
de estaciondrios. Assim como no caso de dimensao 1, a igualdade (11.1) é uma condigao
necessaria, mas nao suficiente. A fim de ilustrar o uso deste teorema, vamos resolver o
problema (p;). O Corolario 11.1.1 garante a existéncia de uma solugao, digamos (Z, ),
que deve satisfazer

O:%;i’:g) :2[(£—a1)+(§7—b1)+(£—01)] — i:(a1+b1—|—cl)/3
o:%i’g) =2[( —az) + (J —by) + (§ — ¢2)] = § = (ag + by + ¢3)/3.

Dito de outro modo, a solugdo (#,7) é o centro de gravidade do triangulo de vértices

(Cll, a'2>7 (b17 b2)7 (Clv 02)~
Agora considere o problema (p) apenas com as igualdades e defina

g(l‘,)\) = /\OfO(:E) + )‘1f1<x) +o Amfm($)7

onde £ = (x1,...,2,) e A = (Ao, A1, .., Am). Z(x,A) é chamada fun¢do de Lagrange e
0S NUMeros Ag, A1, ..., A, sao os multiplicadores de Lagrange.

A seguir temos uma versao abreviada de um principio geral de Lagrange: para resolver
o problema (p) (considerando apenas igualdades), podemos construir a fungao de Lagrange
e aplicar o Teorema 11.2. Dali, basta resolver as equacoes resultantes

L(x,\)

——=0,7=1,... 11.2
axj y J ) » 1, ( )
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sob as restricoes
file)=0,i=1,...,m, (11.3)

com respeito as variaveis x1,...,T,, Ao, A1, ..., Ay € toma, entre as solugoes, a desejada.
Essa regra é baseada no seguinte teorema, talvez familiar aqueles que ja fizeram um curso
de calculo em varias variaveis.

Teorema 11.3 (A regra do multiplicador de Lagrange). Sejam fo, ..., f,, fungoes defi-
nidas em um paralelepipedo [[(a1,b1;...;an,b,) que contém no seu interior o ponto & =
(T1,...,2p), a; < &; < b;,t = 1,...,n. Suponha que todas as fungoes f;,i = 0,1,...,m
e todas as derivadas parciais df;/0z;, i = 0,1,...,m,j = 1,...,n s@o continuas neste
paralelepipedo. Se o ponto admissivel Z produz um extremo local (minimo ou maximo),
entao existem A\g, A1, ..., A, € R nao todos nulos tais que

L\
Z@N i1,
8$j

sendo & = (Z1,...,%n) e A= (Ao, Ay ooy Am)-

Duas observagoes sao necessarias. Primeiro, o sistema (11.2)-(11.3) contém n + m
equacoes e n + m + 1 incégnitas, devemos ter sempre em mente que os multiplicadores
de Lagrange podem ser multiplicados por qualquer constante nao nula. Dai, podemos
assumir a menos de multiplicacao por constante que um dos multiplicadores de Lagrange
é 1, o que nos permite dizer que o sistema (11.2)-(11.3) tem o mesmo nimero de equagoes
e incognitas.

Uma segunda observacao é que as equagoes em (11.2) trazem mais informagao quando
Ao # 0. De fato, se A\g = 0 entao as equagdes em (11.2) simplesmente refletem a dege-
nerescéncia das restrigoes e nao estao relacionadas a fungao cujo extremo estamos pro-
curando. Normalmente, impoe-se restrigoes adicionais para garantir que A\g # 0; no caso
m = 2 para o teorema que acabamos de enunciar, uma condicao suficiente é que os
vetores (0f1(2)/0xy,...,0f1(2)/0x,) e (0f2(T)/0x1,...,0f2(Z)/0x,) ndo sejam propor-
cionais. Entretanto, nao se deve presumir, a priori, que \g # 0. O exemplo a seguir
mostra que a regra do multiplicador de Lagrange pode falhar se fizermos essa suposi¢ao
adicional.

Exemplo 11.1. Considere o problema
r; — min, 5 — 2% = 0.

A Figura 11.1 mostra que a unica solugao do problema é o ponto & = (0,0). Porém, ao
tentarmos formar a funcao de Lagrange com Ay = 1 e aplicar o algoritmo de Lagrange,
temos

L =x1 + N5 — z}),

0.% 0Z
=0 = 3\’ +1=0,—=0 = 2\z, =0.
0xq 019

Obtemos um sistema impossivel.
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Lo

Figura 11.1: ITlustracao do exemplo.

A regra do multiplicador de Lagrange nos da um método para procurar solugoes do
problema (p) com igualdades, divido em 4 etapas, e chamado principio de Lagrange.

1. A primeira etapa é a formalizagao do problema. Aqui tentamos, se possivel, reduzir
o problema a forma (p) sem desigualdades.

2. A segunda etapa é aplicar a regra dos multiplicadores de Lagrange, ou seja, montar
o sistema de equacoes

0L _
8xj N

fl(ZC):O,’L:L,m

0,7=1,...,n,

3. A terceira etapa é encontrar todos os pontos estacionarios. Aqui pode ser 1til
analisar primeiro quando que Ay pode ser igual a zero.

4. A quarta etapa é selecionar, entre os pontos estacionarios, os pontos onde a funcao
fo assume seu menor (ou maior) valor.

Os teoremas formulados acima implicam que (no problema sem desigualdades) se o con-
junto de pontos admissiveis é compacto e sao continuas todas as fungoes fo, ..., f, junta-
mente com as derivadas parciais 0f;/0z;,©1 =0,...,mej=1,...,n, entdo o método dado
acima nos fornece uma solugao para o problema. Para finalizar o capitulo, vamos elucidar
alguns pontos discutidos acima. Observamos também que as demonstracoes dos Teoremas
11.1, 11.2 e 11.3 estao além do escopo deste texto e, portanto, nao serao apresentadas
aqui.
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11.2 Uma aplicagao inusitada
Considere o problema
Jo(w1, 22) = max, fi(x1,22) = ayx1 + agry —b =10,

ou seja, n = 2, m = 1 e a restri¢do ¢ uma relagao linear. O gréfico de y = fo(z1,x2)
pode ser pensado como a superficie de uma regiao montanhosa, de modo que a relagao
fi(z1, x2) = a1x1 + asxs — b = 0 define uma reta em um plano. Podemos visualizar essa
situagao como um linha de transmissao de eletricidade sendo construida em uma regiao
montanhosa ao longo de um caminho cuja representacao, no mapa, ¢ uma reta. Com isso,
perguntamos: onde esta o ponto mais alto da rota da linha de transmissao?

Para responder a pergunta, precisamos ter em mente que as montanhas sao represen-
tadas como curvas de nivel nos mapas, ou seja, curvas que ligam pontos a mesma altitude.
Agora, pense na disposigao da rota da linha de transmissao (no mapa) e da curva de nivel
da montanha no ponto mais alto da rota.

Observe que, no ponto que estamos interessados, a rota nao pode interceptar a curva
de nivel. De fato, se isso ocorresse entao a rota estaria passando de uma regiao mais alta
para uma regiao mais baixa. Isso nos permite concluir que, no seu ponto mais alto, a rota
deve ser tangente a curva de nivel.

Voltando a fungao fi, temos que

oh_ . oh
85131 - 8332 -

Interpretando geometricamente a equacao a;x; + asxrs = b, temos que o vetor (al, ag) é
perpendicular a rota e a cada uma das curvas de nivel da func¢do fi(xy,z3). Surpreenden-
temente, esse fato é geral: se fi(x, z2) é continua com derivadas parciais continuas, entao
o vetor (0f1(z)/0xy,0f1(Z)/0xs) é perpendicular & tangente a curva de nivel f(x) = f(z)
em ZT.

Figura 11.2: Ilustracao do argumento.
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Juntando os dois paragrafos anteriores, temos que (0fo(z)/0x1,0fo(Z)/0xs) € (a1, as)
sao ambos perpendiculares a rota e, portanto, multiplos um do outro, isto é,

0hul®) + Aa; =0, 0fo(@) + Aag =0
T i)
ou
0L (2,1, ) 0L (z,1,\)
TS, T,
8x1 81’2
sendo

g(l’, /\0, /\) = /\0f0(l’) + /\fl(ZE)

Nesse caso especial, recuperamos a regra do multiplicador de Lagrange e podemos, com
argumentos similares, mostrar que esse é o caso sempre que f; tenha derivadas parciais
continuas, ainda que nao seja afim.

11.3 Uma observacao sobre fungoes convexas

No capitulo anterior, falamos de funcoes convexas de uma variavel. Fung¢oes convexas de
varias varidveis sao definidas de maneira inteiramente analoga: vamos dizer que f : R" —
R é convexa se dados x, 2’ € R™ quaisquer e 0 < a < 1, vale a desigualdade de Jensen

flaz + (1 —a)2’) < af(x) + (1 — a) f(2).

Alguns exemplos de funcoes convexas sao funcoes lineares, funcgoes afins e a funcao

distancia
flxy, ... mp) = /22 + - + 22

Diremos que y = f(x) é estritamente convexa se vale a desigualdade estrita acima, com
0 < a < 1. Alguns exemplos sdo y = 22 e y = 2% + 2. Nao é muito dificil ver que se
uma fungao estritamente convexa atinge um minimo em Z, entao esse minimo € Unico.
Ademais, se uma funcao convexa é diferenciavel e suas derivadas se anulam em um certo
ponto, entao a fungao atinge um maximo ou minimo absoluto nesse ponto.

Também é verdade que o grafico de uma funcao convexa de mais de uma variavel
fica acima de qualquer um de seus planos tangentes. Isso nos permite concluir que, para
funcoes convexas diferenciaveis, o teorema de Fermat nos dd uma condicao suficiente para
que um ponto seja extremo. Usaremos esta consequéncia no proximo capitulo.






CAPITULO 12

Resolucao de problemas

Jorge Lucas e Thailany Machado

Neste capitulo, vamos resolver alguns problemas vistos nos primeiros capitulos do livro
usando o principio de Lagrange ou, em alguns casos especiais, o teorema de Fermat. Nao
resolveremos o problema isoperimétrico cléssico, nem o problema da braquistocrona e nem
o problema de Newton utilizando essa abordagem, por motivos que serao discutidos no
proximo capitulo. Além disso, vamos assumir que o leitor se recorde das formulagoes dos
problemas.

Seguiremos uma abordagem padrao, dividida em 4 etapas:

1. formalizar o problema;

2. usar o principio de Lagrange ou o teorema de Fermat;
3. resolver as equagoes correspondentes;

4. escolher os pontos desejados e discutir a resposta.

Vamos comegar com os problemas que se reduzem a encontrar extremos de funcoes de
uma variavel.

12.1 O problema de Snell sobre a refracao da luz

Aqui, apresentamos a solucao “padrao” do problema, como Leibniz foi o primeiro a fazer.

Para formalizar o problema, tomamos a reta que separa os dois meios como sendo
o eixo = e a reta perpendicular a esse eixo por A como sendo o eixo y. Suponha que
A=(0,a) e B=(d,—b). Seja D' = (x,0). O tempo necessério para que a luz percorra o
caminho AD'B é dado por

Va? + x? N b2 + (d — x)?

(%1 V2
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Isso leva ao seguinte problema irrestrito

Va+a? b2+ (d— )2

fo(z) = + — min.
U1 V2
Aplicando o principio de Lagrange, devemos ter f)(z) = 0, o que suscita a seguinte
equacao
T d—x
folz) = =0

w2+ 12 v (d — z)?

Como cada uma das parcelas é monotonica (em z), vemos que a equagao fj(z) = 0 tem
uma unica solugao, digamos . Além disso, a convexidade de f nos garante que o teorema
de Fermat nos da uma condigao suficiente para que um ponto seja extremo. Portanto, &
é uma solucao e, ademais, a convexidade estrita de fy garante que ela é tinica. A equacao
acima juntamente com a Figura 2.1 implicam na igualdade

senag S€N (g

Y

U1 U2
que expressa a lei de Snell, em concordancia com o que vimos anteriormente.

Observacao. Note que nao fizemos nada de muito diferente em relacao ao que foi feito
na Secao 2.1.

12.2 O problema de Tartaglia

Seja x o menor numero. Entao 0 < x < 4 e o maior nimero é 8 — z. A diferenga entre
maior e menor é 8 — 2x, de modo que temos a seguinte formalizagao para o problema

fo(z) =2(8 —x)(8 — 22) —» max, 0 < z < 4.

Novamente, a condigao que deve ser satisfeita é f{(z) = 0. Considerando a expressao de
fo, 0s pontos estacionarios sao

4 4
fi(z) = (22 — 242° + 642) =62° =482 +64 =0 < 11 =4— —, Ty =4+ —.
Como x5 > 4, vamos descartd-la. Portanto, temos trés pontos criticos: 0, 4 e x1. Como fy
é continua e diferenciavel em todo ponto e esta sendo considerada em um intervalo finito,
a solugao deve estar entre os pontos criticos. Ora, mas f,(0) =0 = fo(4) e fo(z1) > 0, de

modo que x; é a solugao do problema.

12.3 A desigualdade aritmético-geométrica

Para provar a desigualdade usando o principio de Lagrange, vamos primeiro considerar
um problema auxiliar:

fo()
file) =21+ 20+ 2, =1
fz(l') xi_1207i:2,3,...,n+1,

T+ To- Ty — MaAX



12.4. A DESIGUALDADE ARITME‘TICO—QUADRATICA 113

com ¢ = (xy,...,2,). As fungdes f; e suas derivadas parciais sdo continuas. Como
0 < 2z < 1 para todo k, segue que o conjunto de pontos admissiveis ¢ limitado. Pelo
teorema de Weierstrass, segue que existe uma soluc¢ao & = (21, ..., Z,) e é claro que Zy # 0
para todo k pois, do contrério, teriamos fo(2) = 0 sendo que ha pontos admissiveis tais
que fo(x) > 0 (por exemplo, x; = 1/n para todo 7). Note ainda que & é um maximo local
do problema acima e, como mostramos que I > 0, segue que esse ponto também serd
um maximo local para o problema sem desigualdades.
Comecando com 0 nosso passo a passo, temos a seguinte formalizagao

fo(z) = max, fi(z) =1.

A fungao de Lagrange para esse problema é Z(x, Ao, A1) = Aofo(z) + A1 fi(x). Dai, a
condicao que deve ser satisfeita é a regra do multiplicador de Lagrange:

0.7

%—0, k’:l,...,n.
k
Para encontrar os pontos estacionarios, denotamos A = 1 - - - &, € obtemos
0L Ao A
—(I',)\o,)\l) =0 = —_ —|—)\1:O
&ck T
Se tivéssemos \; = 0, entdo \g = 0, o que é um absurdo. Logo, &) = —AgA/A1, ou seja,
Ty =--=1&,=1/n,jdque 1 +---+ &, = 1. Como o ponto estacionario é tinico, segue
que ele resolve o problema.
Podemos, agora, provar a desigualdade: sejam ag, ..., a, nimeros reais nao negativos

quaisquer. Sejam S =aj +---+a, e x; = a;/S. Entao a soma dos z; é igual a 1 e, pelo
que acabamos de mostrar, segue que

n
Qay - - - Qp 1 a1+..._|_a/n
T_xl"'-rn_ﬁial'”ang(T )

demonstrando a desigualdade.

12.4 A desigualdade aritmético-quadratica
Procedemos analogamente a secao anterior e consideramos o problema auxiliar

fo(x) =21+ -+ x, — max
file) =i+ tan =1,

sendo * = (x1,...,2,). Novamente, as fungoes fo, fi e suas derivadas parciais sado
continuas. Como —1 < xp < 1,k =1,...,n, segue que o conjunto de pontos admissiveis
¢ limitado. Portanto, existe uma solugao para o problema e podemos aplicar o principio
de Lagrange. A funcao de Lagrange para esse caso é

g(.l?, )\0, )\1) = )\0f0(£13) + Alfl(x)

Identicamente a secao anterior, aqui a condicao que deve ser satisfeita pela solucao = =
(T1,...,@&p) €
0L

—=0,7=1,...,n.
axj 7] ) 1
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Calculando essa derivada em (&, A\, A1), temos que

0L . .
a—l‘j(x, )\0, )\1) = )\0 + 2)\11’3' = 0.
Como Ay = 0 implica A\g = 0, segue que \; # 0 e T; = —X\o/2\1, ou seja, &1 = -+ =&, =

1/\/n, j4 que 23 + --- + 22 = 1. Como o ponto estaciondrio é tinico, segue que ele é a
solugao para o problema.

Para provar a desigualdade desejada, sejam aq,...,a, nimeros reais quaisquer, S =
(a2 +---+a2)Y? e x; = a;/S. Entdo 22 + - -- 4+ 22 = 1. Pelo problema que acabamos de
resolver, temos que

a ap, n
L :L‘l_l_..._l_ajng_:\/ﬁ’
n

g B NG
donde segue que

< =

n v

e fica demonstrada a desigualdade. Juntando essa desigualdade com a desigualdade
aritmético-geométrica, obtemos a terceira desigualdade

a2+ +a2\"?
sl

a1+ +a, S (a%+~--+ai)”2
n

Podemos ainda utilizar o mesmo argumento para mostrar que se az, ..., a, SA0 nUmeros
nao negativos quaisquer e

b+ ar\'P
Sp:(% ’Z:ag_i_..._i_aﬁ’
p

entao

Sp <S¢ sep<q

S <Y sepz
p q

12.5 As desigualdades de Cauchy-Bunyakovski e de
Holder

Para terminar o capitulo, vamos demonstrar novamente as desigualdades de Cauchy e de
Holder, comegando pela de Cauchy.

Sejam ayq,...,a, numeros reais fixados, nao todos nulos. Considere o seguinte pro-
blema auxiliar:

fo(z) = a1y + -+ - + apx, — max

com z = (z1,...,x,). As fungoes fy, f1 e suas derivadas parciais sdo continuas e, como
—B < z; < Bparaj=1,...,n, segue que o conjunto de pontos admissiveis ¢ limitado,
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ou seja, existe solugao (digamos Z) e podemos aplicar o principio de Lagrange. A fungao
de Lagrange neste caso é £ (x, Ao, A1) = Aofo(z) + A1 f1(z). Fazendo A = (a2+---+a2)¥/?,
a solugao deve ser tal que

0L
—=0,5=1,...,n.
827‘7 7] Y 7n
Segue entao que
0L . . .
%(l', )\0,)\1) = )\Oaj + 2)\11']' = 0, ] = 1, o,
J

Novamente, nao podemos ter A\; = 0. Portanto,
;= —Xaj/2\1 =Caj, j=1,...,n,
sendo C' = \g/2);. Como 23 + -+ - + 32 = B?, segue que
C*a?+---+a’)=B? = C=+B/A

Portanto, temos dois pontos estaciondrios e a solu¢ao corresponde ao ponto com ; =
Ba;/A. Para aplicar esse resultado a desigualdade de Cauchy, sejam by, ..., b, nimeros
quaisquer e B? = b? + -+ - + b2. Pelo que acabamos de ver,

B Ba,
arby + - -+ apb, galf—i—---—i—an% — AB = (a%‘F"'—i—ai)l/z(b%—l—"'—Fbi)l/z,
que ¢ a desigualdade de Cauchy.

Para mostrar a desigualdade de Holder, procedemos de maneira inteiramente analoga:

consideramos primeiro o problema

fo(x) =a1x1 + -+ a,T, — max
fi(@) = lzafP + - + |z = B,

sendo a; > 0 para todo i e x = (1,...,2,). A fungdo de Lagrange é Z(x, g, \1) =
Xofo(z) + A fi(x). A existéncia de solugdo é novamente garantida pelo teorema de Wei-
erstrass. Vamos chama-la de e denotar A = (aﬁ’l + - 4 a? )V sendo p' tal que
1/p+1/p' =1. A condicao que Z deve satisfazer é

0L
—=0,5=1,...
a‘rj 7..7 Y 7n7
de modo que
0L, . e .
%('xv)\Ov)\l) = >\0aj :l:p)\1|x]|p b= 07 J = 17"'ana
j

o que implica que
&j=Cal ', C =+B/AV/?,

usando o fato de que

jaque 1/p+1/p =1.
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~ , . .. ~ /1 ’ .
Novamente, a solugao ¢ a com sinal positivo, Z; = Ba? JAP'/P 5 =1,... n. Para
aplicar esse resultado, considere by, ...,b, nimeros quaisquer nao negativos. Pelo pro-
blema que acabamos de resolver,

/1 B p/—l

a1b1+"'+anbn§al ++anman

p
——a

Ap'/p 1
/

B /
= o o ta)
_ B
Ar'/p

— BAY (1-1/p)
= BA,

que é a desigualdade de Holder, lembrando que B = (B0 +--- + )P e A = (a + -+ +
.



CAPITULO 13

Sobre funcionais lineares e o problema de Dido

Anita Boaventura, Herbert Luan e Livia Nascimento

Neste ultimo capitulo, vamos apresentar o conceito de funcional e enunciar um principio
de Lagrange para eles. Com isso, poderemos formalizar o problema de Dido e resolve-lo
de uma maneira diferente da apresentada anteriormente.

O desenvolvimento de métodos para a solucao de problemas de maximo e minimo esta
intimamente ligado a histéria da andlise matematica, tendo em vista que tais problemas
pertencem, por natureza, ao campo da Analise.

Lembre-se de que, a principio, resolvemos tais problemas de maneira individual, com
cada problema tendo uma solucao particular. Essa, na verdade, foi a primeira abordagem
para a solucao de problemas do tipo, mas, no inicio do século XVII, comegou-se a busca por
métodos gerais que permitissem investigar problemas de extremo de maneira unificada.

Seria razoavel imaginar que, apds estudar problemas de extremo para fungoes de uma
variavel, seguiriamos para duas variaveis, trés variaveis e assim por diante, aumentando
a dimensao do dominio uma unidade por vez. Entretanto, nao foi isso que aconteceu:
comecou-se a estudar funcoes de infinitas varidveis, e passaram-se décadas antes que a
atencao dos analistas voltasse aos problemas de dimensao finita.

O problema de Newton, o problema da braquistocrona e o problema isoperimétrico
classico sao trés exemplos nos quais consideramos “curvas arbitrarias”. Elas nao podem
ser dadas por um nimero finito de parametros, ou seja, a “regra” que as define envolve
um numero infinito de varidveis. Esse é o motivo pelo qual nao pudemos resolver esse
trés problemas no capitulo anterior.

A teoria que se desenvolveu para lidar com problemas de extremo de fungoes de in-
finitas variaveis veio a se chamar Calculo de Variagoes. A Analise para fungoes com
um numero finito de variaveis se desenvolveu um pouco depois e, mais recentemente,
percebeu-se que a analise matematica de fungoes de infinitas variaveis nao é, a principio,
mais complicada do que a andlise em dimensao finita.

117
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13.1 O que é uma funcao com um numero infinito de
variaveis?

Nos capitulos anteriores, estudamos fungoes de uma variavel, que associam, a um numero
2, um unico nimero y; estudamos algumas funcoes de duas variaveis, que associam, a um
par de ntimeros (z1, x2), um unico nimero y; e também estudamos fungoes de n variaveis.

Entretanto, também vimos exemplos de funcoes em que as variaveis eram fungoes, que
sao exemplos de funcoes com infinitas varidaveis. Tais tipos de correspondéncia, fungoes
de funcoes, sao usualmente chamados de funcionais, que foram estudados por quase
duzentos anos antes que aprendéssemos a lidar com funcoes de infinitas variaveis com
tanta facilidade quanto fungoes de uma variavel.

Considere o conjunto (ou espago), denotado por C(]a, b)), de todas as fungdes continuas
definidas em um segmento [a, b] da reta real. Agora, pense nessas fungdes como variaveis,
e vamos tentar entender a natureza de uma funcao F'(y) definida no espago C(]a, b]). Pelo
proprio significado de “fungao”, F' deve ser uma regra que nos permite calcular o nimero
F(y) para uma dada fungao continua y(z) em [a,b]. Vamos considerar alguns exemplos,
tomandoa=0e b= 1.

Exemplo 13.1. Considere F; dada por

Dito de outro modo, a imagem da funcao y por Fj é a imagem de 0 por y multiplicada
por 2. Entao, por exemplo,

yx)=z,VreR = Fi(y)=2-0=0
yr)=Vi+a2,VzeR = Fi(y)=2-V1=2
y(x) =5-2", Ve R = Fi(y) =2-5=10.

Podemos fazer o mesmo para outras fungoes, como y(z) = 3 cos (z + 2), y(z) = 51n(x+3),
e por assim em diante. Nesses casos, é facil computar Fi(y).

Exemplo 13.2. Considere agora F, dada por

que nada mais é do que a drea sob o gréfico de f. Nesse caso, se y(x) = = entao Fy(y) = %;
se y(x) = sen(x) entdo Fy(y) = 1 —cos 1, e assim por diante. Esse funcional é importante,
e recebe o nome de funcional area.

Podemos pensar num exemplo mais elaborado.

Exemplo 13.3. Agora, tome F3 dada por

2

Rl = o0 ([ @) )

Esse funcional é um pouco mais complexo. Dada uma fungao y(z), precisamos calcular
y(0), multiplicéd-lo por 2 e elevar ao cubo o numero resultante; depois, calculamos a
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integral de y(z) em [0, 1], elevamos o resultado ao quadrado e subtraimos esse quadrado
do cubo encontrado anteriormente.

Por exemplo, suponha que y(z) = z. Entdo, F3(y) = —1/4. Se y(z) = 5 - 2%, entdo
calcular F3(y) serd um pouco dificil. O que importa, entretanto, é que em principio
podemos realizar essa tarefa e obter F3(y) para cada fungao (bem definida) y(x) dada.

Comentamos, no capitulo sobre a definicao do conceito de funcao, sobre representacoes
de funcgoes através de graficos. Entretanto, em geral é complicado “representar” um
funcional.

O funcional mais simples que podemos considerar é o funcional constante, F(y) = c.
Ele associa, a cada funcao continua y, o nimero c¢. Subindo um degrau na escada de
complexidade, poderiamos pensar em funcionais “lineares”. Por analogia, a defini¢ao
precisa de funcional linear seria um funcional F' tal que

Flays +y2) = aF (y1) + F(y2),

para todo par de funcoes ¥, y2 no dominio do funcional e a € R.

As funcgoes nos dois primeiros exemplos acima sao lineares, enquanto que a fungéao no
terceiro exemplo nao é linear. Aqui, no caso de dimensao infinita, temos uma abundancia
de funcoes lineares. Num certo sentido, hd “mais” funcgoes lineares do que fungoes
continuas.

A Anélise em dimensao infinita estuda funcionais definidos em espagos de dimensao
infinita, como C([a,b]). Outro exemplo de espago de dimensao infinita com o qual o
calculo de variagoes operou, basicamente, por 2 séculos C*([a,b]), o espago das fungoes
continuamente diferenciaveis, isto é, o espaco das fungoes y(x) que sdo continuas e tém
derivada continua no intervalo [a,b]. De maneira mais geral, diremos que y € C! se y é
continuamente diferenciavel em todo R.

Vamos definir alguns funcionais importantes em C', com significados geométricos e
fisicos. Abaixo, damos alguns exemplos.

Exemplo 13.4. Comecamos com o funcional comprimento, L, dado por

b
- / VIt @S,

que associa, a cada fungao y € C', o seu comprimento no intervalo [a, b].

Exemplo 13.5. O funcional de Johann Bernoulli, 7', dado por

—
0=

7

sendo ¢ a aceleragao da gravidade. Esse funcional associa, a cada curva y definida de 0
até a, o tempo necessario para percorré-la.

Exemplo 13.6. O nosso terceiro exemplo é o funcional de Newton, F', dado por

R
X
F(y :ZK/ — —dx, K =21 pv?,
W) =28 | T e

que associa, a cada curva y € C, a resisténcia ao seu movimento em um meio raro.
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13.2 Problemas extremos para funcionais

Daqui em diante, vamos nos concentrar sobre o problema de Dido e uma pequena variacao
dele, que servirao de guias para os problemas de extremo para funcionais.

Problema 13.1 (Primeiro problema de Dido). Determinar a forma ideal de um pedago
de terra que, com um perimetro fixo [/, tenha area maxima.

A variacao que consideraremos € a seguinte.

Problema 13.2 (Segundo problema de Dido). Entre todos os arcos de comprimento [ na
meia fita [0, a] x [0, 400) com extremidades (0,0) e (a,0), encontrar o arco que, junto com
o segmento [0, a] sobre o eixo x, limite uma figura de drea maxima. Ilustramos a situagao
na Figura 13.1.

|

Figura 13.1: Ilustragao do segundo problema de Dido.

Vamos formalizar o segundo problema e, ao final do capitulo, resolver o primeiro
problema. Seja y = y(z) a equagao do arco. Tendo em mente as expressoes dos funcionais
area e comprimento, obtemos a seguinte formalizacao

50) = [ wa)de — max, L) = [ VI G@Pdr =1,

com y(0) = 0 e y(a) = 0, chamadas condigdes de contorno.

O funcional a ser maximizado é o funcional area, S. A restricao é dada pela igualdade
L(y) =1, sendo L o funcional comprimento. As condigoes de contorno também sao dadas
pelas equagoes I'1(y) = 0 e I's(y) = 0, sendo I'; e I'y os funcionais dados por I'; (y) = y(0)

e Iy (y) = y(a).
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Para resolver esses dois problemas, precisaremos enunciar o analogo do principio de
Lagrange para funcionais.

Suponha que f seja uma funcao continua de trés variaveis x, y e z e considere o
funcional

b
F(?J):/ flx,y(x),y (x))de.

Esse funcional pode ser considerado em diferentes espacos, mas vamos considera-lo no
espaco C*.

No capitulo anterior, apresentamos o problema de minimizacao ou maximizacao de
uma funcao de um certo nimero de variaveis, sujeita a restrigoes de igualdade e desigual-
dade. Na falta de restricoes de desigualdades, o problema tomaria a forma

Fyo(z) = min(max), Fi(x) =0,i=1,...,m, (p)
sendo = = (x1,...,x,) e F;(x) fun¢des de n variaveis.

Vamos estudar problemas nos quais F; sao funcionais. Sejam fy, f1,..., f, funcgoes
de x, y e z e considere seus respectivos funcionais Fy(y), F1(y),. .., Fn(y) e o seguinte
problema variacional.

Fo(y) = min(max), Fi(y) = a;, i =1,...,m. (p1)
Esse problema é chamado de problema isoperimétrico do calculo de variacoes classico. As
fungoes y(z) em C*([a,b]) satisfazendo as condigoes Fi(y) = oy, i = 1,..., m, y(a) = yo,
e y(b) = yi1, sdo ditas admissiveis no problema (p;). Na falta de restri¢oes do tipo

Fi(y) = a;, o problema (p;) assume a forma

R~ min ([ o) (), o' () d i) (p2)

para todo y(z) tal que y(a) = yo e y(b) = y1. O problema (ps) é o problema mais simples
do célculo de variagoes classico. O segundo problema de Dido é do tipo (p1).

Antes de apresentarmos um método para resolver (p;), precisamos definir a nogao de
minimo/méximo locais para funcionais. Essa defini¢do necessariamente passa pela nogao
de distancia entre fungoes.

Definiremos a norma de y € C*([a, b]) como sendo

lylli = max [y(z)| + max |y'(z)],
z€[a,b] z€[a,b]

de modo que a distancia entre y; € y2 é ||ya — y1||1. Para fungdes y € C(]a, b]), definimos
a norma como

[yllo = max |y(z)].
z€[a,b]
Com isso, definimos

Definicao 13.1. Uma fungao g(x) é um minimo (maximo) local no problema (p;) se
existe € > 0 tal que para todas as fung¢oes admissiveis em (p;) satisfazendo

ly—all <e

temos Fy(y) > Fy(y) (analogamente, Fy(y) < Fy(7)).
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Agora, lembre que o principio de Lagrange para o problema (p) consistia de duas
afirmagoes:

1. para problemas irrestritos, uma condigao necessaria para um extremo no ponto & é
a igualdade
/ - —
Fi(z)=0.
2. para resolver (p), devemos formar a fungdo de Lagrange e tratd-la como se as

variaveis fossem independentes, isto é, devemos aplicar o Teorema de Fermat.

A segunda afirmacao é o que chamamos de principio de Lagrange, e essas duas afirmacoes
tém um anélogo para o problema (ps), contido no seguinte teorema.

Teorema 13.1 (Euler). Seja fo € C'! no problema mais simples (p2) uma fungao de trés
varidveis. Se g(z) é um méaximo ou minimo local em (ps), vale

L o 52, 2)) — faul,0(a), 9/ (@) =0,

chamada equagao de Euler para (py). Suas solugdes sdo os pontos estaciondrios do pro-
blema.

Com isso, Euler forneceu o seguinte algoritmo para resolver (p»):

1. encontrar as solucoes da equacao de Euler que passam pelos pontos desejados;

2. escolher, entre elas, a que minimiza/maximiza o funcional Fj.

Para (p;), podemos aplicar o método de Lagrange sem alteragoes. Precisamos formar a
funcao de Lagrange

que também pode ser escrita como

fz/f@%ﬁd@ﬂ%
sendo

f(ﬁ,y,Z) = Z)\zfz(xvyv Z)
=0

Dai, basta proceder como se quiséssemos encontrar extremos de .Z com as fungoes y sendo
independentes. Dito de outro modo, devemos lidar com a equacao de Euler

d d
%fy’ - fy =0 < % ()‘Ony’ + -+ )‘mfmy’) - <)‘0ny + -+ Amfmy) = 0.
Esse passo a passo é baseado no seguinte teorema, que nao demonstraremos.
Teorema 13.2. Sejam fy, ..., fr, € C'. Se §(x) é um extremo de (p;), entdo existem
Ao, - - -y A, D20 todos nulos tais que vale a equacao de Euler
d

2 (Mofoy (2,9(2), §(2)) + -+ A frny (2, §(2), § ()

= (Mofoy(x, §(2), 9 () + -+ + A fony (2, 9(2), §' () = 0. (13.1)

As solucoes dessa equagao sao ditas estacionarias.



13.2. PROBLEMAS EXTREMOS PARA FUNCIONAIS 123

Esse teorema justifica o seguinte passo a passo para resolver (p;):
1. formalizamos o problema;

2. aplicamos o principio de Lagrange, isto é, adaptamos a equacao de Lagrange junto
com as equagoes Fj(y) = «; e as condigoes y(a) = yo, y(b) = y1;

3. encontramos todas as solugoes estacionarias;
4. entre elas, selecionamos as que sao soluc¢ao do problema.

Agora, basta utilizar esse algoritmo para resolver o segundo problema de Dido:
1. a formalizacdo j4 foi feita, com fo(x,y,2) =y e fi(z,y,2) = V1 + 22.

2. formamos a soma f = Ao fy + A1 f1 e escrevemos a equagao de Euler:

45— Ao =0
dx 11/1—i—y’2 o
3. agora, resolvemos essa equacao sob a hipétese de que se A\g = 0, entao y = 0

(deixamos a verificagdo para o leitor), e isso ocorre s6 se | = a. Entao, se | > a,
podemos assumir A\qg = 1 e obter

d Y Ay Y
N1 Y e —Cz+D
dz™ T+ y2 V1t y? V1it+y?
y"” 2
= T g = (Cx+ D)
dy  x(Cz+D)
dz. \/1—(Cx+ D)?
oy =+ (Cx + D)dx
V1—(Cz+ D)2

1
= (z+a)’+ (y+b)*=r",
que define uma familia de circunferéncias;

4. resta encontrar a solugdo desejada; se a < [ < mwa/2, entdao nossa familia de cir-
cunferéncias contém apenas uma circunferéncia com perimetro [ e que passa pelos
pontos (0,0) e (a,0). Sel > ma/2, entdo a solugao serd a semicircunferéncia de centro
(a/2,l—ma/2) e raio a/2 “complementado” pelos segmentos x = 0,0 < y < [—7a/2,
r=a,0<y<l—ma/2 (vide Figura 13.1).

Vamos terminar o capitulo resolvendo o primeiro problema de Dido por meio de ferra-
mentas da andlise convexa.

Sejam A; e A, duas figuras planas convexas. Denotamos por aA; + aAs a figura
plana formada por todos os vetores x da forma x = ax1 + Qoxe, com 11 € Ay, 25 € Ag e
ag, g > 0. A “soma” de um poligono e uma circunferéncia é mostrada abaixo.
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Figura 13.2: Soma de um poligono com uma circunferéncia.

Seja S(A) a area de A. Em meados do século XIX, o gedmetra alemao Brunn provou

que:

VS(aA; + (1 —a)Ay) > ay/S(A)) + (1 — a)/S(Ay). (13.2)
No final do século XIX, H. Minkowski provou que a igualdade em (13.2) é possivel se, e
somente se, A; e Ay forem semelhantes.

Agora, seja A uma figura convexa e B uma circunferéncia unitaria. Entao, temos a
seguinte igualdade, que foi provada por Steiner:

S(A+ pB) = S(A) + p(A)p + mp?, (13.3)

sendo p(A) o perimetro de A. Para um poligono convexo, (13.3) é 6bvia (vide Figura
13.2). No caso geral, isso pode ser comprovado tomando-se o limite.

Mostraremos como (13.2) e (13.3) implicam imediatamente na solugdo do problema
isoperimétrico. A seguir, usamos o fato de que p(aA) = aP(A) e S(aA) = a?S(A). Por
um lado, usando (13.3), temos

VS(aA+ (1 —a)B) =+/S(ad) + p(ad)(l — a) + (1 — a)?
= /a2S(A) + a(l — a)p(A) + (1 — a)2.

Por outro lado, usando (13.2), temos

VS(aA + (1 —a)B) > ay/S(A) + (1 — a)/7.
Juntando ambos os resultados, obtemos

Va2S(A) + a(l — a)p(A) + (1 — )2 > ay/S(A) + (1 — a)y/7

donde segue, elevando ao quadrado ambos os lados e eliminando termos semelhantes, que
p(A) > 2y/7S(A) < p*(A) > 4rS(A),

como desejado. Aqui, a igualdade é valida apenas se A for uma circunferéncia.
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