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Resumo

O presente trabalho de investigacao tem como tema o Teorema de Bernstein.
Buscou-se como objetivo demonstrar de formas diferentes o Teorema de Bernstein,
ja que este teorema é um resultado muito extraordinario, pois levando em conta a
multiplicidade de solucoes que possui a equacao de Lagrange, é realmente instigante
que o mero fato da solucdo estar definida para todo (z,y) exclua todas as solugoes
menos a solucao trivial. Far-se-4 também a demonstracao para o Teorema de do

Carmo-Peng e Fischer Colbrie-Schoen.

Palavras-chaves: demonstracoes, Teorema de Bernstein, Teorema de do Carmo-

Peng e Fischer Colbrie-Schoen.



Abstract

In this dissertation. We give three different proofs of the Bernstein theorem and

a proof of the theorem of do Carmo-Peng and Fischer Colbrie-Schoen.

Word-keys: demonstrations, Theorem of Bernstein, Theorem of the Carmo-

Peng and Fischer Colbrie-Schoen.
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Introducao

A questao das superficies minimas, esta relacionada com o seguinte problema pro-
posto por Lagrange |Lal, em 1970. Quando o mesmo propos o problema de encontrar
uma superficie de d&rea minima com fronteira dada por uma curva fechada sem auto-
intersecoes. Mas mesmo com esta questao levantada por Lagrange o mesmo nao
conseguiu demonstrar a existéncia de outra superficie minima a nao ser o plano,
para uma superficie ser minima basta que a mesma tenha curvatura média identica-
mente nula, a principio para obter superfices com esta propriedade nao é algo muito
facil. Note que para o caso de superficies que sdo graficos z = f(z,y) de fungoes

diferenciaveis, a condicao H = 0 é equivalente a equacao
(14 ¢*)r = 2pgs + (1 + p*)t = 0, (1)

onde ¢ = fy, p = fo, ¥ = foz, 8 = foy € t = fyy. Desta forma, achar uma superficie

minima na forma acima é achar uma funcdo f(z,y) que satisfaz (1).

E s6 depois de dezesseis anos de Lagrange ter descobrido a equagao (1), Meusnier
[M| mostrou que ela era equivalente ao fato que K; + Ky = 0 (onde K; e K,
sdo as curvaturas principais), e obteve duas solugdes ndo triviais desta equagdo,
descobrindo assim o catendide e o helicéide como novas superficies minimas. E em
1835, Scherk [Sc| obteve outra superficie minima, ficando a mesma conhecida como

Superficie de Scherk.

Scherk provou também que o helicoide e o catenodide descobertos por Meusnier,
sao apenas dois elementos de uma familia de superficies minimas, através da qual
poder-se-a4 deformar continuamente o catendide menos um meridiano em uma volta
completa do helicoide. Esta deformacao é isométrica, isto é, os comprimentos das
curvas sao preservadas ao longo da deformacao. Além disto, a imagem esférica de
um dominio também é preservada. E um pouco mais tarde por volta de 1864, foi

descoberta outra superficie minima, conhecida como a superficie de Enneper [E|,



superficie interessante esta pois as funcoes que representam a superficie de Enneper

s6 envolvem somas e produtos.

E em 1916, S. Bernstein demonstrou o seguinte resultado. Se uma superficie
minima é um grafico completo, entdo ela é um plano. Em outras palavras, se f(z,y)
é uma solugdo da equagdo de Lagrange dada em (1) definida em todo plano (z,y)
entao f é linear. E por volta de 1960, R. Osserman, mostrou que se dada uma
superficie minima completa, e tendo N a sua aplicacao normal, supondo que exista
um dominio aberto de S%*(1) que nio est4 contido em N(S). Entdo S é um plano.
Implicando assim no Teorema de Bernstein. Um grafico minimo e completo é um

plano.

Em agosto de 1978, em uma conferéncia, Manfredo do Carmo propoe a seguinte
questao: “serd que toda superficie minima completa e estavel é um plano™. No
mesmo ano, em colaboracao com Alexandre M. da Silveira, os mesmos demonstraram
para um caso particular, e em 1979, o problema foi resolvido, em conjunto com C.
K. Peng [CP] e independentemente por Fischer Colbrie-Schoen [FS].

Neste trabalho, far-se-4 demonstracoes para o teorema de Bernstein, ja que este
teorema é um resultado muito extraordinario, pois levando em conta a multiplicidade
de solugoes que possui a equacao de Lagrange, é realmente instigante que o mero
fato da solugdo estar definida para todo (z,y) exclua todas as solu¢des menos a

solucao trivial. Demonstrar-se-4 também o Teorema de do Carmo-Peng e Fischer
Colbrie-Schoen.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo abordar-se-a4 defini¢oes e resultados de geometria diferencial que

serao utilizados ao longo da presente dissertacao.

Seja X : U C R? — S uma parametrizacao de uma superficie regular S, onde
U é um aberto de R?, denotar-se-a4 por T,(S) o plano tangente & S em p € S. E
representar-se-4 o produto interno usual de R?® da seguinte forma (-,-) e a norma

euclidiana por ||.|| = +/(-, )-

Definicao 1.1 . A forma quadrdtica I, em T,(S), onde p € S, definida por
(W) = {w,w), = wl|* >0,

¢ chamada a primeira forma fundamental da superficie reqular S C R® em p € S.

Apresentar-se-a agora a primeira forma fundamental na base { X, X, } associada
a parametrizagdo X (u,v) em p. Como um vetor tangente w € T,(S) ¢ o vetor
tangente para alguma curva parametrizada «o(t) = X (u(t),v(t)), t € (—€,¢€), com
p = a(0) = X (ug, vg), obter-se-a

I(a'(0)) = (a’(0),0/(0)),

= (Xuu' + X', X' + X))

(X, Xu), (u "? + 2 ( Xy, Xp), vV + (X, X)), (v')?
= E)*+2Fuv + G,

onde os valores das funcoes envolvidas sao calculadas em t = 0, e

E(U'U)UO) - <Xu7Xu>p7 F(UO;UO> - <XuaXv>p7 G(UO,UO) <XU7X >



sao os coeficientes da primeira forma fundamental na base {X,, X, } de T,(S).

Considerar-se-4 agora uma parametrizacao X : U C R*> — S de uma superficie
regular em p € S, ter-se-4 que o vetor normal unitario em cada ponto de X (U) é

dado por
X, X X,

N(p) = =20

(p),p € X(U).

Desta forma, ter-se-4 uma aplicagio diferenciavel N : X (U) — R?® que associa

cada ponto p € X (U) a um vetor normal unitario N(p).

Dizer-se-4 que uma superficie é orientavel se admite um campo diferencial de
vetores normais unitarios em toda superficie; a escolha de cada campo N é chamada

uma orientacao de S.

Definicao 1.2 . Seja S C R® uma superficie com uma orientacdo N. A aplicacao
N : S — R3 leva valores na esfera unitdria. E assim a aplicacao N : S — S?
¢ chamada a aplicacao normal de Gauss de S. Ter-se-d que a aplicacao normal de
Gauss ¢ diferencidvel, e que a diferencial AN, : T,(S) — T (S?) € uma aplicagio
linear, onde T,(S) e T (S?) sio os planos tangentes de S em p e S* em N(p),

respectivamente.

Definicao 1.3 . A forma quadrdtica 11, definida em T,(S) por I1,(v) = — (dN,(v),v)

€ chamada a sequnda forma fundamental de S em p.

Expressar-se-a agora a segunda forma fundamental na base {X,,, X, }, assim seja

a(t) = X(u(t),v(t)) uma curva parametrizada em S, logo
IIP(O/) = —({dNy(v),v)
= — (N + Ny', X u' + X,0')
= e(u)? 4 2fuv + g(v')?
Como (N, X,) = (N, X,) = 0, ter-se-a que
€= - <NuaXu> = <N7qu> 5 f = - <NvaXv> = <N7va>
g=—- <NvaXu> - <N, Xuv> - <N, Xvu> = <NuaXv> y

onde e, g, f sdo os coeficientes da segunda forma fundamental na base {X,,, X, } de
T,(5).



Definicao 1.4 . Seja C' uma curva na superficie S passando por p € S, k a cur-
vatura de C em p, e cos 0 = (n, N), onde n é o vetor normal para C e N € o vetor
normal unitdrio de S em p. O numero k, = kcos 0 é chamado a curvatura normal

de C C S emp.

Sejam V' um espaco vetorial de dimensao dois e T : V. — V uma aplicagao
linear auto-adjunta, isto é, 7' ¢ linear e satisfaz (T'v,u) = (v,Tu). Entdo existem
uma base ortonormal {ej,es} de V' tal que T'(e;) = Aieg, T(e2) = Agen, isto é,
e1 e ey sao autovetores, e A\; e Ay sao autovalores de 1. Desta forma para cada
p € S C R? existe uma base ortonormal {e, ex}, de T,(S) tal que dN,(e1) = —kyey,
dNy(ez) = —kges. Onde, ky e ky sdo o maximo e o minimo respectivamente da

segunda forma fundamental restrita ao circulo unitario de 7,(.5).

Definicao 1.5 . A curvatura normal mdzima ki e a curvatura normal minima ko
sao chamadas as curvaturas principais em p, as direcoes correspondentes, isto €, as

direcoes dadas pelos autovetores ey, ey, sao chamadas direcoes principais em p.

Seja T : V — V uma aplicacao linear e considere uma base vy, vy de V', assim
ter-se-a que

det(T) = Q11022 — A12021, tT(T) = a1 + a9,

onde (a;;) é a matriz de T' na base {v;, v2}. Desta forma, o determinante de dN é o
produto (—ky)(—ks) = k1ko das curvaturas principais, e o traco de dN é a negativa

—(k1 + ko) da soma das curvaturas principais.

Definicao 1.6 . Sejamp € S e dN, : T,,(S) — T (S) a diferencial da aplicagio
de Gauss. O determinante de dN,, € a curvatura gaussiana K de S em p. A negativa
da metade do trago de dN, é chamada a curvatura média H de S em p. Desta forma

poder-se-d escrever

eg — f? eG —2fF +gFE
K = = - H —
Mk = pa 2(EG — F?)

Muitas vezes uma superficie ¢ dada como o grafico de uma funcgao diferenciavel
z = h(z,y), onde (z,y) € U C R% E, portanto, conveniente ter & mio as for-

mulas (K e H) para os conceitos relevantes neste caso, obter-se-a tais formulas,

6



parametrizando a superficie da seguinte forma
X(u,v) = (u,v, h(u,v)), (u,v) € U,

onde u = z, v = y. Um calculo simples mostra que

(_hfw_hyv 1)
(1+h2+ h2)

N(z,y) =

é um campo normal unitario sobre a superficie, e os coeficientes da segunda forma

fundamental nessa orientacao sao dados por

By f By hyy
T - Ty 9= T -
(1+h2 + h2)} (1+h2 + h2)} (11 k2 + )b

e =

A partir das expressoes acima, obter-se-a4 a curvatura Gaussiana e a curvatura
média:
hayzhyy — hf,y B (14 h2)hyy — 2hghyhe, + (1 + hf/)hm

(1+h2+h2)z 2(1 + h2 + h2)2

Definicao 1.7 . Uma superficie parametrizada regular é chamada de minima se

sua curvatura média for igual a zero, isto €,

para todo ponto p da superficie.

Para explicar a razao de usarmos a palavra minima para tais superficies, precisar-
se-4 introduzir a nocao de variacdo. Seja X : U C R? — R3 uma superficie
parametrizada regular. Escolha um dominio limitado D C U e uma funcao diferen-
ciavel h: D — R, onde D é a unidio do dominio D e sua fronteira 9D. A variacao

normal de X (D), determinada por h, é a aplicacao dada por,
¢0:D x (—€¢€) — R
o(u,v,t) = X(u,v) + th(u,v)N(u,v), (u,v) € D,t € (—¢,¢)
Para cada t € (—¢,€) fixado, a aplicagdo X' : D — R?® dada por

X' u,v) = o(u,v,t)

7



é uma superficie parametrizada.

Assim, denotando por E*, F'*, G! os coeficientes da primeira forma fundamental
de X!, obter-se-a

E' = E +th({Xy, N,) + (Xu, No)) + t°h* (N, N,) + t*h,h,

F'= F +th({X,, N,) + (X, N,)) + t*h* (N,, N,) + t*h,h,

G' = G +th({Xy, Ny) + (Xy, Ny)) + 8% (N, N,) + t2h,hyv.

Saber-se-a que
<Xu7Nu> = —€, <X1)7Nv> =g

<Xu7 Nv) + <Xv7 Nu> - _2f

e que a curvatura média de X é dada por

- eG—2fF + gF
~ 2(EG - F?)
obter-se-4
E'G'— (F"? = EG - F?-2th(Eg—2Ff+Ge)+ R
= (EG - F?)(1 —4thH) + R,
onde,

lim (E) =0.
t—0 \ ¢

Segue-se que dado ¢ suficientemente pequeno, X! é uma superficie parametrizada

regular. Além disso, a area A(t) de X*(D) é
A(t) = /\/Eth — (F*)2dudv
D

Assim, se € é pequeno, A é uma funcao diferenciavel e sua derivada em ¢t =0 é

A'(0) = — /QhH\/EG — F2dudv.
D



Proposicao 1.8 . Seja X : U C R? — R? uma superficie parametrizada regular

e seja D C U um dominio limitado em U. FEntao X é minima se, e somente se,

A'(0) = 0 para todo tal D e toda variacdo normal de X (D).

Uma superficie parametrizada regular X = X (u,v), é dita isotérmica se

<XU7XU> = <XU7X’U> € <Xu7Xv> =0.

Os parametros u, v, satisfazendo as condi¢oes acima sao chamados parametros

1sotérmicos.

Proposicao 1.9 . Seja X = X (u,v) uma superficie parametrizada reqular e suponha
que X € isotérmica. Entao

Xy + Xy = 207 H,
onde N2 = (X, X,) = (X, X,) .

Demonstragao. Como X é isotérmica, (X,, X,,) = (X,, X,) e (X, X,) = 0.
Derivando, ter-se-a
<qu7 Xu> = <X’Uu7 Xv) = - <Xua va> .

Logo,

<qu + an Xu> =0

Analogamente,
<qu + an XU> =0.

Segue que X, + X,, é paralelo a N. Como X é isotérmica,

_g+te
22
Assim,
2>\2H:g+€: <N7qu+Xv’U>7
donde,

Xopu + Xoo = 2\°H.
[ ]

O Laplaciano Af de uma funcdo diferencidvel f : U C R? — R é definido por
Af = Ef 4 2f (u,v) € U. Dizer-se-a4 que f é harménica em U se Af = 0. A

Ou? ov? 7

partir da Prop. (1.9), obter-se-a.



Corolario 1.10 . Seja X (u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u, v)) uma superficie parametrizada
e suponha que X € isotérmica. Entdo X é minima se, e somente se, as suas fungoes

coordenadas x,y, z sao harmoénicas.

Definigao 1.11 . Uma funcao f : Q C C — C € holomorfa ou analitica, se f
é definida e diferencidvel em todos os pontos de C. A funcao f(z) € dita analitica

num ponto zy em §2 se f(z) € analitica numa vizinhanca de zo.

Definicao 1.12 . Um ponto em que f(z) é analitica é chamado ponto reqular de
f(2). Por outro lado, um ponto em que f(z) nao € analitica é chamado ponto

singular ou singularidade da fun¢ao f(z).

Definicao 1.13 . Uma funcao f : C — C para a qual todos os pontos de C sao

pontos requlares é chamada uma funcao inteira.

Teorema 1.14 (Liouwville). Se uma funcao inteira, analitica em toda parte, f(z)

é limitada em wvalor absoluto para todo z € C, entdo f(z) deve ser uma constante.

Definicao 1.15 . Uma topologia num conjunto X € uma colecio I' de subconjuntos
de X, chamados os abertos da topologia, com as sequintes propriedades:

i) 0 e X pertencem a T

i) Se Aq,..., A, €T entao AjN...NA,€T

iii) Dada uma familia arbitrdria (Ax)aer com Ax€ T para cada N L, tem-se
U,\eL Aye T

Um espago topoldgico é um par (X,T') onde X é um conjunto e I' é uma topologia
em X.

Definicao 1.16 . Sejam X eY espacos toldgicos f : X — Y continua. Dizer-se-d
que f € uma aplicacao de recobrimento se

i) f € sobrejetora

i) Para ¥ p € Y existe uma vizinhanca U, de p tal que f~1(U,) = U, U; onde
UnU;=0,Vi je fly,: U— U, é um homeomorfismo.

Definicao 1.17 . Uma cobertura universal de um espaco topoldgico conexo X é um
espaco Y simplesmente conexo com a aplicacdo f Y — X que € uma aplicagao

de cobertura.

10



Teorema 1.18 . Uma superficie nio parametrizada X (x,y) = (z,y,2(x,y)), de-
serita por uma fungdo z = z(x,y) de classe C? em um dominio 2 simplesmente
conexo de R?, com a aplicagio de Gauss N = (£,1,() é uma superficie minima se,

e s0 se, existe uma aplicacio X* € C*(Q,R?) tal que
—dX* =N ANdX (1.1)

Se escrever-se-d

X*=(a,b,c), NNdX = (a,5,7),
a equagao (1.1) € equivalente a
—da =«, —db=p, —dc=", (1.2)

onde a,b e c sao funcoes de C?, com

1+ p? Pq q p
dy, B=——dv+—dy, v=—dv—~dy,

pq 1+p?
oa=——dr —
w W

tal que p = fr e q = f,.

Definicao 1.19 . Uma superficie reqular S é denominada completa quando para
qualquer ponto p € S, qualquer geodésica parametrizada ¢ : [0,€) — S de S,
comecando em p = p(0), pode ser estendida em uma geodésica parametrizada @ :
R — S, definida sobre toda a reta R.

Definicao 1.20 . Dada uma superficie S, € possivel escolher em cada ponto p € S
dois vetores unitdrios normais ao plano tangente T,S. Se for possivel escolher um

destes vetores de maneira continua em toda a superficie S, diz-se que S € orientdvel.

Definicao 1.21 . Uma superficie minima estdvel ¥ em R® é uma superficie tal que
para todo subdominio compacto suave X € estdvel no sequinte sentido: se X(t) € uma
familia de superficies sudvel com 0X(t) = 0% e X(0) = X, entdo a sequnda derivada

da funcio drea A(t) da familia X(t) ¢ ndo negativa em t=0.

Teorema 1.22 (Hadamard). Seja S uma superficie simplesmente conexa, com-
pleta, com curvatura gaussiana K < 0. Entdao exp, : T,5 — S, p € S € um

difeomorfismo; isto €, S € difeomorfa a um plano.

11



Definicao 1.23 . Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis. Uma aplicacdao difer-
encidvel ¢ : M — N € uma imersao se dp, : T,M — T, N € injetiva para todo
pe M.

Definicao 1.24 . Seja S uma superficie minima completa e considere uma exaustao

de S por uma familia crescente de dominios limitados Dy, t € [0,00]. Se K <0 e

lim (— / K dA)
t—0 D;

for finito, ele é independente da exaustao considerada. Neste caso, diz-se que S tem

se o limite

curvatura total finita; caso contrdrio, isto €, se o limite considerado é —oo diz-se

que S tem curvatura total infinita.

Teorema 1.25 (Osserman). Seja X uma superficie minima, orientdvel, conexa e
completa em R™ com curvatura Gaussiana total C(X) = — [, KdA finita. Entao:
i) C(X) é um inteiro multiplo de —2;

i) C(X) é um inteiro multiplo de —4m se n=3.

Definicao 1.26 . Se X € uma superficie minima em R?, entdo f : ¥ — R™ € uma
funcao de Jacobi se Af —2Kf =0.

Uma superficie minima orientada aberta X é estavel se, e somente se, tem uma
funcao de Jacobi positiva. Desde que o espago cobertura universal de uma superficie
orientavel, estavel e minima ¢ estavel, para muitas questoes teoéricas a respeito de

uma superficie X minima e estavel, poder-se-a assumir que X é simplesmente conexa.

12



Capitulo 2

Algumas demonstracoes para o
Teorema de Bernstein

Uma superficie minima é caracterizada por possuir curvatura média identica-

mente nula.

Logo, se uma superficie é dada por

z = f(x,y), (2.1)

onde a funcao f(x,y) possui derivada segunda continua. Assim uma superficie

minima é caracterizada pela seguinte equacao diferencial parcial
(1+¢*)r—2pgs+ (1 +p*)t =0, (2.2)

com q = fy, 0= fo, T = fou, S = foy et = fy,. A equacdo (2.2), é chamada de

equacao da superficie minima, que é uma equacgao diferencial eliptica nao linear.

Teorema 2.1 (Bernstein). Uma superficie minima definida pela equacao (2.1)
para todos os valores de x ey é um plano. Ou seja a unica solug¢ao da equagao (2.2)

vdlida em todo o plano (x,y) é uma fungao linear.
Observacao 2.2 . Mostrar-se-d este teorema usando o teorema de Jorgens.

Teorema 2.3 (Jorgens). Suponha que a funcio z = f(x,y) é uma solucdo da
eqUacao
rt—s?=1 (2.3)
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para todo valor de x e y. Entao f(x,y) € uma funcdo polindmial quadrdtica em z e

Y.

Demonstracao. De fato, notar-se-a4 que rt — s?> = 1 implica que rt > 0, onde r e
t tem o mesmo sinal. Poder-se-a supor que r,t > 0 em toda parte, substituindo f
por —f se necessério.

Para os pares (zg,v) e (z1,y1) fixos, consider-se-a a funcao

h(¢) = f(xo + ((z1 — 20), yo + C(¥1 — Vo))

A seguir

() = folwo+ (21— 20), 90 + ((Y1 — Y0)) (21 — T0)
+fy(wo + C(w1 — 20), o + (Y1 — %)) (1 — Yo)
= (1 —20)p+ (11 — Y0)q

W'(¢Q) = feal(wo+ C(1 — o), 40 + C(y1 — o)) (21 — 20)?
+2 fay (o + C(21 — T0), Yo + C(y1 — o)) (x1 — 20) (Y1 — Yo)
+fyy (0 4 C(21 = 20), 50 + C(y1 — 0)) (1 — %0)°
= (21— x0)*r +2(z1 — x0) (1 — yo)s + (1 — v0)°t,
onde p, ¢, r, s, t tomam valores em (x¢ + ((z1 — o), Yo + C(y1 — Yo))-
Se z1 = xg, entao h"(¢) = (y1 — o)t > 0.

Se x1 # xg, ter-se-a

B0 = (o1 = ) (L= e 4 2 =0 )

(y1—0)
(z1—20)

4s? — 4rt < 0 por (2.3), assim serd sempre positivo. Desta forma ter-se-4 sempre
h"(¢) > 0. O que implica

O polinomio entre colchetes é um polinomio quadratico em com discriminante

(1) > H(0)

(1 — 20)(p1 — o) + (Y1 — Yo)(@1 — qo) >0, (2.4)

onde p; = p(zi, ;) e ¢ = q(i,4:), 1 =0, 1.
Considerar-se-4 a transformacao de Lewy:

T(z,y) = (§(z,y),n(z,y)) = (x +p(x,y),y + q(x,y)).
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Onde definir-se-4 & = &(x;, vi), i = (24, y;), @ = 0,1 entdo a equagdo (2.4) implicar-

se-a que
(&1 — &)+ (m —m0)* > (z1 — 70)” + (11 — w0)*. (2.5)
De fato
(& — 50)2 + (m — 770)2 = (r1+p1— 20— p0)2 +(yi+q@ —yo— %)2

= (z1—20)* + 2(z1 — 20)(p1 — po) + (1 — Po)”
+(y1 — Y0)® +2(y1 — vo)(¢1 — q0) + (@1 — @0)°
> (21— x0)* + (Y1 — o)’

de (2.5) ter-se-4 que T': R? — R? ¢ a aplicagao distancia-crescente, e, em particular,

T é injetiva. Notar-se-4 também que o jacobiano de T é

o8 ¢
or | T l4r s
on an B S 1+t
oz Oy
pois
fx:1+px:1+ra gy:pyzs
e

Ne =4z = S, ny:1+Qy:1+t

onde de (2.3), ter-se-a que

1+7r S
S 1+t

‘:2+r+t22

Saber-se-a que se dadas M e N" variedades diferencidveis, entao uma aplicacao
diferenciavel ¢ : M — N & uma imersao se dy, : T,(M) — T,y (N) é injetiva
para todo p € M.

Como T se enquadra nesta defini¢do ter-se-a que 7' é uma imersao e a imagem
de T' é aberta. Mas a imagem de T também é fechada. De fato, mostrar-se-4
isso: Se para T(xi,s;) — « € R? de modo que {T'(yi,s;)} é uma sequéncia
de Cauchy, entdao {(x;,<;)} é também uma sequéncia de Cauchy, desde que T é
distancia-crescente; assim (x;,6;) — 8 € R?, e T(8) = a. Portanto T é realmente
um difeomorfismo de R? nele préprio. Usar-se-a a notacio convencional da aplicacio

inversa 7! dada por:

(&n) — (x(&mn),y&n))
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Onde ter-se-4 que T o T~! = I, com as respectivas matrizes jacobianas dadas por:
)

o8 9¢ dz O
or Oy o On
Jry=| e J(TY = o
n O 9y Oy
dx Oy o n

Assim

_ 1 —£ 1 1+t —s
JITHY=—" | 2 [ —
( ) 2+T+t|:_nx 5:0 :| 2+7’+t|: —S 1‘|‘7”:|

Agora definir-se-a4 F' : R? — R? por

F(&mn) = (U mn),V(En)
= (z(&n) —p(x(& ),y n), —y&n) +qx(&n)y&n)))

Entao
oU Or Opdx Opdy
05 05 0xof  0yog
1+t r(1+1) s(—s)
2+r+t 247+t 24r+t

- t—r
T
e ter-se-4 também que:
oV 9g-y)
on on
= 2Tyt QyYn — Yn
- t—r
241r+t
Assim
ou oV
9% on
Mostrar-se-a4 agora que:
ov.— U
% oy
De fato
ov. _ 0lg—vy)
73 73
= QaTe T QyYe — Ye
B 2s
247+t
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ou d(z —p)

on on
= Iy = Paly — Pyl
B s r(—s) s(1+7)
T 2474t 24r+t 24r+t
B 2s
24+t
Logo
oV oU
)

Como (U, V) satisfaz a condigao de Cauchy-Riemann, assim a aplicagdo F' : C — C
definida por:

F§+in) =UEn) +iV(§n) =r—p+(~y+q)i

¢ analitica complexa, e para a derivada complexa F” ter-se-a:

F/(€ +in) ou N oV t—r i(2s) t—r+ 2is
2 = — 11— = =
W= "o Tovr it 24r+t  24r+t

A partir desta relacdo mostrar-se-a que:

(2.6)

1—|F'(&+in)|> = =%~ > 0. De fato, note que:

T 24+t
t—r)?+4s?
F/ . 2 — (
‘ (S—i_“?)‘ (2—|—’I“—|—t)2
24+t
2474t

onde na segunda igualdade usar-se-a (2.3), assim

2—r—t

+2+T+t
4

— >0
2+r+t

L= [F'(¢+in)* =

Logo F’ & limitada, e consequentemente constante, pelo teorema de Liouville. E

usando (2.5) determinar-se-a r, s e t em termos de F’. De fato, saber-se-a que

t—r 2s

F/ . — .
(&+m) 2+r—|—t+22+r—|—t

(2.7)
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como I’ = cte, entao |F’| = cte implicando assim que

24r+t=cte, t—r=cte e s=cte. (2.8)

Portanto de (2.8), ter-se-a que

s =cte, t=cte e r = cte.

2.1 Primeira Demonstracao do Teorema de Berns-
tein

Seja,
1
W= (1+p"+¢°)2

Entao da equacao de superficie minima ter-se-a as seguintes equacoes:

_ 2
2 ﬂ _|_£ 1+p :0
or \ W oy \ W

2 _
ﬁ 1+q _|_2 ﬂ :O
ox %14 oy \ W

Mostrar-se-4, que a partir de W deduzir-se-a em (2.9) que as expressoes sao ze-

(2.9)

ros. De fato

2
2 (%) +2 ()
_ 2qqu—(1+q2)Wm4;[(/gpyq—pqy)W+quy
2qc1z(1+p2+q2)%*(1+q2)%(1+p2+q2)771(2ppz+2qqz)72(pyq+pqy)(1+p2+q2)%+pq%(1+p2+q2)%(2ppy+2qqy)
_ 2qqz(1+p2+q2)—(1+q2)(ppz+qqz)—(prq+pqy)(1+p2jr/22)+pq(ppy+qqy)
_ 2q8(1+p2+q2)*(1+q2)(pr+q8)*3(s‘;‘jrpt)(1+p2+q2)+pq(ps+qt)
_ 2qs+2qp2s+2q3s—pr—qs—quZV—q?’s—sqg—SPQq—Sf—pt—p3t—pq2t+p2qs+pq2t

W

_ 2qp*s—pr—pq*r—pt—p3t
— i

= — = [(1+ ¢*)r — 2pgs + (1 + p*)t]
— 0.
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Onde na terceira igualdade multiplicar-se-4 por % e na ultima igualdade usar-se-a

(2.2).

Por outro lado ter-se-4 também que:

9 (=pg 0 14p?
5 (W) + By < W )
_ (=P29—pga )W+ (pg) Wa+2pp, W —(14+p*) Wy,
— o
2, 2\4 1 2, 2\t 2, 2\4 21 2, 2\
(—P2q—pgz) (14+p*+¢%) 2 +pg5 (14+p*+¢°) 2 (2pps+294s)+2ppy (14+p°4+¢%) 2 —(1+p°) 5 (14+0°+¢%) 2 (2ppy+qay)
2
_ (=P29—pgz) 1+p*+4*)+pa(ppe+99:) +2ppy (1+0*+4*) — (14+p°) (pPy +aqy)
— S

_ (=rg—ps)(1+p*+¢®)+pa(pr+gs)+2ps(1+p>+4°) —(14p?) (ps+qt)
WS
_ —rq—rp*q—rq®—ps—p>s—pq® s+p?qr+pq? s+2ps+2p3s+2pg*s—ps—qt—p3s—p>qt
W3

_ —rq—r¢®+2pg®s—qt—p>qt
— .

= —L[(1+¢*)r —2pgs + (14 p*)t]
= 0.

Onde aqui também na terceira igualdade multiplicar-se-a por % e na ultima igual-

dade usar-se-a (2.2).

A seguir mostrar-se-4 que existe uma funcao ¢ € C?, tal que:

1 9 1 1 9
oo = 3 (L D7) Pay = 35700, Py = (L4 00).
Para isso usarar-se-a4 o seguinte lema
Lema 2.4 (Poincaré). Seja M uma variedade diferencidvel contrdtil, e seja w uma
k-forma diferencidvel em M com dw = 0. Entdo w € exata, isto é, existe uma (k-1)-
forma o em M tal que da = w.

Seja

8= %dm + %dy. Desta forma ter-se-a que

1+ p? 1+ ¢?
g = (8 *p d:zc—i—a Jrqaly)/\alav+<2@dm—|—gﬂdy)/\aly

or W oy W oz W oy W
0 pq 0 1+p?
= ———dyANdr+ — dy N\ d
DE W {TIAN x+ay W Yy N\ ax
=0
Assim existe f; tal que
of ofi 1+ p? Pq
dfi = —dx + —dy = dr + —d
i or T dy Y %% x+W Y
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Agora, considerar-se-a que

X = Hdr + %dy. Logo

d pq 0 pq 01+ ¢ 0 1+q*
dy = |=—=dr+——=dy | Nd — de + — dy | Nd
X (8xW x+8yWy v or W x+8y W Y 4
9 pq 0 (1+¢%)
= ——dyANdxr+ — dx N\ d
oy W Y x+8x W
=0
Desta forma existe f, tal que
o fs fa pq 1+¢?
dfy = —dx + —dy = —d d
f2 8:Ex+8yy Wx+W 4
Por fim, seja
Y = fidz + fady
of1 ofi Ofs dfa
dyp = | —=—dor+ —=—dy| ANd —=dr+ ——=dy | Nd
Y <6m x+ay y) x+(ax x+ayy Y
= (pg)dy N\ dz — (pq)dy A dz
=0
Assim existe ¢ tal que
0 0
dp = L2z + L2dy = fide + fody
ox oy
Portanto,
sz:flv SOy:fg
Isto implica em
_Ofi  14p? _Ofi g ofs  1+¢

P T W T gy T W T gy T W
Desta forma ter-se-a que

: _ (L) +e*) p¢*
PraPyy — pry - W2 - W2 -

Pelo teorema de Jorgens, ¢.., @y € @,y sao constantes. Portanto p e g sao cons-
tantes, e f(z,y) é uma funcdo linear, ver ([19]). Demonstrar-se-4 assim o teorema
(2.1). |
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2.2 Segunda Demonstracao do Teorema de Berns-
tein

Seja w = (1 + f2 + f;)% > 1. A prova se baseia na seguinte identidade:

1
Alog <1 + —) =K, (2.10)
w

onde A é o Laplaciano em relagao & métrica Riemanniana induzida de M e K é a

curvatura Gaussiana.

A identidade dada em (2.10) esta demonstrada no apéndice. Agora considere ds

o elemento de arco em M. Introduzir-se-a a métrica conforme

1 1\?
d0:<1+—>ds<:>da2:(1—|——> ds?.
w w

Se p, ¢ sao coordenadas isotérmica em M, tal que
ds? = N (dp® + dg?),

ter-se-a que

el (). ().}

Agora usando que E =G = )2, F =0, g=u e p = v ter-se-a

P O A W i
22\ \op \ a2 g \ N

1 (2 Olog\? 28109)3)

S22 Op Op dq Oq
1 [ 02 0?
1 [ 02 o?
= —— | == + == | logX\.
22 (8}92 + 8q2) o9
Assim ter-se-a4 que
K = —Alog, (2.11)

2 2 , . . . .
onde A = % (aa_zﬁ + g—qQ) é o laplaciano da variedade riemanniana M.
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Aplicar-se-4 isto a métrica do?, imediatamente a curvatura gaussiana de do? é

zero, ou que a métrica é plana, pois

1 1

do? = <<1 + —) ds, (1 + —) ds>
w w

1 1

e desta forma ter-se-a

Koo
-1
== (2+)") (&+2) (g (0 (1+1))
-1
== (2 +2)) (B L) - (R+2)) (H+E)g(1+2)
—— 1+ K+ (1+)7°K
— 0.
Notar-se-a

ds < do < 2ds <= ds* < do? < 4ds>.

Segue que a métrica do? em M é completa, ja que é dominada por ds? que é completa.
Ter-se-4 consequentemente em M uma métrica riemanniana do? plana completa.
Saber-se-4 que M, com a métrica do?, ¢ isométrica ao plano (£,7) com sua métrica
plana, isto é:

do® = d&® + dn?
Se K <0, ter-se-a, por (2.10) e (2.11),

92 o2 1

A 1+4) <o.

(ae*an?)log( *w) =Y
De fato,

de (2.11) ter-se-a4 que A = (g—; + g—;) e usando (2.10), segue o resultado desejado.

A fungdo log(1 + 1), tomada no plano (£,7), ¢ super-harmonica. E também

claramente nao-negativa.

Lema 2.5 Seja f uma fun¢ao super-harmonica em todo plano (x,y) exceto possivel-
mente na origem e se f € uniformemente limitada superiormente, entao f deve ser

uma constante.
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Assim do Lema (2.5) e de (2.10) ter-se-a4 que K = 0, implicando desta forma que M

¢ um plano. (]

2.3 Terceira Demonstracao para o Teorema de Berns-
tein

Considerar-se-a a parametrizagao dada por X (z!, 2%) = (2!, 22, z(z', 2?)) definida
em um dominio convexo €2 de R?, onde a fungao z(z!, 2?) é de classe C? em (2 assim,
automaticamente a funcao é analitica. Os coeficientes da primeira formula funda-
mental de X serdo dados por: gag = 0ap + 2025 E seja w? = g = det(gap) e

definir-se-a g,5 da seguinte maneira:
— Jop
= 2.12
gaﬁ W ( )
Ter-se-4 que det(g,5) = 1. De fato

1
det G,5 = Edet Gap =1

Do fato que g5 = [ g; g;z } e que detg, = 1, ter-se-a:
-1 922 —Y12
Jag) ' = 2
( ’B) [ —921 911 }

Como z(z!, 2%) é uma solugao da equagao de superficie minima, entao pelo teo-

rema (1.18) existem fun¢oes analiticas reais 7%(z', 22), a = 1,2, em Q tal que

dr® = §a5dx6 a=12
De fato, fazendo 7' = —b e 72 = a, em (1.2) do teorema (1.18), ter-se-a
1+ p?

dTl = —db = 6 = dr + %dy = glldx + ngdya

1+ p? _ _
" dy = gy dx + Goody.

dTQZdCL:—a:]EdaH—
w

Usar-se-4 esta funcio para definir a aplicagdo analitica real ¢ :  — R? como segue
o =1vY(x) =z + 7(r) ou, em componentes

ol =a' + Tl(xl,xQ), o = 2%+ TQ(xl,xQ).
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Desde que B = D7 = (7%) = (Jap), @ matriz B é simétrica positiva definida e assim

ter-se-4 que, para arbitrarios z = (z',2?) e y = (v*,y?) € Q,

(x —y,7(x) —7(y)) > 0.

De fato, seja
ht) = (z =y, 7y + itz —y)) = 7)),
logo
h0) =z —y,7(y) = 7(y)), h(1) = (z—y,7(x) —7(y)),
assim existe ¢, € (0, 1) tal que

(@ —y,7(z) = 7(y)) = h(1) = W (to) = (¥ — ¥, DT(gto(a—y) (x — y)) 2 0.

Logo

W) =) = lz+7(@)—y—71(y)

I
—
5
|
<
S~—
_l’_
=)
—~
&
|
pui

S

)[?
= ((z—y)+(7(x) = 7(y), (z —y) + (7(z) — 7(y)))
= le—yP+r@) =W+ 2 —y,7(2) = 7(y)) > |z —y|”
Assim
[(x) =) > |z —yl. (2.13)

Portanto a aplicagao ¢ em 2 é 1-1 deste modo Q* := (). Além disso,

o A

_ ‘ 1+gn G
921 L+ 3G9
= 2+ 22 + 911

E G
= 24— +—>2
w W

e assim ¢ : ) — Q* & um difeomorfismo. Agora definir-se-a a segunda aplicacao
h(o) = (h'(o),h?(0)) para o € Q* por:

h'(o) = x' — 7Y (), K (o) = —2* + 7%(x),
onde o = (z).
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Notar-se-a que

an —1 _ _ 1
(8¢ ) _ { L+9n, 912 ]
ozP Jo1 T+ g9
_ 1 [ L4+ 01 ]
2+w+% —9y1 149

e agora determinar-se-4 a derivada Dh(o) de h(o). Notar-se-a que

Dh" O h* Do

oxh . do" 0xP

Ohe\  (Oh (Do \
doB )\ OxP oxP

d h* {1—511 —alz}

Assim

e sabendo que

oxf a1 —1 4G9

ter-se-a:

d he d he {9\,

(aaﬁ) - ((w)ow (axﬂ) oY

_ {1—@1 —912 }o -1 1 {14‘?22 —J12 ]‘“ﬂl
Gy —1+ 0y 24w+1 | g 1491

_ ;[522_511 —2G1 ]Ow

24+ w+ % 201 922 — 91

usando (2.12) ter-se-a4 que
9 h* _ 1 g2 — g11 —2G12 0!
doh (w+1)2 291 g2 —9gn

H(o) := h'(o) +ih*(o)

Isto mostra que

¢ uma funcao holomorfica de o = o' +i0? em  com a derivada complexa, dada por

2 _ 249 ; 2
Hio)= CoP*2ia _ (ipta)”
(w—+1)2 1+w

onde a expressdo p = 21, ¢ = 22 € w = y/1 + p? 4+ ¢%. Notar-se-a que

oy PP w )’
|Hx@|_EC§55<<T:;> <1 (2.14)
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A imagem Q"= (Q2) de um conjunto convexo ) é claramente um dominio sim-
plesmente conexo. Se 2 é todo o plano R? = C, entdao poder-se-a inferir de (2.13)
que também ter-se-a Q* = C. Agora, pelo teorema de Liouville e por (2.14), a func¢ao

inteira H'(o) deve ser constante. Assim, para j := (1J€w)’ V= (1jw), inferir-se-a que

/’62_7-92:017 Q/Lﬁ:CQ
para constantes apropriadas c¢; e ¢y, onde
0t =/ +ck .

Isto mostra que as funcoes continuas p e ¥ devem ser constantes, e que existe

uma constante ¢ > 0 tal que
PPt =c(l+w) =c(l+V1+p"+¢)°
implicando assim que p? + ¢> = const., e portanto
p=a1 e q=ay
para algums nimeros a; e s, isso é

2(z',2%) = ap + agz! + ana?.

Portanto uma superficie minima nao parametrizada X (x!, 2?) que é definida em

todo R? acaba sendo um plano. Tendo assim o Teorema de Bernstein. [ |
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Capitulo 3

O Teorema de do Carmo-Peng e
Fischer Colbrie -Schoen

Agora, demonstrar-se-a o teorema de do Carmo-Peng e Fischer Colbrie -Schoen,

mas para isso, provar-se-a primeiro o seguite teorema.

Teorema 3.1 (Colding-Minicozzi). Se D C X ¢é um disco geodésico minimo

estdvel de raio ro em uma superficie minima ¥ C R3, entdo

4
mrg < Area(D) < gﬂrg

A seguir dar-se-a4 a prova da formula acima por Colding e Minicozzi, seguindo
seu calculo dentro de [7]. Supor-se-a que ¥ é simplesmente conexa por levantamento
de sua cobertura universal se necessario, o fato que ¥ tem curvatura nao positiva
implica que D tem coordenadas geodésicas globais suave e é mergulhada em .
Desde que D tem curvatura gaussiana nao positiva, entao a area de D é pelo menos
tao grande quando comparado com o disco euclidiano de raio ry, implicando assim
que w3 < Area(D).

Considerar-se-4 agora a fungao teste f(r,0) = n(r) =1 — ;= no disco D = D(r)
que é uma funcao de coordenada radial r e que é zero na 0D. Pela segunda formula

de variacao de area e formula de Green, obter-se-4:

0 < /—fAf+2Kf2
D
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= [ +2/zwﬂ
_ /0 (1 ()1 / / K)r(s), (3.1)

onde K ¢ a func@o curvatura gaussiana em D de raio s e [(s) é o comprimento da

dD(s).
A primeira igualdade ocorre pois:
Seja F'= fVf.

Ter-se-4 que:
/ divF :/ (F,9) , onde ¥ o normal.
D oD

Assim

/(fAf+|Vf|2)=/ (fAf,9) =0, poisf =0na 0D
D aD

/‘fAf l/!VfF

e na segunda igualdade dada em (3.1), ver-se-4 que a mesma ocorre, ja que:

[ = [Cwor /M(S)des

- / " ()%1(s)ds

logo

e na outra parcela usar-se-d o fato que [, K = [[* [ _ K e a defini¢ao de f(r,0) =
n(r).
Seja K (s f D(s Kg. Entao, pela primeira variagao de comprimento de arco e

pela formula de Gauss Bonnet, obter-se-a:

I'(s) = K, =27 Ky =2r - K 3.2
W= [, K=o~ [ © 6

isto implica que: K (s) = 2w —I'(s)

Como K'(s) = [ _ K, substituindo em (3.1) ter-se-a:

ogl (' ( +2/ K'(s (3.3)

integrando (3.3) por partes e depois substituir-se-&4 o valor de K(s) dado em (3.2)

ter-se-a:
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Sejam u = n? logo du = (n*)’ e considere dv = K’ desta forma v = K. Assim

o< [Cweris 2 [Tk = [Coeri vkl -2 [k

0
~ [Cwere -2 [ Ky
0 0
To To
= [ weris 2 [ er - re)ere).
0 0
E observe que: n?K |’ = 0. De fato:
PRI = PRI = K- 2P = KO = [ K=o
0
pois u(D(0)) = 0 onde p representa a medida. Logo:

o< [T -2 [ er o). (3.4)
Agora seja n(s) =1 — 2, assim

1 s 2 s
/ _ _ 2 / — 1 = 21/ _ _ = 1 _
W) == e (P = (1= D === 2)
Substituindo esta fungao em (3.4) e reorganizando ter-se-a
1 [" 4 " s 8r [T s
—— (s +—/ I'(s 1——§—/ 1——)=A4nr 3.9
o [ [Tren- < a2 (35)

Integrando (3.5) por partes, fazendo u = 1 — % assim du = —% e por outro lado

dv =1'(s) logo v =[(s) , ter-se-a:
-1 ﬂ@+iéﬂ%m—i>=—%7W@+ﬁmm—iw+1£%@1

Ty Jo To To Ty Jo To To To

_ _% ml(s)+£l(0)+%/oml(8)

Isto ocorre pois %Z(O):O. De fato
Saber-se-a que
$) = Jyp(s @S- Portanto, 1(0) = [, dS =0, ja que u(9D(0)) =0

Notar-se-4 agora que:

/ / dsdr = — dA — %/ dA = —Area(D) < Ar.
aD(s D(ro) o JD(0) 7”0
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Logo, Area(D) < gmrg.

Portanto concluir-se-a que:
2 4 o
mry < Area(D) < 3o

Aplicar-se-4 agora a estimativa acima da area de discos minimos estaveis para
obter uma prova curta do teorema de do Carmo e Peng [12], de Fischer-Colbrie e
Schoen [16] e de Pogofelov [21].

3.1 Primeira Demonstracao do Teorema de do Carmo-
Peng e Fisher Colbrie-Schoen

Teorema 3.2 (do Carmo-Peng e Fisher Colbrie-Schoen). O plano € a inica

superficie minima imersa em R3 que é completa, estdvel e orientdvel.

Demonstracao. Se Y ¢ uma superficie minima em R? completa, orientével e estéavel,
entdo o espaco cobertura universal de ¥ composto com a inclusdo de ¥ em R? é
também uma superficie minima de R? completa, imersa e estavel. Desde que ¥ é um
plano se, e somente se, sua cobertura universal ¢ um plano, poder-se-a assumir que X
¢ simplesmente conexa. Desde que a curvatura Gaussiana de > é nao positiva, pelo
teorema de Hadamard, escolhendo um ponto py € X, obter-se-a4 geodésicas globais
em coordenadas polares (¢,0) em ¥ centrada em py. Nestas coordenadas deixe D(R)

denotar o disco de raio R centrado em py.

Seja A(R) a area de D(R) e note que A(R) ¢ uma funcao suave de R. A primeira
derivada de A(R) é dada por:

A'(R) = (dD(R)) = L(R).

E assim a primeira variacao do comprimento de arco é:

A'(R) = L'(R) = / K,,
dD(R)

onde K, é a curvatura geodésica de 0D(R). De fato

Considere um sistema de coordenadas polares geodésicas X (p,6). Desta forma, o
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disco geodésico fica parametrizado por (p = R = cte). Assim, seja a(f) = X (R, 6).
Logo

A’(R):l(aD(R)):/6D(R)da:/ol|a’(9)|d9:/Ol\/ade,

onde =1, F=0, lim,,0G=0e limp_m(\/a)p = 1. Assim ter-se-a que

A”(R):/llﬁdez 1G'”\/_d9—/lk:g\/5d0:/ kydo.
0 2VG 026G 0 aD(R)

Agora, pela formula de Gauss-Bonnet, obter-se-4

A'(R) = / K, = 2n(D(R)) = |  KdA =2 — / KdA
dD(R) D

D(R)
e assim A”(R) é monotona crescente como uma fungdo de R. Desde que A”(R) é
mono6tona crescente, A(D(R)) < 3wR?, A(0) = 0 e A'(0) = 0 (de fato, A(0) =0
pois é a area de um disco de raio zero e A'(0) = 0 ja que A'(0) = 1(0D(0)) = 0),
entao A”(R) < 3.

De fato
Suponhar-se-a por contragao que existe Ry tal que

8
A”(Ro) > §7T

porém note que para R > Ry, ter-se-a

A(R) — A'(Ry) = /R ’ A"(R)AR > A"(Ro)(R — Ry)

logo
A'(R) > A"(Ry)(R — Ry) + A’ (Ro)
integrando novamente, ter-se-a

A(R) — A(Ry) = RA/(R)dR

/ (A'(Ry) + A"(Ro)(R — Ry))

Ry
A"(Ry)(R — Ry)*
2

v

= A(Ry)(R— Ro) +

assim

A"(Ro)(R — Ry)?
2

A(R) > A(Ro) + A'(Ro)(R — Ro) +
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agora usando a hipotese, ter-se-a

dr R A"(Ry) R? A"(Ry) R
73 > A(R) > A(Ro) + A'(Ro)(R — Ry) + % — A"(Ro)RRy + —< 20) 0
logo, quando R — oo .
=2 A (Ro)
O que é um absurdo. Portanto, ter-se-a que
A”(R) S 8_7r
3
E desta forma .
A"(R) =21 — KdA < —m.
D(R) 3

Implicar-se-a assim que — fD(R) KdA < %71'. Logo, ¥ tem curvatura Gaussiana total

finita e no maximo 27. Desta forma obter-se-a4 uma contradicdo, uma maneira de
3 )

verificar isso é usar o teorema de Osserman que diz se ¥ é uma superficie minima nao

planar, orientavel e completa entao a curvatura total ¢ um multiplo de um inteiro

2
3

deve ser zero e concluir-se-a desta forma que X é um plano. [ |

de —4m. Como a curvatura total absoluta de ¥ é no maximo %7, sua curvatura total

Seja M uma variedade bi-dimencional orientavel e conexa e considere agora uma
imersao x : M — R3 minimal de M no espaco euclidiano R?, isto ¢, uma imersao
r: M — R? é minima se H = 0 em todos os pontos. Um dominio D C M com
fecho compacto é estavel se a segunda variagao induzida da féormula de area de D ¢

nao-negativa. E uma imersao z é estavel se para todo tal D é estavel.

A demonstracao que far-se-a a seguir é uma generalizacao do teorema de Berns-
tein. Com a adicional condicao que a curvatura total ¢ finita, o teorema foi provado
por M. do Carmo e A. M. da Silveira em [11]| e depois estendeu ao caso quando
a curvatura total tem uma ordem pequena de crescimento por M. do Carmo e C.
K. Peng em [12]. Porém, R. Schoen juntamente com D. Fischer- Colbrie obtiveram

também uma prova do teorema em [17].
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3.2 Segunda Demonstracao do Teorema de do Carmo-
Peng e Fisher Colbrie-Schoen

Mostrar-se-a4 primeiro que poder-se-a restringir a uma cobertura universal 7 :
M —s M de M. Explicitamente, mostrar-se-a que se existe um dominio compacto
relativamente instavel D C M para uma imersao x,m : M — R? entdo w(ﬁ) cM
é instavel. Onde denotar-se-a por Ay, Vs e K, respectivamente, o laplaciano, o

gradiente e a curvatura gaussianana na métrica induzida por M.

Se D é instavel, entao existe um dominio D CDea funcao nao negativa
u em D que é zero na oD’ e satisfaz Ayu —2Ku = 0 em D'. Definir-se-a u
como sendo zero fora de D’. Para cada q € M, seja 7 q) = {q1,q2, s q, ...} ©
definir-se-4 uma funcao f em M dada por f(¢) = >, u(g). Como o fecho de D ¢
compacto, ter-se-4 que a soma é nao zero para um ndmero finito de indices. Logo
W(ﬁ) = D'. Poder-se-4 mostrar que f é continua em M, f >0, f = 0 na 0D’ e
[ IV fI?dM < 2 [5:(—K)f?dM (onde a prova esta contida em [3]). Segue que D

contém um limite conjugado, onde é instavel como desejavamos mostrar.

Assumir-se-a4 agora que M é simplesmente conexa. Com uma natural estrutura
complexa dada por x, M é entao conformemente equivalente a todo plano complexo
C ou ao disco unitario B = {z € C; |z| < 1}, e a métrica induzida ds® em M ¢é dada
por ds® = N\?|dz|*, A # 0.

Considerar-se-4 primeiramente o caso onde B é um disco unitario. Assumir-se-a

agora que todo relativo sub-dominio compacto D C M ¢ estavel, assim ter-se-&
/ (ulpu — 2u*K)dM < 0, (3.6)
M

para toda funcao u suave por partes e que possui suporte compacto em M. Deixe
agora A denotar o Laplaciano e dA o elemento de area de uma métrica flat (plana).
Entao . .
_ _ )2 _
K = —ﬁAlogA, dM = N*dA, Ay = FA,
e desta forma (3.6) pode ser escrita da seguinte maneira
2 1 2 1 2
B(uAMu —2uK)dM = B(uﬁAu + 2u pAlog)\))\ dA

= /(uAu + 2u*Alog\)dA
B
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= /(uAu +u*Alog\?)dA < 0,
B

logo
/(uAu +uAlog)\?)dA < 0. (3.7)
B

Tomando ¢ = A™! e substituindo em (3.7) u por pu, obter-se-a
3/ IVp|*u?dA < / g02|Vu]2dA—2/ wu(VuVp)dA. (3.8)
B B B

De fato:

Fazendo ¢ = A\™! e substituindo em (3.7) u por pu, ter-se-a
1 1
/(gouAgou + (gou)QAlog—Q)dA = / ouApudA + / (((pu)QAlog—Q)dA < 0.
B ¥ B B ¥
Notar-se-a4 agora que:
/ oulApudA = —/ |Voul?dA,
B B

pois [(vAu+ VuVv)ds = [,,v3400 =0, ja que u é zero em OB,

por outro lado
2 1 2 1
(pu)*Alog—dA = — [ V(pu)*Vieg—dA
B ¥ B Y
= — [ e Vipu(-2 veds
S / (—4)uV (pu) VipdA
B
= /4u(uV<,0+<,0Vu)VgpdA
B
= /4u2V<pVg0dA—|—/4unguV<pdA
B B

desta forma

—/ |V<,0u|2dA—|—/ 4u2V<pV<pdA+/4u<quVgpdA§0
B B B

€ mais

— [5 IVoulPdA + [, 4wV oVedA + [, dupVuVepdA
= — [leVu+uVeldA+ [, 4u’VeVedA + [, 4upVuVpdA
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= — [ (eVu+uVp, oVu+uVe) + [, VeVepdA + [, upVuVedA
= — [ @*|Vul]? = [, 20uVuVp — [Lu?|Vol> + [, 4 VeVpdA + [, dupVuVepdA
<0

implicar-se-a assim, que

3/ |V(p|2u2dA§/902|Vu|2dA—2/g0u(Vquo)dA
B B B

logo, para todo € > 0,
1
[puVuVe| < e[Velu® + —*|Vul’,

(3.8) implica que existe uma constante 5 > 0 tal que

/\Vgp]2u2dA < 5/ P2|Vul2dA,
B B

desde que Vy; = (3)V, ter-se-a
/ |V urpPu?dM < 5/ ©? |V pru|*dM. (3.9)
M M

Agora escolher-se-4 uma familia de bolas geodésicas By de raio R tal que exaus-
tam M, fixando 0, 0 < 0 < 1, e seja u : M — R uma funcao continua que é um na

Byg, zero fora de By e linear em Br — Byg. Por (3.9) obter-se-a4 que

, i ooy B __ ™
/BR|VM<P| dM < m/ﬂﬁ I = (1—0)2R2/BdA_ (1—0)*R?

a desigualdade ocorre pois

Jor IV uoPu?dM

= [ IVaroPdM + [ o [VarpP(1+ gz — OR))?

= [, IVuePdM + [5 g \VuplPdM +2 [ 5 Ve (gt — 0R))dM
+ fBR—BgR ‘VM¢|2m(x — OR)*dM

> [ \VarplPdM + [, [V arplPdM

- fBR |V arp|*dM

e por outro lado, ter-se-a
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= ﬁfB ©*|Vu12dM —I—BIBR_BGR 2|V ar(1+ ﬁ(x — OR))|?dM
MBR Bon Pl g (2 — OR)2dM
_/BfBR_BGR 2<(1vg§ (ZL’—QR) (lvzew ($—9R>>dM

_ 2|V (z—6R)|?
=p fBR—BGR (1-0)°R? dM

5
< woyeme Ju P2dM,

onde usou-se que: dM = N\2dA e p = \7L.

Fazendo R — oo, concluir-se-4 que |Vy¢| = 0, isto é, A = const, e assim

contradizendo o fato de ds? = \?|dz|*.

Agora considerar-se-a o caso onde M é conforme equivalente ao plano complexo

C. Considerar-se-4 ¢ = AlogA?, poder-se-& escrever (3.7) como
/(uAu +u*Alog\?)dA = / (uAu + u®)dA = / (—=|Vul* + u*y)dA < 0
c c c

isto implica que

/qudAg/ |Vul?dA. (3.10)
c c

De outra forma, se K é ndo identicamente zero, saber-se-a que (cf.[12], observacao
2). Aplog(—K) = 4K. Isto implica que Alogy + ¢ = 0, onde

YAY + 4 = [V (3.11)

A prova é a mesma dada como em ([12|) dar-se-4 uma idéia da mesma.

Assim, substituindo u por ¥u em (3.10), obter-se-a

3udA Viul?dA = \V4 Vil?
/sz sL|wu| /Cr¢u+uw|
— [ WUt uThuTut uve)da
C

/¢21Vu\2dA+/u21w\2dA+2/wuvuwdA
C C C
logo

/¢3u2dA§/¢2|vu|2dA+/u2|v¢|2dA+2/¢uvuwdA (3.12)
C C C C
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Por outro lado, se multiplicar-se-4 (3.11) por u?, e integrando sobre C e adimitindo

o resuldado dado em (3.12), ter-se-a
/ (VY [2udA = / VPuldA + / bAYURdA
c c c
= /1/)3u2dA—/u2|V1/)|2dA—2/1/)uVuV1Z)dA
c c c

IN

/ 2| Vul?dA
C

desta forma

/|Vw|2dA§/w2|Vu\2dA. (3.13)
C C

Usar-se-4 a tltima soma dada em (3.12) e o fato que 2ab < ea? 4 (2)b?, para

todo € > 0, e introduzir-se-a (3.13) em (3.12), logo obter-se-a

/¢3u2dA < 51/ V2| Vul*dA, B = const. (3.14)
c c

Agora usando em (3.13) a desigualdade de Young onde ter-se-4 ab < %p + l;i,/ com

a>0eb>0,a,becR, assim

) ’vu’2 ol

—t
s 0]
) < UQ(?%DQ +—

Al

— (= )*),  (3.15)

w9l = 2w V) 2

au?

onde (3.15) é dada para todo a > 0 e todo s > 1, t < 0o, com % + % =1.

Fazendo s = %, t = 3 e a pequeno obter-se-4 uma constante (3, tal que

6
/ GPuldA < B, / |VUZ| dA, (3.16)
C C

onde trocar-se-4 u por u® em (3.16), poder-se-a escrever a mesma da seguite forma

/w3u6dA < ﬁg/ |Vul|®dA, B3 = const. (3.17)
c c

De fato, pois observe que:

"L ou
2 _ 2
Val = > ()

=1

desta forma

"L oud - ou
32 2 2 2
SR LTI SS

i=1 i=1
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logo,

316 2 6
c c wl2 o wl2
= 5236/ |Vul®dA
C
- Bg/ |Vu|6dA
C

A desigualdade (3.17) implica que poder-se-a escolher uma func¢ao usual u na bola
Bgr C Cderaio R, tal que ¢® = 0, assim K = 0 e z(M) é um plano. [ |

3.3 Terceira Demonstracao do Teorema de do Carmo-
Peng e Fisher Colbrie-Schoen

Seja M uma variedade bi-dimencional diferenciavel e conexa e seja Q*(a) uma
variedade Riemanniana completa, simplesmente conexa e tri-dimensional com cur-
vatura seccional constante a; quando a = 0, Q*(a) é o espago euclidiano R, e quando
a= —1, @*(a) ¢ o espago hiperbolico H?. Seja X : M — Q3(a) uma imersao com

curvatura média H constante. Segundo [2] saber-se-4 que X é estavel se
I(f) = | {IVf]?—2(2a+2H? - K)f*}dA >0, (3.18)
M

para toda f : M — R com suporte compacto que satisfaz

/MfdA:O,

onde Vf ¢é o gradiente de f, dA ¢é o elemento de area e K ¢é a curvatura Gaussiana
na métrica induzida. Quando H = 0 assumir-se-4 que M é orientavel e para H =

const # 0, M é orientavel automaticamente.

Em [2] e [4] foi provado que se M for compacto, X é estavel se, e s6 se, X (M) C
Q(a)® & uma esfera geodésica. Considerar-se-4 o caso onde M é completamente

nao-compacto.

Depender-se-a4 de um estudo sobre o operador L = A + 2(2a + 2H? — K) as-

sociado a forma quadratica (3.18), e alguns teoremas que serdo necessirios para a
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demonstracao do teorema; onde A é o laplaciano na métrica induzida. Dar-se-4

algumas definicoes.

Seja (M, ds*) uma variedade Riemanniana completa bi-dimensional com cur-
vatura Gaussiana K, e seja p : M —> R uma fungao diferenciavel em M. Considere

o operador eliptico L = A + ¢ — K associado a forma quadratica

(f—Lf) = — /M FLfdA = /N [I9FF = (= KA

onde f: M — R é uma func¢ao suave por partes com suporte compacto, A é o

Laplaciano, Vf é o gradiente de f e dA é a area na forma da métrica ds>.

Chamar-se-a indice de L em M o supremo, sobre dominios compactos de M, do

nimero de autovalores negativos de L com a condi¢do de Dirichlet na fronteira.

A seguir enunciar-se-a4 alguns resultados, necesséarios para a demonstracao do

teorema de do Carmo-Peng e Fisher Colbrie-Schoen.

Lema 3.3 . Seja X : M — Q3*(a) uma imersiao com curvatura média constante
H. Assume que M é completa e que X € estdavel. Entao o indice do operador L =

A +2(2a+2H?* — K) em M é no mdzimo um.

Demonstracao. Suponhar-se-a por contradicao, que existe um dominio D com-
pacto de M com a fronteira 0D suave por partes tal que a segundo autovalor Ay(D)

do operador L em D ¢é negativo, onde \y(D) é caracterizado por

M(D) = inf{ /M FLfdA: /M FordA=0. [ Paa=1.flop =0},

onde ¢; ¢ a primeira autofuncao de L em D. Ja que ¢, nao muda de sinal em D e
Ao(D) < 0, poder-se-a construir uma fungao f : D — R diferenciavel por partes
tal que satisfaz fD —fLfdA < 0, fD fdA=0e flopp = 0. Mas desta forma X é nao

estavel, uma comtradicao. [ |

Teorema 3.4 . Seja (M, ds*) e L = A+q—k como definido acima. Assuma que q
€ ndo negativo e que o indice de L em M € finito. Entao M é conforme equivalente

a uma superficie Riemanniana compacta furada em um nudmero finito de pontos, e
[y adA € finita.
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Teorema 3.5 . Seja (M, ds*) definida acima e L = A + q. Assuma que M é
conforme equivalente a uma superficie Riemanniana compacta furada em wm nimero
finito de pontos. Assuma que q > 0, ¢ £ 0 e que a drea de M € infinita. Entao existe

uma funcao diferencidvel por partes f : M — R com suporte compacto satisfazendo

fM_fAfdA<0 @fodAIO.

Teorema 3.6 . Seja M uma variedade Riemanniana com curvatura seccional nao
positiva. Seja X : M — M uma imersao isométrica de uma variedade Riemanni-
ana completa nao compacta, com vetor curvatura média H. Se |H| < const, entao

o volume de M ¢é infinito.

Demonstracao (do teorema de do Carmo-Peng e Fisher Colbrie-Schoen).

Primeiro obeservar-se-a que 4H? — K > 3H? > 0. De fato, pois

K:K1+K2€H:—K1;K2

Y

logo
7oK - K? — 2K, Ky + K3
4
(K1 — K>)?

4
> 0.

Como X é estavel, entdo o indice do operador L = A+4H? —2K em M é no maximo
um. Segue que poder-se-a aplicar o teorema (3.4), com ¢ = 4H* — K. Concluir-se-&
que M é conforme equivalente a uma superficie Riemanniana compacta furada em
um namero finito de pontos e que [,, 3H?*dA < [, (4H* — K)dA ¢ finita. Mas M
tem area infinita, desta forma aplicando o teorema (3.6) segue que H = 0 e que
[,y —KdA é finita. Poder-se-a aplicar agora o teorema (3.5), fazendo ¢ = —2K,

onde concluir-se-4 que K = 0. Portanto X (M) é um plano. |
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Capitulo 4

Apéndice

Demonstrar-se-4 a identidade (2.10):
1
Alog (1 + —) =K.
w
Para isto considerar-se-a a seguite parametrizacao
X(u,v) = (u,v, f(u,v))

desta forma:
E=1+f2 F=fuf, G=1+f7

COo1m
W =1+ fi+ fy

ter-se-a assim que

_ fuufvv - 37)

K "
Sabe-se também que
EF]Y 1[G -F
r G w2 | —F G
e que
2 . .
Ah- = [(ngjhj)ﬁ(wg%hj)”}

1

El— &K

<

(w!]nhu)u + (wglzhv)u + (W921hu>v + (WQQth)v
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1 G G F
= = [u}u 5ha + W(— )uhu + Wby — wy—5hy — W(—)uhy —w 2huv}
1 F F F E E E
+ " {—wv 5hu — W(— )ohu — W—huy + wo(— )by + w(ﬁ)vhv +w Qhw]
1 Gw,  Fuw, Fu,  Euw,
_ _2[(Gu F,— 22 Ty (B~ B, - 22 Y )hv}
w w
1

+ ) |:Ghuu + Ehvv - 2Fhuv} )
w

1 1
h =log (1+ —) = log (ﬂ)
w w

logo fazendo

ter-se-a
. Wy, B Wy
YT w(l4w) YT w14 w)
W w? w?
wl+w) w(l4+w) w(l+w)?
Wow w? w?
hvv = - + +
wl+w) w(l4+w) w(l+w)?
Wy Wy Wy Wy Wy
huv = - +
wl4+w) w(l4+w) w(l4+w)?
assim

Alog (1+ 1)

_ 1 G’wu Fwy Wy Fuw.y, va _ Wuu
= J[_(G — B =t st T (= B = 0+ S gty O aatg
w2 Wyy wtzj w2 Wyw Wy Wy Wy Wy
w2(1+w) + w(l—i—w) )+E( w(l4w) + w?(1+w) + (1+w) ) 2F( w(1+w) + w2(1+w) + w(l+w)? ):|
= w3(1+w |: Guwy + Fku + GTwi - % + Fuw, — Eyw, — Fw(:jwv + — Wu G +
Wy wy F Wywy F

1+w =2 — 2555
= m [— Guwy + Fku G _ 4% + Fuw, — Eyw, E G — wo E +
w2G+w3E—2wuva

o + 2wqu}
e [(Fv — G wa + (8 4+ 192+ (Fy— Ewy + (22 4+ 202 — (WG +
W B — 2w F) — (4F + I%F—Fw)wuwv}

agora usando que
E=1+fi, F=fufy G=1+f

ter-se-a
Evzzfufuvy Fu:fuufv+fufuva FU:qufU+fufUU7 Gu:2fvfuv;
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logo
Alog (1 + )
= w3 (1+w) 1+w |:(fufvv fvfuv)wu (2+§ﬁ$w)Gw + (f’ufuu fufuv)wfu + (%jg—i:()d)Ewg -

(Wl G + Wy E — 2wy F) — (4:(‘11‘"+J;2)W)quwv}

= B w) 1+w) [(fufvv fofuw)wu + (w?zﬁf]))(Gwﬁ + Ewg = 2Fwywy) + (fo fuu = fufuw)wo
(WG + Wy E — ZWWF)}

agora Comao

wr=1+f2+f2
ter-se-4
_fufuu+fvfuv w :fufuv+fvav

u ) v
w w

para facilitar os célculos, considerar-se-a:

A= (fufvv - fvfuv)wu

3w + 2
B (w(l —l—i—_w)

= (fvfuu - fufuv)wva D= (wuuG + wva - Qwqu)

)(Gwi + Ew? — 2Fw,w,)

desta forma

A = (fufvv_fvfuv)wu
= é(fgfvvfuu+fufvfuvav_fufvfuvfuu_fgfiy)

o 3w + 2 (fufuu+fvfuv)2 (fufuv +fvav)2
B o= (i) (1 R s s (L e
(fufuu + f’l)fuv)(fufuv + fv.f'UU)>

w2

_2fufv

3 2
= (o) (A L+ 2 b b+ £212)

HL+ fOfifow + 2fufo funfon + f2F20)
_Zfovfuufuv - 2f5f3fuufvv - 2f3f3f31} - 2fuf3fuvav)

Sw+2 2 r2 2 r2 2 r2 £2 4 £2
- <w3(1+w)>|:fufuu+2fufuufvfuv+fvfuv+fufvfuu+2fuf3fuufuv+fvfuv

Hfatuo + 2futofunfoo + [ Fow + Fufiw + 200 fofunfou + LSO F
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D

_Qfovfuufuv - 2f5fu2fuufvv - 2f3f3f3’u - 2fuf3fuvafu

3w + 2 2 2 2\ (2 2 2\ £2 2
(it ) [ D o= 2o e+ (L DS+ (L DS,

=2faf3 funfoo + (L4 F) foo = 2Fufofud) £3 foo + (14 f3) fuu

3w+ 2
(Gt o) [~ o Ui = F2) + F20 4 FF — o)

(B2 (g = gt 12— 12— 2182)
ok () (24 0+ 12+ 1)
—or () (2 + 12)?)

—Kw’ (3w + 2)(w — 1).

(fvfuu - fufuv)wv
(Fofuu = Fufu) (M)

i(fufvfuufuv + fgfuufvv - fffiv - fufvavfuv)~

(WG + Wy E — 2wy, F).

primeiramente observe que

wuu

logo

w w3

S|+ D)+ Fu =2 fufofun) + (U P2 F2 + P (Fu s+ Fofun)]
[ O T2 o = 2ufofun) + (L4 P2, + P oFu + fofu)]
3 : - (1 + fg)fuufvv + (1 + qu)fsv + w2(fufuuu + f’ufuuv)]

—WK(l + fi) + é(fufuuu + fvfuuv)>

(14 /2)

w
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ter-se-a4 também que

f’g’u + f’Uf’U'U'U + f’u2,’l) + fuf’lL'U'U _ (fufuv + f’Uf’U’U)2

w w3

Wy =
T W :fvv(l + [ foo + foo( =2 fufofur) + (L4 F2) f2, + O (fufor + fufmﬂ
= LRl B2 o = 2hufufu) + (L L+ 2 Fu + )]
= 73 : - (1 + fl?)fvvfuu + (1 + fg)fgv + wz(fvfyvy + fufmw)]

= —wK(1+ ff) + é(fvfmw + fufuww),

assim

2
W = —wK(1+ (1 + f2) + “Z—f“)mfm - Fufune)

por fim

_ fuufuu+fufuuv:fwfuu+fufm o (fufuu+fufuvu))gfufuv‘i’fvfuv)

= &£+ D) fuu+ 2 Fu i+ FuoL - FD) fon+ 2 Fofuns = FufoFunf oo+ £2)]

= &l (L4 )+ (U £2)F0) + 2 (Fuun + FoFun) = Fufol Funin + £2,)]
L Fu2Fulofun + 92 Fufun + fofuw) = Fufofunfor = Fuluf2]

= L[ fufof2 = Fufofunon + 9 (Fufuws + Fofun)
1

= w3 I - fufv(fuufvv - fzv) + Wz(fufuuv + fvfuvv)i|
= _WKfufv + %(fufuuv + fvfuvv)
logo

Wy

N

2fufv

—2wy, B = Zwagfg -
w

(fufuuv + fvfuvv)

assim, ter-se-a
D = w, G + W B — 2wy F
= —Kw(1+ 2+ f2)+ S (f, b fofun) = Ko (L4 f2) (14 f2) + SO (£ f b

w

fufuvv) + 2wa5f3 - %(fufuuv + fvfuvv)

2ol Fufuws + Founn)]
= —2Kw’+ [(1 + )t & Fofuo) + (L= F2)(foFovo + fufuve) = 2Fufol fu Lo +
fofuns)|

agora usando que
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ter-se-a

2fufuufvv+(1+f3)fuvv+2fvfuvfuu+(1+f3)fuuu_2fuufvfuv_2fuf3y_2fufvfuuv = O
(4.1)

2fufuvav+(1+f3)fvvv+2fvavfuu+(1+f3)fvuu_2fvvfufuv_2fv iy_qufvfuvv == O
(4.2

agora multiplicar-se-a (4.1) por f, e (4.2) por f,, respectivamente. Desta forma,

multiplicando ambas as expressoes e ap6s somando ter-se-a

(1+ fg)(fufuvv + fofoww) + (1 + fg)(fufuuu + fofouu) = 2fufo(fufuuw + fofuww)

= _2f3qufvv + 2f2 2 — 2f2fuufvv + 2f2 31}

= _2fz2a(fuufvv - uv) - 2f2(fuufvv - uv)

= —2f2K — 2f2W'K

= —2w'K(f7 + f3)

= —2wiK(w? — 1),
logo
1
D = —2Kw*+ —(-2w'K(w?—1))
w
= —2Kw® —2Kw?(w* — 1)
= —2Kw’w?
Portanto
Alog(1+ ;) = sazy(A+ B+ C — D)

w3(11+w){ [f2(fuufvv - ) + fg(fuufvu — uv)] Kw [(3&) + 2)(w _ 1) _ 2(4}2]}
= i (2 [f2Kw! + f2Kw!] — Kw(3w? — 3w + 2w — 2 — 207)}
ws(f+w){K°” (f2+ f2) = Kwb(o? — w — 2)}

(1 ){Kw (w?—1) + KW (—w? +w+2)}

= K.

Demonstrando assim que

Alog (1 + —

E =
N———
I
=
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