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Resumo

Buscaremos neste trabalho estabelecer a existéncia de solucao positiva para o problema semilinear
(Py) —Au+ = f(z,u)u, xRN,

onde A > 0 & um parametro e f € C(RY x Rt RT) satisfaz algumas hipoteses especificas. Para, isso,
usamos a técnica variacional e nossa principal ferramenta serd o Teorema do Passo da Montanha com
condicao de Cerami. Estabeleceremos também resultados de multiplicidade para o problema (Py) com

uma condicao extra de simetria na nao linearidade.

Palavras-Chave: Problema Semilinear; Soluc¢ao Positiva; Passo da Montanha; Condicao de Cerami;

Técnica Variacional; Resultados de Multiplicidade.
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Abstract

We seek in this work to establish the existence of positive solutions for the semilinear problem
(Py) —Au+ = f(z,u)u, xcRN

where \ > 0 is a parameter and f € C(RY x R, RT) satisfies some specifics hypotheses. For this, we use
the variational technique and our main tool will be the Mountain-Pass Theorem with Cerami condition.
We establish, as well, multiplicity results for the problem (Py) with an extra symmetry condition on the

nonlinearity.

Key-Words: Semilinear Problem; Positive Solution; Mountain-Pass; Cerami Condition; Variational

Technique; Multiplicity Results.
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Notacoes

Ao longo deste trabalho, vamos utilizar as seguintes notacoes:

Bg, Br(0), bola aberta centrada em zero e com raio R.
Br(y),Br + v, bola centrada em y e com raio R.

p* = NN_pp, expoente critico de Sobolev.

(PS)e, condicdo de Palais-Smale no nivel c.
(Ce)e, condicdo de Cerami no nivel c.

Up — U, convergéncia forte (em norma).

Up, — U, convergéncia fraca.

suppf, suporte da funcao f.

(), produto interno.

C, C;, denotam constantes positivas.

o(1), ordem pequena.

R+, conjunto dos ntimeros reais nao negativos.
D(A), dominio do operador A.

o(A), espectro do operador A.

0ij = { (1): :Z 2 ;? , delta de Kronecker.
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X+,

Uess(A)a
‘_>7
C(X7 Y),
CY(X,Y),
ou
oz, ou Uy, ,
ou
6777 =7n.Vu,
N
0%u
Bu=2 . o2
i=1 ?
Vu — ( ou

X* = {f:X%R ‘ félimitada},
fully = [ [ 1l as] ™"
Julla = [ [ (19l + xa) ]

lt]|co = inf {C >0 ’ |f(z)] < C em quase todo ponto},

H*(Q),
Hy (),

DY(Q),

LP(Q) = {u : Q — R mensuréavel ‘ / |ul? dz < oo}.
Q

8%1 ’ 8x2 ’

complemento ortogonal a X.

espectro essencial do operador A.

imersao de um espaco em outro.

espaco das aplicagoes continuas de X em Y.

espaco dos funcionais continuamente
diferenciéveis de X em Y.

derivada parcial de v em relacao a x;.

derivada normal exterior.

Laplaciano de u.

gradiente de u.

espaco dual de X.

norma do espago LP ().

norma de H!(R™).

norma do espago L ().

espago de Sobolev W*:2(Q).
fecho de C§°(€2) com a norma || - || g1.

completamento de C5°(€2).

L>(Q) = {u : 2 — R mensuravel ’ |f(z)] < C em quase todo ponto}.

LP

loc

Q) = {u : Q@ — R mensurével ’ ulg € LP(),VK CC 2 compacto}.

Whr(Q) = {u € LP(Q) ‘ D>y € LP(Q),V o multi indice, tal que |a| < k‘}
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Introducao

Estudaremos neste trabalho a questio da existéncia de solugdo positiva devido a Costa e Tehrani [6],

bem como resultados de multiplicidade do problema semilinear:
(Py) —Au+ = f(x,u)u, xRN,

onde A > 0 ¢ um parametro e f € C(RY x Rt RT) satisfaz as seguintes condigdes (condigdes precisas
serdo indicadas no Capitulo 2):

lir% f(z,s) =0, uniformemente em =, (1)
s—

f(z, s) é uma fungdo nao decrescente de s € [0, 00), para todo x € RY | e existem fungdes g € C(RY,R™)
e h e C(RT,R") com:

lim f(z,s) =g¢g(x), lUm f(x,s)=h(s) e lim f(z,s) =lx € (0,00). (2)
5—00 |z| =00 |z| =00, s—00
Nessas condigoes, (Py) é um problema assintoticamente linear. Quando essa equagdo é considerada
em um dominio limitado @ C RY (com, digamos, a condi¢io de fronteira de Dirichlet), existe uma
extensa literatura que aborda existéncia de solugao, bem como resultados de multiplicidade. De particular
interesse é entdo o caso ressonante, onde —\ € o(S) e S é a lineariza¢do assintotica do problema. Em
outras palavras, S : D(S) C L?(Q) — L*(Q) é o operador dado por:

Su(z) = —Au(z) — g(z)u(z) e D(S)= Hy(Q)N H*(Q). (3)

Nesse caso, a questdo de existéncia de solucdes é mais delicada. E claro que desde que § é limi-
tado, o(S) consiste em um conjunto enumeravel de autovalores com multiplicidades finitas e, portanto,
ressonancia € um fendmeno raro.

Por outro lado, para o nosso conhecimento, menos se tem feito quando © = R no caso do problema
(P\). Uma das dificuldades nesse caso é o fato de que o espectro do operador S inclui uma parte
essencial, a saber [—ly,0), de modo que precisamos lidar com um problema ressonante muito mais
complicado. A outra dificuldade em lidar com tais problemas em RY é a falta de compacidade exibida
pelo funcional energia correspondente, digamos, como medido pela conhecida condigao de Palais-Smale.
A seguir, descreveremos como este trabalho seré apresentado.



Introducao 2

No Capitulo 1, apresentamos conceitos preliminares essenciais ao bom desenvolvimento dos nossos
principais teoremas e lemas. No Capitulo 2, introduzimos a estrutura variacional e estudamos a condicao

de compacidade de Cerami. Primeiro, definiremos
A= inf{/ [|Vu|2 - g(:z:)uz} dz ‘ u€ Hl(RN),/u2 dzx = 1} .

Se (Py) possui uma solugdo entdo, necessariamente, devemos ter A < |A|, de forma que assumimos
0 < A < |4] ao longo do trabalho. Ademais, explorando os resultados para problemas lineares de
autovalor em RY | e sistematicamente usando o método de Concentracio e Compacidade de Lions, somos
capazes de mostrar que a compacidade de Cerami vale para um certo intervalo de valores de energia do
funcional correspondente.

No Capitulo 3, provamos nosso principal resultado de existéncia e estabelecemos a existéncia de uma
solugdo positiva de (Py), para todo 0 < A < |A]. Isto é feito primeiramente achando uma candidata para
um nivel critico através do Teorema do Passo da Montanha. Entao, sob uma condicao adicional para
f(z,s), um argumento de comparagdo com o problema no infinito é usado para mostrar que nosso nivel
candidato é de fato o nivel onde a compacidade de Cerami vale, permitindo assim a aplicacao de teoremas
de pontos criticos. Vale notar que, como A é o menor ponto espectral de S e 0es5(S) = [~lso, 00), temos
A < -l e entdo, se 0 < A < |A|, pode muito bem acontecer que —\ € ¢(S). N&o obstante, nosso
resultado de existéncia, que veremos no Teorema 3.1, é independente do problema ser ou nao ressonante.

Finalmente, no Capitulo 4, consideramos a questao de existéncia de multiplas solu¢oes quando f(z, s)
é uma funcgao par de s. Nossa principal ferramenta nessa se¢ao é uma variante do teorema do ponto
critico abstrato para funcionais pares.

Salvo mencdo em contrario, todas as integrais serdo tomadas sobre todo o RY e C, C; representario

constantes positivas.



Capitulo

1

Preliminares

Antes de comegarmos nosso trabalho principal, precisamos conhecer alguns resultados que serdo tteis

no decorrer do mesmo.

1.1 Operadores Lineares de Segunda Ordem

Vamos conhecer primeiramente algumas propriedades de operadores lineares de 2* ordem, o lema de
Hopf e o lema de Lions, que serdo usados no decorrer do trabalho. No que segue, estamos nos baseando
em Evans [8] e Adams [1].

Considere o operador linear de 2* ordem dado pela expressao

Lu = Z T)Ug, o, + Zb’ )z, + c(x)u, (1.1)

4,5=1

onde u € C2%(Q), os coeficientes a'/,b’,c : @ — R sdo fungdes dadas e @ C RY ¢ um aberto limitado.
Observe que como u € C?(QQ), entdo pelo Teorema de Schwarz temos Ug,e; = Ug,z;, Para todo 4,5 €

., N. Logo, podemos supor que, para cada = € €, a matriz A(z) = [a¥ (z)]yx N € simétrica.

Definigao 1.1. Dizemos que o operador definido em (1.1) é eliptico no ponto x € Q se a forma quadrdtica

associada & matriz A(x) é positiva definida, ou seja, se A\(x) for o menor autovalor de A(x), entio

N

> a? (@& > Ma)lgl? > 0

i,j=1

para todo & = (&1,...,&n) € RV \ {0}. O operador ¢ dito eliptico em Q se for eliptico em cada ponto de
Q. Finalmente, dizemos que L € uniformemente eliptico em Q se existe 6y > 0 tal que A\(z) > 6y para

todo x € Q). Dizemos que L estd na forma divergente quando

N

Lu::—Z( JerZ )y, + c(x)u.

2%
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Observe que quando L é uniformemente eliptico, vale a desigualdade
N .o
EA)E = ) a(x)6i&; > Ool¢?, € RV,
i,j=1

E assim tomando ¢ = e;, vetor da base canénica de RV, obtemos
eiA(z)e; = a™(x) > Ogles|* =6y, i=1,...,N e 2 € Q. (1.2)

Teorema 1.1. Seja L um operador uniformemente eliptico em Q com ¢ =0 em Q. Seu € C*(Q)NC(Q)

e Lu >0 em 2, entdo maxu = n%%x U.
Q

Demonstra¢io. Suponha inicialmente que Lu > 0 em Q e que existe Z € ) tal que «(Z) = maxu. Como
Q

L é uniformemente eliptico, a matriz dos coeficientes A = A(Z) é positiva definida. Por A ser simétrica,

existe uma matriz ortogonal O = Oy, ou seja, O~! = OT', tal que

MO 0

0A0T = A 0
L. 0
0 0 .. An

e por L ser uniformemente eliptico, temos \; > 0y > 0, ¢ = 1,..., N. O termo geral da matriz acima é
dado por
N N N
= Zokj Za”og; = Z ijawoli. (1.3)
j=1 i=1 ij=1

Considerando agora a nova variavel y(z) := 4+ O(x — &), note que y(Z) =T e

y—% = O(r—17) =
Ofy—3)=0T0(x-3) = O 'O@—-3)=2-3 =
F+0T(y—-3) = =

assim

Observe que y(Z) é o ponto de méximo da fungdo v, pois & é ponto de méximo de u, e portanto
Vu(z) = Vu(y(#)) = Vo(z) =0 e D*v(Z) <0,

com a segunda inequagdo acima significando que a matriz Hessiana do v no ponto & é ndo positiva. Se

y = (y1,..-,yn), entao

N
- - Oy
yk = Ek+ ) onj(ey — ) = .

j=1
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para cada k= 1,..., N, logo

ov Oy N
Z < Q. O, ;; Yy Okt

e do mesmo modo

Ug;z; = Z Uy OkiOlyj» (1.4)
k=1
parat,j=1,--- N.
Como Vu(Z) = 0, obtemos
N
Lu(z) = Z a” (2 gy, (2 —|—sz pois ¢ =0, em
ij=1
N N
= Z a” (T)ug, e, (T), pois Zb’(fﬁ)um( )= (b.Vu)() =0
i,j=1 i=1
N N
= Z a" Z Uy OkiOLj por (1.4)

N

&,
I
—

k=1

N
Uy E a” Oklolj

I
M=

k=1 ij=1
N

= Z Uy OkI Ak por (1.3)
k=1
N

- Zvykyk)\k.

=
Il

1

Uma vez que D?v(%) < 0, temos que e, D?v(Z)ey, < 0 e isto implica que vy, ,, () < 0, parak = 1,..., N.

2 / ~ L s ~ .
Como os niimeros \; s sdo positivos, concluimos da expressao acima que

Zvykyk )‘k <0,

0 que é um absurdo. Logo, se Lu > 0 em €2, a funcdo w nao pode assumir seu maximo em (2, isto é,

maxu = max u.
Q d
Consideremos agora o caso geral Lu > 0. Seja v € R arbitrario, € > 0 e considere

ue(x) ;== u(x) +ee?™,  x=(x1,..,2N5) € Q.
Usando a definigdo de L, a equagao (1.2), a regularidade dos coeficientes e Lu > 0, obtemos

Lu. = Lu+eL(e"™)
= Lut e (@l @)y + b (2))
g™ (Bo7* — [[b" | 07)-

v

Escolhendo v > 0 suficientemente grande de modo que Lu. > 0, podemos usar a primeira parte da
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demonstracao para concluir que

max U, = mMax Ue.
Q o0

Mas u < u,, e portanto

maxu < maxu, = maxu, < maxu + emaxe’ ",
aQ Q a0 E) a0

Fazendo ¢ — 07T, concluimos que max u < Tax u. Uma vez que a desigualdade contraria é trivialmente
Q

satisfeita, concluimos que

maxu = maxu.
a a9

O

Teorema 1.2. (Principio do Mdzimo Fraco) Seja L wm operador uniformemente eliptico em Q com

c<0em Q. SeueC?*(Q)NC(Q) e Lu>0 em Q, entio maxu < I%%XUJ“ .
Q

Demonstragio. Seja QF := {z € Q| u(z) > 0}. Se Q* for vazio, entdo u < 0 em Q. Tome z € 9N e

(xn) C Q tal que x, — z. Pela continuidade de u até a fronteira, temos que u(z) = lim u(x,) < 0,
n—oo

assim « < 0 em Q e portanto

maxu < 0 = maxu™,
Q 9)

Q
onde ut(z) := max{u(zx),0}.
Logo, podemos supor que Q7 # @. Tome entdao x € QF, logo u(x) > 0 e como u é continua, entdo

existe 7 > 0 tal que u > 0 em B,.(x) e assim Q% ¢ aberto em Q e, portanto, aberto em RY. Seja

N N
Ku:=Lu—c(z)u = Z a (2) gz, + Zbl(x)um,
ij=1 i=1

desse modo, como ¢ < 0 em €2, obtemos Ku > 0, para u € C?(Q+) N C(QT). Segue entdo do Teorema
1.1, aplicado ao operador K, que

maxu = maxu.
o o0+

Uma vez que @ = QT NQ\ QF e u <0 em Q\ QF, segue que

maxu = maxu — maxu.
Q ot an+

Assim, é suficiente mostrar que
maxu < maxu™.
aQ+ a9

Considere g € 9QT tal que u(xg) = Iglaic u. A continuidade de u e a definicio de Q implicam que
Q

u(xzp) > 0. Temos dois casos a considerar:

Caso 1) u(xg) =0:
Neste caso devemos ter u < 0 em Q pois u(z) < mﬁaxu = maxy = u(zg) = 0. Logo, ut =0 em 9N e
portanto
u(zg) = max u = 0= r%zéxuf
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Caso 2) u(xzg) > 0:

Neste caso, como 21 & aberto em (), devemos ter zo € 0. De fato, se ndo fosse assim, teriamos
zo € Q e como u ¢ continua, entdo u seria positiva em toda uma bola B.(x¢) C QF, contrariando o fato
de que xo € 9NT. Dai

maxu = u(xg) = ut(z9) < Hé%XU+,

oa+

e temos o resultado. O

Teorema 1.3. (Principio da Comparagdo). Seja L wm operador uniformemente eliptico em Q2 com ¢ <0
eu € C?(Q)NCI). Se Lu>0em Q eu<0 em I, entio u <0 em Q.

Demonstragao. Pelo Teorema 1.2, temos que

u(r) < maxu < maxu’ =0
Q oQ ’

pois ut = 0 em 09, logo u < 0 em Q. O

Lema 1.1. (Lema de Hopf). Suponha que B C RN ¢é uma bola aberta, L é um operador uniformemente
eliptico em B, u € C%*(B) e Lu > 0 em B. Suponha ainda que existe xo € OB tal que u é continua em

zo e u(zr) < u(xo), para todo x € B. Entdio,

ou . Ou
a—n(xo), entdo 877(%) > 0;

it) se c <0 em Q e u(xg) > 0, entdo vale o mesmo resultado do item acima.

i) se c =0 em B e existe a derivada normal

Antes de provar o lema de Hopf vale observar que se o € 9B é um ponto de méximo local e existe

(% ~ 4
—(z9), entao é sempre verdade que

on

ou . u(zo + hn) — u(xo)
oy ") = I h =0

independente do sinal de Lu. A informacao adicional dada pelo lema é que a desigualdade é estrita.

Demonstragio. Podemos supor, sem perda de generalidade, que u € C(B) e que u(x) < u(zg) para todo
x € B\ {z0}. De fato, se ndo for esse o caso, ¢ suficiente tomar uma nova bola B’ C B que ¢ internamente
tangente & B no ponto xg. Além disso, conforme veremos posteriormente, podemos também supor que
B = B,(0).

Feitas as consideragOes acima, vamos assumir inicialmente as hipoteses do item (ii) e considerar, para

v > 0 a ser determinado, a funcao
v(x) = el e 2 e B
Para cada i, =1, ..., N, temos que

_ 2
Vg, = —2yzie 1!

i

2 . .

B 472%:2]-6*7'5”‘ , se 1 # j,
;T — _ 2 _ 2 . .
’ 4y2a2e 2l —2ye=lelT e i =,



1.1 Operadores Lineares de Segunda Ordem 8

ou seja,
Voo, = (47 @iz — 2y6;5)e el
de modo que
N N
Lv(x) Z a (1) vy, + Z b (x)vg, + c(x)v
i,5=1 i=1
N N ,
2 iy g .
= el ( Z (472 a" (z)wi2; — 276;;0" () — 2 Z(bz(a:)a:i) + c(x)) —c(x)e .
i,j=1 i=1
Usando as hipotese sobre os coeficientes de L, temos que
N N N
> a(@awy > Oolz?, Y b (@) < Jal Y ||| = C,
i,j=1 i=1 i=1
N N
> by (@) <3 _llaVlle = Co
ij=1 i=1

—c(gc)e_w2 >0, pois ¢<0

com Cp,Cy > 0. As estimativas acima implicam que
2
Lo(w) = e (452002 = 29(C1 + C2) — llel )

Desse modo, fazendo Cs := C 4 C3 e denotando A, := B,.(0) \ B, /2(0), temos que, para todo = € A,,

vale )
Lv(z) > eIl (4720()(%) —27C3 — ||c||oo)

Escolhendo «+ > 0 grande o suficiente de modo que o termo entre parénteses acima seja positivo,

concluimos que

Lv>0, em A,.
Note que se z € B = B,.(0), entao
|| r? =
=z > - =

e_'YI‘T‘2 > 6_77'2’
logo v(z) = e2” — e’ > 0em B e, em particular, v & positiva em 0B, /3(0) e uma vez que ¢ é um
ponto de maximo estrito de u e a funcdo v é continua no compacto 95, 2(0), podemos escolher £ > 0 de
tal modo que

u(xg) > u(x) +ev(z), x € dB,/2(0).

Note ainda que a desigualdade acima permanece valida em 9B,.(0) pois, nesse conjunto a funcao v se
anula. Desse modo, a fungao

w(z) = u(x) + ev(z) — u(xo)
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é tal que

Lw = Lu+¢elv — c(x)u(xg) >0, em A,
w <0, em 0A,.

Segue entdo do Principio da Comparacgao (Teorema 1.3) que w < 0 em A,. Observe agora que, como
xg € OB, temos que v(xg) = 0. Logo, w(xg) = u(xg) + ev(xo) — u(xo) = 0 e, portanto, xg ¢ um ponto
de maximo de w em A,. Desse modo, pela observacio antes da demonstracio, supondo que existe a

. w . .
derivada normal de u no ponto xg, devemos ter — (z¢) > 0, o que implica em

on

Goln) = Vuleo)y

= V(u +ev — u(a:o)) (z0).n
= Vu(xg).n+eVu(zg).n >0,

x
logo, notando que =Y & o vetor normal unitario de B,.(0), temos
r

0
Vu(zg).n = a—z(ajo)
x

> —5Vv(x0).<70)

= *6( — 27I067V‘10‘2> (@>
r

2
= 275@677‘10‘2 > 0.
T

Isso estabelece a veracidade de (i) no caso em que a bola B esta centrada na origem. Para o caso
geral em que B = B,(y), basta considerar v(z) = e~ 71*=v> — ¢=7" para z € B,(y) e proceder como

acima. A prova do item (¢) também pode ser feita repetindo os mesmos passos. O
Precisamos também conhecer o famoso Lema de Lions.

Lema 1.2. (Lema de Lions) Sejam R >0 e 2 < q < 2*. Se (u,) € limitada em H*(RY) e se

sup / |un|?Tdx — 0, quando n — +00
yERN J Br(y)
entao

u, — 0 em LP(RY), para todo 2 < p < 2*.

Demonstragio. Vamos considerar o caso N > 3. Considere ¢ < s < 2* e u € H'(RY). Pela desigualdade

da interpolagao e a imersao de Sobolev, temos que

e =1

1—X A
rere) = lullzaisa iz sae))

IN

1—-X A
CHUHLq BR(y))HuHHl(BR(y))

11—
CHuHLq(BR(y))[/B (

r(Y)

A
2

(Juf? +|Vuf?) dz)



1.1 Operadores Lineares de Segunda Ordem 10

logo

BN
luf* da < C*[luf| 4 / luf2 + [Vul?) dz] *
/BRm v (BR(”){ BR(w( ) }

— 2% 2
onde \ := (28* q)(*), note que 0 < A < 1, jd que ¢ < s < 2* . Escolhendo A\ = — obtemos
—q S ]
(I-XNs=s—2e

ul* do < C*ull 5y [ (juf 490 de
/BR(w bnletn) BR(m( )

Considere agora uma familia de bolas { Br(y;)}ien que cobrem RY, de modo que cada ponto de RY

esteja contido em no maximo N + 1 bolas, logo temos que

/|u|sdﬂc

/ |ul® dx
Uf°1 Br(y:)

< / |u|® dx

Z Br(y:)

< ZCSHUHM(BR (1)) / (\u|2 + |Vu\2) d

Br(y:)

< CPsup|fullf,? /<u2+ qu)' e
sup [Jul (BMy»)Z el 1Vul™) X

< Cf sup Hu||Lq(B ))/ (|U|2+|VU| )ZX dx
JERN r(Y P Br(y:)

<

(V10" sup [l /(|u|2+|vu|2) d
Yye

onde usamos o Teorema da Convergéncia Mono6tona de Lebesgue na penultima desigualdade e

1, se x € Bgr(y:),
X (z) =
Br(yi) 0, se x ¢ Br(y;).

Aplicando a desigualdade acima para (u,) e usando as hipéteses, chegamos em u,, — 0, em L*(RY).
Como 2 < s < 2%, entdo pelas desigualdades da interpolagio e a imersao de Sobolev H(RY) — L™(RY),
para 2 <r < 2%, temos que

(a) se 2 < p < s, entdo

_ _ —p\ /2
Jually < e [ < O |77, omde 5= (2=5) ();

(b) se s < p < 2%, entdo

s—p\ /2"
< 3 < Clan % onde o= (22 (2).

Logo, desde que u,, — 0, em L*(RY) obtemos que ||u,||, — 0, para 2 < p < 2*, e temos o resultado.
O
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1.2 Analise Funcional

As demonstragdes que apresentaremos a seguir podem ser vistas com maiores detalhes em Brezis [5]
e Kreyszig [13].

Definigao 1.2. Um espaco H com produto interno € dito espaco de Hilbert se H é completo com a norma

induzida pelo produto interno.

Teorema 1.4. (Teorema de Representaciao de Riesz) Seja H um espago de Hilbert com produto interno

(,Yu. Dado g € H*, existe um dnico @ € H tal que
(G, z)g = g(z), para todo = € H. (1.5)

Demonstragio. Se g = 0, entdo (1.5) é verdadeiro para w = 0. Seja entdo g # 0 e considere o nucleo
de g, que é o espaco vetorial fechado denotado por N(g). Como g # 0 entdo N(g) # H, e segue que o
complemento ortogonal de N(g) ndo é nulo, ou seja, N+ (g) # 0. Tome entdo 0 # uy € N+ (g) e defina

v = g(x)uo — g(uo)z,
onde x € H é arbitrario. Aplicando g, obtemos
9(v) = g(x)g(uo) = g(uo)g(x) = 0.
Isto nos mostra que v € N(g). Como uy L N(g), temos

vV, Uo) H

(
(

g(x)uo — g(uo)x, uo) 1

g(x){uo, vo) n — g(uo)(x, uo)m-

Como (ug,uo)u = ||uol|% # 0, obtemos

o gwo) oy 9(wo)
g(a:)— (uo,uo)H< ’ 0>H < ’(u07u0>H O>H.

Se escrevermos

_ g(uo)
U= uQ,
(w0, uo)
obtemos
g(x) = <xau>H7

e como x € H é arbitrario, fica provado (1.5).

Para provar a unicidade, suponha que, para todo x € H, tenhamos
9(x) = (z,u1)m = (z,u2) m,
entdo (z,u; — ug)y = 0 para todo z. Em particular para x = u; — ug, temos

(ug — ug,u1r — uz)py = |ug — ua|3 =0,
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portanto u; — us = 0, de modo que vale a unicidade. O

Definicao 1.3. Um espago vetorial normado (X,| - ||x) € dito espago de Banach se X é completo com

a norma ||ul|x.

Definigao 1.4. Seja X um espago vetorial normado e (x,) C X uma sequéncia. Dizemos que (z,)
converge fracamente em X, se existe x € X tal que, para toda f € X*, tenhamos (f,x,) — (f,x).

Denotamos este fato por x,, — x.

Teorema 1.5. Seja (z,,) uma sequéncia em um espaco vetorial normado X .
(i) se x, — x, entdo v, — x em X;
(ii) se x, — x em X, entdo (x,) é limitada e |z|x < hnHi)loIéfoon,
(tii) sexp, =~ x em X e fr, = f em X*, entdo (fn,zn) — (f, ).

Demonstragio. Proposigdo 3.5, pagina 58 de Brezis [5]. O

Teorema 1.6. Seja X em espago de Banach reflexivo e (x,) C X uma sequéncia limitada. Entao existe

uma subsequéncia (T, ) C (x,) tal que x,, — = em X.

Demonstragao. Pelo teorema de Kakutani (Teorema 3.17, pagina 67 de Brezis [5]), temos que a bola
unitaria de X é fracamente compacta. Tome (z,,) limitada, logo (x,,) C Bg, para algum R > 0, e por Bg

ser fracamente compacta, temos que existe uma subsequéncia (z;) C (z,) tal que z; = 2, em X. [

Teorema 1.7. Sejam H um espago de Hilbert separdvel e T : H — H um operador compacto e autoad-
junto. Entao H admite wma base hilbertiana formada por autofuncoes de T, ou seja, admite uma base
(uj) tal que Tu; = pjuj, (wi,uj)g =0 para i # j e (uj,u;)g = 1. Além disso, a dimensdo de qualquer

autoespaco € finita.
Demonstragao. Teorema 6.11, pagina 167 de Brezis [5]. O
Seja agora um espaco normado real E' e T': D(T) C E — FE linear. Para cada A € R defina
T.:D(T) — FE
U — Tu— A\u,

ou seja, T =T — M.
Definigao 1.5. O operador

Ry :T\(D(T)) — D(T)

Thu = u,

quando existir, é chamado de operador resolvente de T. Em outras palavras Ry = T;l.

Definigao 1.6. Dizemos que A € R é um valor reqular de T se:
(1) Ry existir;
(i) Ry for continuo;

(iii) D(Ry) = B.
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Definigao 1.7. Com rela¢ao a um operador T, temos:
a) O conjunto dos nimeros reais que sio valores requlares de T, denotado por p(T), é chamado de
resolvente de T

b) O complementar em R do resolvente de T, denotado por o(T), é chamado de espectro de T.

Teorema 1.8. Sejam E um espaco normado com dimensdio infinita e T : E — E um operador linear
compacto. Entao:

(1) 0 € o(T);

(2) o(T)\ {0} = A(T) \ {0}, onde A(T) € o conjuntos dos autovalores de T';

(3) Ocorre apenas uma das sequintes alternativas:

(i) o(T) = {0};

(#i) o(T) \ {0} € finito e, portanto, discreto;

(#i) o(T)\ {0} = pn, — 0.

Demonstrag¢io. Teorema 6.8, pagina 164 de Brezis [5]. O

1.3 Teoria da Medida

Mostraremos aqui resultados de Medida e Integracao que serao usados tanto explicita quanto implici-
tamente neste trabalho. Os préximos resultados podem ser consultados em Bartle [3] e Brezis [5].
Seja (A, A, 1) um espago de medida onde A é um conjunto, A é uma o-algebra e p é uma medida.

Denotaremos por M " (A, A) as fungdes A-mensuréveis ndo negativas de A para R = RU {co}.

Teorema 1.9. (Teorema da Convergéncia Mondtona de Lebesgue) Sejam (A, A, i) um espago de medida
e (fn) uma sequéncia de fungées mensurdveis em A, e suponha que:

(1)) 0< f1 < fa < ..., em quase todo ponto de A;

(i1) fn — f, em quase todo ponto de A.

/Afndu—>/Afdu,

Demonstragdo. Sabemos que o limite de um sequéncia de funcoes mensuraveis é mensuravel, logo f é

Entao f € mensurdvel, e

quando n — oo.
mensuravel. Como f, < f,11 < f, Vn € N, segue que

AfndﬂSAfn+ldM§[4fdu.

lim fndp < / fdu. (1.6)

Portanto

Para obtermos a desigualdade oposta, seja « € (0, 1) e seja ¢ uma funcdo simples com 0 < ¢ < f.
Defina

A, = {x e A ‘ fn(x) > a@(fv)},
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(oo}
logo A, € AJA, CApi1,e A= U A,,. Teremos entao

n=1
/ ap dp S/ fndp < / fndp. (1.7)
A’Vl A’yL A
o0
Como a sequéncia (A,) é mondtona crescente e A = U A, segue que
n=1

/(pd,u: lim/ wdu.
A n—oo A,

Tomando o limite em (1.7), obtemos
o [ wdu< lim [ fan
A n—oo A
e como esta desigualdade vale para todo a € (0,1), concluimos que
/ pdp < lim fndp.
A n—oo A
Como ¢ é uma funcio simples arbitraria satisfazendo 0 < ¢ < f, chegamos em
/ fdu= sup/ pdp < lim / fndp. (1.8)
A v JA n—oo Ju

Combinando (1.6) e (1.8), obtemos o resultado.

Lema 1.3. (Lema de Fatou) Se (f,) C M (A, A), entio

n— oo

/(hmmffn du <hm1nf/ fndu.
A

Demonstracio. Seja gy, = inf{ f,, fm+1,..} de modo que g, < f,, sempre que m < n. Assim temos

/gmduﬁ/fndu,
A A

/ gm dp < lim inf/ fndp.
A n—oo A

logo

Como a sequéncia (g,,) é ndo decrescente e converge para liminf f,,, o Teorema 1.9 da Convergéncia
n—oo

Monétona implica que

/liminffn dp = lim /gm d,ugliminf/ fndu.

O

Teorema 1.10. (Teorema da Convergéncia Dominada) Sejam (A, A, ) um espago de medida e (f,)
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uma sequéncia de fungoes mensurdveis em A, tal que
fn— f, em quase todo ponto de A.
Se existe uma funcao integrdvel g tal que
|fnl < g, em quase todo ponto de A,

entdo f € integravel e

/fdu: lim/fnd,u.
A n—oo A

Demonstragao. Temos que f é integravel e como g + f,, > 0, podemos aplicar o Lema 1.3 de Fatou para

obter
/9du+/fdu = /(gﬂ”)du
A A A
< liminf/(g+fn)du
n—oo A
= liminf</gd,u+/fndy)
= /gdu—i—liminf/ fndpu.
A n—oo A
Segue que

/ fdu < liminf/ fndp.
A n—oo A

Como g — f, > 0, mais uma aplicagdo do Lema 1.3 de Fatou nos da

/Agdu—/Afdu

[ 6=y
< liminf /A (9— fu) dp

A

n— oo

/gdu—limsup/ Indp,
A n—oo JA

ou seja,

limsup/ fndug/fdu.
n—oo JA A

/ fdp= lim fndp.
A n—oo A

Assim, concluimos que

O

Definigao 1.8. Sejam (A, A, 1) um espago de medida, f: A — R uma fun¢ao mensurdvel e 1 < p < co.

1= [ [ 1] .

Definimos
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e LP(A) a colegao de todas as fungoes mensurdveis em A tais que

LFllp < oo

Definimos também L>°(A) como o espago vetorial de todas as fun¢oes mensurdveis f tais que |f(x)| < M,

em quase todo ponto de A, para algum M > 0. Definimos a norma || f||oc em L>(A) por
1flloe = inf{M >0 ‘ |f| < M, em quase todo ponto de A}.

Teorema 1.11. (Desigualdade de Hélder) Consideremos (A, A, u) um espaco de medida e 1 < p,q < oo
1 1

com —+~=1. Se f € LP(A), g € LY(A), entio fg € L'(A) e
P q

1fglly < [1£15llgllq-

Demonstragdo. Suponha p =1 e ¢ = oo, logo

‘/Afgdu’ < /Alfgldu

lglloo /A Fldy

9lleol Fll1 < oo,

IN

e temos o resultado no caso p = 1.

Para o caso p > 1, seja a € (0,1) e ¢(t) := at —t* para t > 0. Logo, ¢'(t) = a — at®"! e assim
@' (t) <Opara 0 <t <le¢(t) >0parat> 1. Logo, t =1 éponto de minimo de ¢, ou seja, ¢(t) > p(1)
e p(t) = p(1) se, e somente se, t = 1.

Temos entao que ¢(t) > (1) implica em

t*<at+(1—-a), t>0.
. ~ . a
Sejam a,b ndo negativos e t = 7 logo teremos
a®b™ < aab™ ' + (1 — a),
e multiplicando por b, temos
a®b' ™ < aa + (1 — a)b,

onde a igualdade vale se, e somente se, a = b.
1 1 1 ~
Sejam agora p e ¢ satisfazendo 1 < p < coe —+ — =1 e tome o = —. Segue que se A e B sao
p q p
nimeros reais nao negativos, entao

Ar B
AB < — 4 =/,
p g

e a igualdade ocorre se, e somente se, AP = BY.

/()]
£l

Suponha que f € LP, g € L e | fllp, |lgllq # 0, entdo o produto fg é mensuravel e tomando A =
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eB:M

ol , obtemos
9llq

[f@)g(@)] _ [f@)  lg@)|?
1A llpllgle — 2IfIP  allglld

Como os dois termos a direita sdo integraveis, segue que fg é integravel. Além disso, integrando, obtemos

1 1
el 11
[ fllpllglle =2 4

0 que prova nosso resultado.

O
Teorema 1.12. (Desigualdade de Interpolagdo) Sejam 1 < s <r <t <oo e € (0,1) tal que
1 0 1-0
ros t
Suponhamos também que u € L*(Q) N LY(Q), onde Q é um dominio limitado. Entio, u € L"(Q) e
luall < lull2 ]l =
. . . . or  (1-0)r
Demonstra¢ao. Usando a desigualdade de Hdolder com os expoentes conjugados — + — = 1,
s
obtemos
fully < [ Julrdo
Q
_ |U|9T|U|(170)T dr
Q
or ) a-or
< (/ |u|9rﬁ dx) ° (/ |u|(170)7'7(1—9)7‘ dx) E
Q Q
or (1—19)1'
= (/ |u|sdx) ’ (/ |u|td:c) ’
Q Q
r 1-60)r

= fulfull

logo
1-6
[

e como u € L*(Q) N L(Q), temos o resultado. O

Teorema 1.13. Considere uma sequéncia (f,) C LP(Q) e f € LP(Q)), de modo que ||f, — fll, = 0,
quando n — co. Entdo existe uma subsequéncia (fy,) tal que:

(0) fn,(x) = f(2), em quase todo ponto de Q;

(1) |fn, (z)] < g(x), em quase todo ponto de Q, com g € LP(Q).

Demonstragao. Teorema 4.9, pagina 94 de Brezis [5]. O
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1.4 Espacos de Sobolev

Nesta secao, vamos abordar conceitos e resultados sobre os Espacos de Sobolev que serao utilizados
por todo este trabalho. Os detalhes desta se¢do podem ser vistos em Brezis [5] e Evans [8].
Seja 2 um aberto de RV, p € R, com 1 <p<ooek € N.

Definicao 1.9. O espago de Sobolev W*P(Q) é o conjunto de todas as fungées u € LP(Q) tais que, para
todo multi-indice o, com |a| < k, tem-se D*u € LP(Q)), sendo D% a derivada no sentido fraco. De forma

sucinta,
wWkr(Q) = {u e LP(Q) ’ D% € LP(Q),Y a com |a| < k}

Definigao 1.10. Para v € W*?P definimos a norma de u por

1/p
[ ( 3 ||Dau|\g) . 1<p<oo
o<k

lullwrse@) = D D] oo

|| <k
Observagao 1.1. Se p = 2, escrevemos H*(Q) = W2(Q).

Teorema 1.14. O espaco de Sobolev WP (Q) é um espago de Banach para 1 < p < oo, reflezivo para
1 < p < oo e separdvel para 1 < p < oco.

Demonstragdo. Proposigdo 8.1, pagina 203 de Brezis [5]. O

Veremos agora as imerdes dos espacos de Sobolev W1P(Q). Lembramos agora que o expoente critico

de Sobolev é dado por
«_ Np

U

onde 1 <p< N.

Teorema 1.15. Seja Q@ C RN um aberto limitado de classe C', entio temos as sequintes imersoes

continuas:

WP(Q) — LYQ), 1<q¢<p", sel<p<N;
Whe(Q) < LUQ), ¢>1, sep=N;

N

wWhP(Q) — 5 (Q) sep> N.

Demonstragao. Teorema 5.4, pagina 97 de Adams [1].

1.5 Caracterizacao de \;

No que segue estamos nos baseando em Giovany [9]. Inicialmente vamos considerar o problema

P) { —Au= f(z), em Q

u =0, sobre 0f2,

onde 2 C RY ¢ um dominio limitado e f € L?(12).
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Sabemos que
(u,v)g = / VuVvdx
Q

é o produto interno usual de Hj (), que ¢ espago de Hilbert com a norma induzida

= ( [ v ar) "

Dada f € L?(Q2), considere g : H}(Q) — R definido por

g(v)z/ﬁfvd:c.

Logo, pela desigualdade de Holder, g esta bem definido e além disso, g € linear.

Tomando v € H{(£2) e usando as imersoes de Sobolev e novamente a desigualdade de Hélder, temos

lg() < [ fllz2llvllz2 < Cllfllz o]l e,

0 que mostra que g é continua.

Pelo Teorema 1.4 da Representagio de Riesz, segue que existe tinico u € H}(Q) tal que
(@,v) g = g(v), paratodo ve H(Q),

ou seja,
/VﬂVvdx:/fvdx, para todo v € Hy ().
Q Q

Concluimos entdo que w € H}(Q) é a tnica solugao fraca do problema (P).

Assim fica bem definido o operador

S:LAQ) — HQ)

o=

onde u é a tnica solugdo do problema (P).

Vamos agora conhecer as propriedades do operador S:
Lema 1.4. O operador S € linear e continuo.

Demonstragio. Dadas fi, fo € L*(Q) e a € R, obtemos tnicas uj,uz € Hg(Q) tais que S(f1) = u; e

S(f2) = usg, ou seja,
/VmVde:/flvdx, Yo € Hy(Q)
Q Q

/VuQVvdx:/fgvdx, Yo € Hi (Q).
Q Q

Multiplicando a segunda equacgao por « e somando com a primeira equagao, teremos

/Vu1Vvdx—|—oz/VUQVvdxz/flvdx—Fa/fgvdx,
Q Q Q Q
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ou seja,

/ V(uy + aug)Vode = / (fi +afy)vde, VYve Hy(Q).
Q Q

O que mostra que

S(fi +af2) = S(f1) + aS(f2).

Vamos mostrar agora que S é continuo. Da desigualdade de Holder e das imersdes de Sobolev, temos

ISHIE = llulls
= /fudx
Q

< lullzzl fllre

< Clluflallflze

= CISHallfllze,
e assim

1SNl < Cllfllz2s

mostrando que S é continuo. O

Observagao 1.2. Note que:
S L*(Q) — HY(Q) — L*(Q),

onde a imersio acima € compacta. Como S € continuo teremos
S:L*() — L*(Q)
um operador compacto. Daqui para frente o operador S serd o operador compacto acima.

Lema 1.5. O operador S : L?>(Q) — L*(Q)) é um operador positivo, ou seja,
(S(f), frez =2 0.
Demonstragao. Seja S(f) = u, logo

(S(f), flez = (u, f)re

= /Qufdx

= / VuVudx
Q

= Julk >o0.

Lema 1.6. O operador S € autoadjunto, ou seja,

<S(f)7g>L2 = <f7 S(g)>L2~
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Demonstrac¢ao. Sejam uy = S(f1) e us = S(f2), entdo
/ Vu, Vo dz = / fivdz, paratodo v € Hy(Q) (1.9)
Q Q
e
/ VusVwdz = / fowdz, paratodo w € Hy(Q). (1.10)
Q Q
Considerando v = ug em (1.9) e w = uy em (1.10), obtemos
/ fouy dx = / VurVus dx = / fruo dz,
Q Q Q
0 que nos mostra que
(S(f1), f2)r2 = (S(f2), fr)2, Y fu, fa € LP().
O
Lema 1.7. O operador S € injetivo.
Demonstragao. Temos que
0=5(f) = / fvdz, Yve Hi(Q),
Q
e como L*(Q) C L}, .(Q) e C§°(Q) C HY(Q), temos que f € L}, .(Q) e
/ fvdz =0, Yve C°(Q).
Q
Assim, concluimos que f = 0. O

Observagao 1.3. Segue do lema acima que o operador S ndo possui autovalor nulo.

Lema 1.8. O operador S : L?>(Q) — L*(Q) admite uma sequéncia i, de autovalores com lim pu, =0 e
n—oo

L?(Q) possui uma base hilbertiana formada por autofuncoes de S.

Demonstragio. Sabemos que L%(2) é um espaco de Hilbert separével, S : L?(Q) — L?(2) é um operador

autoadjunto e compacto. Do Teorema 1.7, L?(Q2) possui uma base hilbertiana formada por autofun¢oes

de S.

Vamos mostrar agora que os itens (¢) e (i7) do Teorema 1.8 ndo podem ocorrer. De fato, se o(S) = {0},

desde que A(T) C o(S5), teriamos que zero é um autovalor de S, o que é um absurdo. Se o(S5)\ {0} fosse

finito, do Teorema 1.7, teriamos que L?(f2) é finito, o que ¢ um absurdo.

Temos entao que

a(5)\ {0} = A(S)\ {0} = ptn = 0
é uma sequéncia que converge para zero quando n — oo.

Observagao 1.4. Podemos reordenar (p,) de modo que

Wi > > > — 0.
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Além disso, os autovalores de S sio positivos. De fato, seja p autovalor de S, logo existe 0 # f € L?(Q)
tal que S(f) = uf. Assim
(S(f), ez = (uf, frz = ulfl7= = 0.

Portanto, p > 0 e como p # 0, entdo devemos ter p > 0.

Definigao 1.11. Dizemos que A é um autovalor do laplaciano se

/V(JSVvdx:)\/gbvdx,
Q Q

para todo v € H ().
1

Lema 1.9. Temos que p € autovalor de S se, e somente se, A\ = — ¢ autovalor de (—A, H}(Q)).
]

Demonstragio. Se p é autovalor de S, entdo existe 0 # f € L%(f) tal que

S(f) = nf,
logo
/V(uf)Vvd;v = fvdz, ou seja,
Q Q
/ VfVude = X[ fudz,
Q Q
onde A = l O
1

Observagao 1.5. Concluimos entio que o operador (—A, H}(2)) possui uma sequéncia de autovalores
(An) tal que

Teorema 1.16. O inverso do primeiro autovalor do operador (—A, H}())) é a menor constante que

verifica a desigualdade de Poincaré, ou seja

1
/|u|2dx§—/ |Vul|? d.
0 A Ja

2
9 /|Vu| dx
) [l Ja

1= m 2 —
orucri(@) [ull} ~ orucHi@) / luf? da
Q

Além disso

€ a caracterizacao variacional de .

Demonstragao. Secao 4.5, pagina 50 de Figueiredo [9].
O

Teorema 1.17. O primeiro autovalor de (—A, HE(Q))) € o tinico que tem a autofuncdo correspondente

que nao troca de sinal em 2.

Demonstrag¢ao. Lema 4.8, pagina 53 de Figueiredo [9]. O



Capitulo

2

Estrutura Variacional - A Condicao de

Cerami

Comecamos apresentando nosso principal problema, bem como as condicoes sobre a funcao f.

2.1 Condicoes para f

Neste capitulo, vamos considerar a questao de achar solugoes positivas da equagao
(Py) —Au+ = f(z,u)u, z€RY,

onde A > 0 é um parametro e a funcao f satisfaz as seguintes condicoes:
(f1) f € C(RY x RF,RT),

lir% f(z,s) =0, uniformemente em x;
S—r

(f2) Para todo = € RY, f(x,s) ¢ uma funcio ndo decrescente de s em [0,00) e existe uma fun¢do
g € C(RN RY) tal que

lim f(z,s) =g(z), uniformemente em z;
Ede el

(f3) Existe uma func¢ao h € C(RT,R™) tal que

lim f(z,s) =h(s), uniformemente em s;
|z|—o00

(f1) lim  f(z,s) = lim h(s) = lim g(x) =1 € (0,00);

|z]—00, s—00 §—00 |z|—o0

(fs) f(z,8) > ‘ llim f(z,s) = h(s) para todo x € RV s € Rt e f(z,s) > h(s) para x € w,s € RY,
T |—00

onde w C RY ¢ um conjunto de medida positiva.
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Observagao 2.1. Temos que g € C(RN) N L¥(RY). De fato, como

|z|—00

da definicao de limite, temos que ¥Ye > 0, existe M > 0, tal que
lg(z) — loo| <&, para todo |z| > M.

Assim, g(z) < lo + €, para todo |x| > M. Por outro lado, como g € C(RYN ,RY), temos que g(T) =
max g(z), para algum T € Bys. Logo g € C(RN)NL>®(RY). Analogamente, h € C(RT) N L>®(R*). Por
rzeBm

(f2), ainda temos que

0< f(z,s) < g(z) < oco.

Além disso, por um argumento de regularidade que faremos a seguir, a solucdo u € H'(RY) de (Py)
é tal que u estd em W2P(RY) N CY(RY), para todo p > 2, de modo que

lim u(x)=0 e lim Vu(z)=0.

De fato, de acordo com Stuart e Zhou [18], temos o seguinte lema:

Lema 2.1. (a) Para cada fun¢io h € LP(RY),1 < p < oo, existe um tinica fung¢io u € LP(RY), tal que
u = Th, satisfazendo a equacio —Au +u = h em RY;

(b) Seja h € LP(RN) para algum p com 1 < p < co. Entido, Th € LP(RN) e |Th|, < |h|,. Caso
p € (1,00), nds ainda temos que Th € W2*P(RN) e existe uma constante C(p, N) tal que:

IThlw2»@ny < C(p, N)|Alp.

Demonstragao. Segue da Proposicao 27, Capitulo II de Dautray e Lions [7] combinado com a estimativa
de Calderon-Zygmund |0;0;ul, < A(p, N)|Au|,(Proposi¢do 3 do Capitulo 3 de Stein [17]). O

Por outro lado, como 0 < f(z,s) < g(z) < [|g]lec < 00, Vz,s >0, temos que

[+ 1+ sl < (In+ 11+ llloe )l V221,

~ ~ 2N
Defina f(z) = (=X + 1+ f(z,u))u, em RV, entdo temos que f € LP(RY), para 2 < p < N3

u € LP(RY) satisfaz

e

fx)=(-X+1+ f(z,u))u=u— X u+ f(z,u)u =u—Au, em RV,

x 2N
Pelo Lema 2.1(a), temos v = Tf e por (b) temos u € W2P(RY), para 2 < p < N

. Portanto u,
2

~ 2N
e consequentemente f, pertence a LP(RV) para2 <p<ocose N=6e2<p < N_6 se N > 6. Um

argumento de bootstrap padrdo completa a prova de que u € W2P(RY), p > 2.
A segunda parte é verdadeira para todo elemento u € W2P(RY) N C1(RY) desde que p > N. Além
disso, como u(x) > 0, em quase todo ponto de RY, entdo para qualquer solu¢do de

—Au+ = f(z,u)u >0, A>0,
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o Principio do Maximo Forte (Teorema 8.19 de Gilbarg e Trudinger [11]) nos mostra que u(z) > 0 para
todo r € RV

Ao longo deste trabalho assumiremos, sem perda de generalidade, que f(x,s) e h(s) sdo definidos
para todo s € R e f(x,s) = h(s) = 0 para s < 0. Nos vamos encontrar solucgoes positivas de (Py) como

pontos criticos do funcional energia correspondente:

D) = 5l = [ Flauds, we H'@Y), (2.1)

onde

F(z,s) = /OS flz, t)tdt,

uma vez que uma solucio fraca do problema (Py) ¢ uma funcio u € H'(RY) tal que
/(Vqu + Auw) dx = /f(x, w)uv dr, paratodo v € C5(RN).

Além disso, temos que

(w3 ::/|Vu|2dm—|—)\-/|u|2 dx

define uma norma equivalente a norma usual de H'(RY), a saber, |lu||% = /|Vu|2 dx + / |u|? dz. De

fato, a norma || - || provém do produto interno

(u,v)y = /Vqudx—i—)\/uvdx.

Vamos provar que (-, ) é produto interno:

(7)
(w,v) = /Vqudx—I—)\/uvdx

/VvVudaH—)\/vudx
(v, u)

A3

(ou,v)y = /Vaqudx—i—)\/auvdm

= a/Vqudx—l—)\a/uvdm

a(/Vqudx—i—)\/uvdx)

= afu,v)y;
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(i)

(u+v,wyy = /V(u—i—v)dex—F)\/(u—Fv)wda:

/(VUVU} + VoVw) dz + A /(uw +vw) dx

= (/Vqud:rJr)\/uwdx) + (/Vvadx+>\/vwdx)

= (u,w)) + (v, w)Hx;

(u,u)A:/\Vu|2dx+)\/|u|2dx20, jad que A > 0.

Além disso,
min{1, A\Hul|f < [Jul} < max{L, \}[|ul7,

logo as normas sao equivalentes.

Vale notar que como lir% f(z,s) =0, entdo para s suficientemente pequeno, temos
s—

[f(z,8)] <e =
—e<  f(z,s) <e =
—es < f(z,s)s <es =
2 2
s s
—e— < F(x, <e— =
2 (@) 2
2
|F(z,5)] <eo,
2
e como lim  f(z,s) = lw, entdo para |z| e s suficientemente grandes, temos
|z] =00, s— 00
|f(xu 8) - loo| < € =

flz,s) < e+l =
flz,s)s < es+ sl
e integrando a ultima desigualdade acima, temos que
2 2 l
F(z,s) < 6% + %loo = (g + %0)32,

assim, 0 < F(z,s) < C(sT)?, para todo z € RN e s € R.

Como pretendemos aplicar o Teorema do Passo da Montanha com condi¢do de Cerami, precisamos

saber agora da regularidade do nosso funcional.



2.2 Regularidade do Funcional Iy 27

2.2 Regularidade do Funcional I,

Vamos mostrar que I, ¢ um funcional de classe C* em H!(RY). Para isso, precisamos das seguintes

defini¢oes:

Definicao 2.1. Dado um espago de Banach X e um funcional I : X — R, dizemos que I possui Derivada

de Fréchet no ponto u € X quando existe um funcional linear T € X* tal que

Iu+v)—I(u) —Tu

lim =0.
[[o]| =0 lloll

A derivada de Fréchet no ponto u, quando eziste, é inica. Vamos denotd-la por I'(u).

Definigao 2.2. Se A é um aberto de X, dizemos que I € de classe C* em A ou que I € C'(A,R), quando

a derivada de Fréchet de I existe em todo ponto u € A e a aplicagio I' : A — X* € continua.

Definigao 2.3. Dado um espa¢o de Banach X e um funcional I : X — R, dizemos que I possui Derivada

de Gateaux no ponto u € X quando existe um funcional linear T € X* tal que

lim I(u+tv) —I(u) —Tv
t—0 t

=0, para todo v e X.

A derivada de Gateaux no ponto u, quando existe, € unica. Vamos denotd-la por DI(u).

Observagao 2.2. I ¢ de classe C' em A quando a derivada de Gateaux de I em A existe e o operador

DI : X — X* existe e é continuo.
Lema 2.2. O funcional I definido em (2.1) € de classe C*.

Demonstragao. Ja conhecemos as estimativas

f(z,s)s < es+ sl e (2.2)
Fz,s) < (g + %"3)52 =0O(s+)?, (2.3)

vamos usi-las nesta demonstracao.

Considere .
1w = 3llul} - [ Flos)da.

e vamos mostrar que I é de classe C! com
If\(u)v:/|Vqu|dm+)\/uvdx—/f(x,u)uvdx.
Considere Iy (u) = Jo(u) — J1(u), onde
— Ly _ 1 2 2
Jo(u) = 2||u||)\ =3 [/ |Vul® dx + )\/ |l dx] e

Ww = [Fasd.
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e vamos mostrar que Jy e J; sdo classe C! com
Jo(u)yo = /|Vqu|dx+)\/uvdx: {(u,v) e
Ji(uyy = /f(m,u)uv dx.
Inicialmente, vamos calcular a derivada de Gateaux DJy:
Jo(u+tv) —Jo(u) 171 9 )\/ 9 1/ 9 )\/ 9
: _ t[2/|V(u—|—tv)| dot 5 [ twde— 3 [ (VuPdr 2 [ ju? de]
1
= %[/V(u—l—tv)V(u—i-tv)dx—/|Vu|2dx—|—A(/(u—l—tv)(u—i—tv)dx—/\u|2da:)]
1
= %[2t/Vqudx—|—t2/|VU\2dz+)\<2t/uvdx+t2/v2dx>}

/Vqudx—l—%/|V1}|2d$+)\/uvd$+§/|U|2dx,

logo
DJo(upy = lim Jo(u+tv) = Jo(w)
t—0 t
= /Vquder)\/uvdx
= (u,v)x.

Vamos mostrar agora que D.Jy é continua. Seja (u,) C H'(RY) tal que u,, — u em H'(RY) e tome
v e HY(RY) com ||v||y <1, logo

[DJo(un) = DJo(uw)]of = [{un, v)x = (u,0),]

= [un —u,0),

IN

[[un = wl[llv]lx

IN

llun — ullx.
Obtemos entao

|IDJo(un) — DJo(w)|| g := sup |[DJo(un) — DJo(u)]v| < |Jun —ullx — 0.

[lvllx<1

Pela Observagio 2.2, temos que D.Jy = Jj é de classe C! e J{(u)v = (u,v)y.
Vamos calcular agora a derivada de Gateaux DJ;. Para isso, considere h : [0,1] — R dado por
h(s) = F(z,u+ stv) onde t € R com 0 < [t| < 1, z € RN e u,v € HY(RY). Observe que

W(s) = flz,u+ stv)(u+ stv)tv,
h(l) = F(z,u+tv) e
h(0) = F(z,u).

Como h é continua em [0,1] e diferenciavel em (0, 1), segue do teorema do valor médio que existe
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~v € (0,1) tal que

de onde concluimos que

F(a:,u—l—tv)—F(x,u)‘

. = ‘f(m,u—&—’ytv)(u—i—'ytv)v .

Da condigdo de crescimento de f dado em (2.2), obtemos

le(u + ytv)v| + |(u + ytv)vls|
eluv 4+ v?| + |uv + 2|l

= C.luww+v?| € LY(RY).

A

[f (2, u 4 ~tv) (u+ ytv)ol

A

Tomando uma sequéncia |t,| — 0, usamos o Teorema 1.10 da Convergéncia Dominada de Lebesgue e

obtemos
_ Ji(u+tv) — Jy(u) _ /F(xaqut’U)dl’*/F(x,u)dx
lim = lim
t—0 t t—0 t
= lim [ f(z,u+tnv)(u+ ytpv)vde
n—oo
= /f(x,u)uv dx.
Portanto

DJl(u)v:/f(x,u)uvdx.

Vamos agora mostrar que D.J; é continuo. Seja (u,) C HY(RY) tal que u, — v em H'(RY). Das

imersoes continuas de Sobolev, temos
U, — U em LT(RN), com 1<r<2* para N >3.
Usando o Teorema 1.13, existe (u;) C (u,) e g € L"(RY) tal que

uj(r) — wu(r), em quase todo ponto de RY e
<

lu; ()] g(z), em quase todo ponto de RY.

Pela continuidade de f, temos que

p/p—1 N
— 0, em quase todo ponto de R,

(@ (@)uj (@) = £ (@, u(@)uz)
e da condigdo (2.2), obtemos
C 1 @, us (@))us (@) /77 + | u(a) ula) /7

C {auj F Ujloo +eu + uloo
C.g(z) € L'(RY).

[ (@) () = (@, u(@)u(o)

IN

IN
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Do Teorema 1.9 da Convergéncia Monétona de Lebesgue, temos que
e ug(@))uy(x) = fla,u(@)u(z), em L7 (RY).

Assim para todo v € H'(RY) com ||v||x < 1, obtemos

(D) = D(@le] = [ (Flevus)u; = Faupalo da,

e como —2 1 e p sao expoentes conjugados, entao da desigualdade de Hoélder, chegamos em

D) = DI < 11 @ us)uy = Fawyull e, o]l

D
=
e das imersoes continuas de Sobolev, obtemos

DA () = DR )o| < Cllf(w,us)u; = fla,wul e, o]

IN
Q
=
&
£
g
|
kh
®
e
=
g

Portanto

|DJi(uj) = DJi(u)|| = sup |[DJi(u;)— DJi(u)lv

llolla<1
< ||f($7uj)uj - f(xa U)u”ﬁ,

o que implica em
hm DJl(u]‘) = DJl(u),

J]—0

e, novamente pela Observagio 2.2, concluimos que D.J;(u) = J{(u) é continuo e temos o resultado. [

Além disso, os pontos criticos de Iy sdo solugdes fracas de (P,). Em particular, se v é um ponto
critico de I, entdo definindo v = max{0,u} e u~ = min{0,u} temos que v = u* +u~, utu™ =0e
VutVu~ =0, logo, lembrando que f(z,u) =0 para u < 0, temos

0=1InL(u)(u") = /Vu.Vu_ dx—l—)\/uu_ dx—/f(a;u)uu_ dx
J1vu Pz [ 1uPdo = |

Portanto obtemos u = u™ > 0.
Vamos apresentar agora nossa principal ferramenta e a contemplacdo de uma de suas hipoteses pelo

nosso funcional 1.

2.3 Condicao de Cerami

A fim de estabelecer a existéncia de um ponto critico nao nulo de I, usaremos o Teorema do Passo
da Montanha com a condicao de Cerami.

Teorema 2.1. Seja H um espago de Hilbert e I € C'(H,R) satisfazendo as sequintes condigoes:
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(a) Ip,a >0 tal que I(u) > 0 para ||ul]| < p e I(u) > « para ||ul| = p;

(b) I(0) =0 e existe e € H com |e| > p tal que I(e) < 0.
Seja I' = {y € C([0,1], H) | 7(0) = 0, I(y(1)) < 0} e defina

c:= inf sup I(v(t)).
i sup I(7(1)

Se, além disso, o funcional I satisfaz a condi¢gdo de compacidade de Cerami no nivel ¢, entio existe
u € H tal que I(u) =c> a e I'(u) = 0.

Recordamos que I € C'(H,R) satisfaz a condi¢do de Cerami no nivel ¢ € R, que chamaremos de
(Ce)., se qualquer sequéncia (u,), tal que

Hun) e e (1 unll ) 17 ) - 0,

possui uma subsequéncia convergente.

No resto deste capitulo, vamos mostrar que o funcional I, definido em (2.1) satisfaz a condigao
(Ce)., quando ¢ € R é adequadamente restringido, como veremos no Teorema 2.2. No proximo capitulo,
consideramos as condi¢oes geométricas do Teorema do Passo da Montanha (condigdes (a) e (b) acima).

Para isso, definimos

A::mf{/[Wmﬁ-ﬁxmuﬂdx‘uezika%/}ﬂdx:1}. (2.4)

Como em Berezin e Shubin [4], temos que A = inf 0(S), onde o(5) é o espectro do operador definido

por
Su(z) = —Au(z) — g(x)u(x), D(S)= H*R"). (2.5)
Além disso, do fato que o espectro essencial de S é 7¢55(S) = [~loo, 00), temos
—[lglloe £ A< —loe <0. (2.6)

Observagao 2.3. Temos que 0.s5(S) consiste nos pontos de acumulagcdo o(S) mais os autovalores de S
com multiplicidade infinita. Como o(S) € fechado, temos oes5(S) C o(S5).

Comecamos com dois lemas técnicos que serdo usados nas provas do nosso primeiro resultado de
compacidade, a Proposicao 2.1.

Lema 2.3. Sob hipdtese (f1), assuma que lim  f(z,5) = lw € R e sejam (v,) C HY(RY), (t.) C

|z| =00, s—00
R sequéncias satisfazendo
(i) v, — v,v,(z) = v(x), para algum v € H*(RY);

I\ (tnvn)

(i) tn, — o0 e — 0, quando n — oo.

n

Entio qualquer sequéncia (y,) C RY tal que / vi dr > a > 0 € necessariamente limitada.
yn+Bl

Demonstragio. Vamos fazer a prova por contradi¢do. Seja (y,) C RY uma sequéncia tal que

/ va dr>a >0
yn+B1
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e suponha que exista uma subsequéncia de (y,,) ainda denotada por (y,) tal que |y,| — oco. Definimos

agora

O () = vp(x + yn)
e usando mudanca de variaveis z = x + y,,, temos
ol = [ IVou@Pdo+ A [ fou(a) P de
= / |V, (x + yn) > dz + )\/ [vn (2 + yn)|? dz

_ /|an(z)|2dz+)\/\vn(z)|2dz

= vl

/ f)gdx:/ vi(z+yn)dz:/ v2(2)dz > a.
B4 B Bi1+yn

Sabemos que (@) ¢ limitada em H*(RY), ji que v, — v em H'(RY). Podemos entdo obter ¥ em

H'(RY) de modo que, a menos de subsequéncia,

, em H'(RM);

<
3

L
S

tp(z) — @(z), em quase todo ponto de RY.
Por outro lado, como o operador restricio de H*(R™) < H'(Bj) é continuo, e a imersdo
HY(B))— L"(By), 1<r<?2*
é compacta, temos que

Up — 0, em L*(B).

Assim,
/ % dr = lim 2 dr > a >0,
B

n—oo B1

e portanto ¥ # 0.
Considere agora ¢ € C$°(RY), denotando ¢,(z) = ¢(x — y,) e fazendo a mudanca de varidveis
T = z + Yn, Obtemos
I\ (tnvn)

DO G = [ (Toul@) V(o) + Aen(@)6()) d = [ Fataon (@) (@) (2) do

tTL

/ (an(z + Yn)VIn(z + yn) + An(z + yn)dn(z + yn)> dz

- /f(z + Yn, tnUn (2 + Yn))n (2 4+ Yn)On (2 + yn) dz

/ (Vﬁn(z)v¢(z) + Mzn(z)¢(z)) dz — / F(z + Yns tnvn(z 4+ yn))vn(z + yn)(2) dz.
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Por (ii), temos

I (t,vn,
)\(t )¢n _ 0(1)’
logo vamos analisar a convergéncia de
/ (Wn.w + Mw) dz

Uma vez que 0, — U, obtemos

/ (van.w) n )\@nqﬁ) dz — / (Vf;VqS n Aﬁ(b) dz.

Vamos agora analisar a convergéncia de /f(z + Yns tnUn (2 + Yn))vn(2 + yn)0(2) dz. Primeiramente

note que estamos assumindo f(z,s) = 0 para s < 0 e assim f(2+yn, tnvn (2 +yn))vn(z +yn) > 0. Agora,

como ¥, — U, em quase todo ponto de RY, entdo |t,7,,| — 0o e assim, utilizando lim flz,s) = leo,
|z] =00, s— 00

chegamos em
FZ+ Yns tnon (2 4+ yn))on(z + 9n)(2) = Lo (2)9(2),

em quase todo ponto de RY, quando n — oo.

Temos, como antes, que ¥, — 0 em L'(Bg) , onde supp(¢) C Bg. Lembramos agora do Teorema
1.13, que nos diz que se tivermos uma sequéncia (u,) C LP(Q2) com  limitado, e u € LP(f2) tal que
|t — ullLr (@) — 0, entdo existe uma subsequéncia u,, tal que u,, (z) — u(r), em quase todo ponto de
Q e além disso, existe uma funcgio r € LP(Q) tal que |u,, (z)] < r(z), em quase todo ponto de 2. No

nosso caso, existe r € L'(Bgr) tal que, a menos de subsequéncia,

|0n(z)] < r(z), em Bg,

’f(z F Yny tnn (2 + yn))Un(z + yn)o(2)| < Cr(z), Vze RY e C= loo|| @] 0o-

Como |y,| — oo e t, — oo, segue do Teorema 1.10 da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

/f(z F Yny tnn (2 + Yn))Un (2 + yn)d(2) dz — /loof)Jr(z)qb(z) dz.
Assim, concluimos que
/ (V@ng + Afzqﬁ) dz — /looﬂJr(z)d)(z) dz=0, VY¢eOXRY).
Desta forma, v é uma solucao fraca nao trivial do problema
—AD = (loo — N0, em RV,
Por outro lado, sabemos que se u € H'(RY) for uma solugio fraca do problema limite

—Au+ Au=Ilou, M>0,
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entdo u € H?(RY) e portanto, para nosso caso particular, teremos o € H?(RY). Mas isso gera uma
contradicdo, pois se A € R e u € H?(RY) ¢ solugio do problema do autovalor

—Au=Mu, em RV,

entdo u = 0. Portanto, a contradi¢do vem de supormos que (y,) nao é limitado, logo (y,) deve ser

limitado e temos o resultado. [
Eis nosso segundo principal lema desta secao.

Lema 2.4. Sob a hipdtese (f1), assuma que lim f(z,s) = g(z) € C(RY,RT), liminfg(z) =1, €R e
S5—» 00

|z|—o00
sejam (v,) C HY(RYN), (t,) C RT sequéncias satisfazendo
(1) vp — v,vn(z) = v(z), para algum v € H'(RN);
I (tpon
) % — 0, quando n — oo;

Se t, — o?), entio v =0 ou A = —A, onde A é dado por (2.4).

Demonstragao. Vamos assumir que v # 0 e concluir que necessariamente A = —A. De fato, usando (i7)

obtemos, para ¢ € C§°(RY) arbitrario, que

I} (thvn)

6= o(1). (2.7)

/(Vun.ng + v, ¢) de — /f(ac, tpvn )Upd dz =
Como v,, — v em H'(RYM), obtemos
/(anVqS + v, ¢) de — /(VUWS + o) de.
Como feito no Lema 2.3, tem-se

fz, tpvn(x))va(x)d(z) = g(z)vT(z)p(x), em quase todo ponto de RV

<Cr,

‘f(x’ tnUn)Un

para algum r € L'(Bg) com C = ||g|s||®]lc0, V2 € RY, de modo que o Teorema 1.10 da Convergéncia

Dominada de Lebesgue e o fato de que t,, — oo, nos fornecem

/ F(@ trvn)ond da — / g(z)v* bz,
Assim passando (2.7) ao limite, temos que
/(VUV¢ + \vg) dz — /g(x)v+q5 dr =0, (2.8)
e considerando ¢ = v, obtemos

v~ |3 = /(Vv*Vv* + M v )de = /g(x)vﬂf dr =0

e segue que v = v+ > 0 é uma solugao fraca de —Av+ v = g(x)v. Concluimos pelo Principio do Maximo

que v(z) > 0 para todo = € RV e, por regularidade eliptica, que v € H2(RY). Além disso, segue da
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identidade de Green que
/ [— Av+ (N — g(m))v]d)dx =0, V¢eCPRY).

loc

Sabemos, agora, do resultado que diz que se u € L}, (Q) é tal que / updr =0, Vo € C§°(N), entdo
Q

u = 0, em quase todo ponto de 2 e assim, no nosso caso, temos que
—Av+ (A —g(x))v =0, em quase todo ponto de R, (2.9)

desde que —Av+ (A —g(x))v esteja em L} (RY). Como v € H2(RY), entdo —Av € L*(RY), logo —Av €
Ll

loc

1
loc

(RY) e, analogamente, v € L} (RY). Além disso, como —g(z) < ||g|s < 00, entdo —/ g(z)dx <
K

llglloo | K| < 00, j& que K é limitado, entdo teremos

[ (st 0-gop) s = [ -svdra [ vio- [ gpis

/—Avdw—i—)\/ Udm+||g||oo/vdx<oo.
K K K

IN

Ainda por (2.9), concluimos que
Sv = -, (2.10)

onde Sv = —Av — g(z)v.
Assim, v é uma autofun¢io positiva de S com o autovalor —\. Tomando ¢ = v em (2.8) com

||v||L2(RN) = 1, obtemos

/ <|Vv|2 - g(x)v2> de = —)\

e assim, pela definicdo de A, tem-se
A<=\ (2.11)
Lembrando também que A < —I, por (2.6), vamos considerar dois casos:

Caso 1) A < —lo.

Considerando

So:D(Sy) — L*RY)
u — So(u) = —Au+ v(z)u,

com v € L} (RN) e D(Sp) = CP(RY) € L2(RY) e se

loc

liminfv(z) = lim inf v(z) > «,

|| =00 T—=00 || =T
entdo o operador Sy é limitado inferiormente. Além disso, para cada a’ < a temos que o(Sp) N (—o0,a’)
consiste de um numero finito de elementos (autovalores de multiplicidade finita) pertencentes a o4(Sp).

Desta forma, para o nosso caso, temos que .S possui um numero finito de autovalores Ay,---, A\; ou
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uma sequéncia (A,) de autovalores tal que A\, — —l, onde cada ); possui multiplicidade finita para
cada 1.

Lembramos agora do resultado, que pode ser visto em [4], que nos diz que se T : D(T) C H — H
for um operador auto-adjunto, semi limitado inferiormente e K C H um subespaco denso no qual 1" é
auto-adjunto e da caracterizagdo variacional dos autovalores, temos que

(T, )

Tz,
A= inf ———% e A,p1 = sup inf M
0£z€K (T, ) LCK O#zeKnLL {(X,T))

Logo, temos que A ¢ 0 menor autovalor de S, ou seja, existe ug € H'(RY) com ||ug|| z2ry) = 1, tal

que

/ (|Vu0|2 - g(x)ug) de = A, (2.12)

onde ug é a autofungdo correspondente ao autovalor A. Usando (2.12), temos que ug > 0. Lembramos
agora do resultado que nos diz que se u > 0 é solucdo fraca nio trivial de —Au + Au = g(z)u, entdo
u > 0. Obtemos assim que ug > 0. Logo

A=-=A

7

ja que, caso contrario, S teria duas autofuncoes positivas, v e ug, associadas a autovalores distintos, o

que é um absurdo, pois autofung¢bes associadas a autovalores distintos sdo ortogonais.

Caso 2) A = —l.
No Caso 2, temos A = —Il < —A\ e, novamente, mostraremos que A = —l,, = —A. De fato, se

oo

A= —ly < —A, definimos ¢ :=

> 0 e seja Ry > 0, tal que
g(x) >l — 9, paratodo |z|> Ry, (2.13)

e tome Ry > R; suficientemente grande, tal que

| >

0<p < (2.14)

onde pq € o primeiro autovalor de —A no anel A = {z | Ry < |z| < Rz} com a condi¢do de contorno
de Dirichlet. Seja 1 a autofuncao correspondente e, por ter sinal definido, tomamos, sem perda de
generalidade, 1) > 0, e obtemos de (2.10) e (2.13) que

Sv = -\ =

—Av—gv = -l =

/A—Ampdx—/Agm/de = —)x/Avl/de.
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Logo,
/ —Avpdr = /(gf Aoy dx
A A
> /(lOo -0 —MNuvypdr
A
_ (loo B )‘)
- /A (zoo - A)wdx
— / Mvw dx
A 2
= 5/ v dex,
A
ou seja,
/ (—Av)ydx > 5/ v du. (2.15)
A A
Por outro lado, como
—Ap =y em A
=0, em O0A
e, pelo Lema 1.1 de Hopf,
o
— <0, em 0A
on
(note que estamos usando Ly = —At) > 0 e que L estd na forma divergente), usamos a identidade de
Green o0 5
v
—Av wdx:/ —Ay vdx—i—/ v— dx — — dx
/A( ) A( ) aa On aa On
para concluir que
/ (—Av)pdx < / (—AY)vdx = ul/ v dz,
A A A
1) ~
ecomo 0 < g < > entao
/(—Av)wdac < é/ v d,
A 2/a
o que contradiz (2.15). Portanto, também devemos ter A = —\ no Caso 2. Assim a prova fica completa.
O

A seguir apresentaremos uma proposi¢ao fundamental para a demonstragdo da condi¢do de Cerami.

Proposicao 2.1. Assuma as condigoes (f1) — (fs) e suponha que (u,) € uma sequéncia de Cerami no

nivel ¢ > 0 para o funcional Iy. Entio (u,) € limitada desde que X\ # —A.

Demonstra¢ao. Suponha, por contradigdo, que (u,) é uma sequéncia de Cerami no nivel ¢ > 0 para o

Un

[

funcional Ty com |lu,|[x — oo. Defina v, = 2\/5(

). Entdo, ||v,||x = 2v/c e assim (v,,) é limitado.

Vamos agora usar o Teorema 1.6, que nos diz que se X é um espaco de Banach reflexivo e se (uy)

é uma sequéncia limitada em X, entdo (u,) possui uma subsequéncia que converge fracamente. Como

H'(RY) é um espaco de Banach reflexivo, temos que existe v € H'(RY) tal que

v, — v, em HY(RY) e
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vp(z) = v(z), em quase todo ponto de RY.

Por outro lado, o operador restricio de H!'(RY) em H'(Bgr) é continuo e a imersao de H'(Bg) em

L?(BgR), 1 < p < 2* é compacta, logo
v, = v, em LP(Bg),

para todo R > 0. Em outras palavras, temos que v, — v em LP (RY), para qualquer 2 < p < 2*, onde

2N
se N>3e2*=00se N=1,2.

2% =
N -2
Como (u,) é uma sequéncia de Cerami no nivel ¢, obtemos
(14 Nl ) 13 ()] = 0
e assim
et lIn 73 )l < (1 ) 17 ()

logo podemos assumir, sem perda de generalidade, que

1
el T3 Cun) | < . (2.16)
Entao, (2.16) e (f2) implicam que
14 72
Ii(tun) < + Ix(un) (2.17)
para todo 7 > 0 e n € N. De fato, considere
F(x,s) ::/ flx,)rdr
0
e o funcional
L
I(u) = gllully = [ F(z, u(z)) dz,
para u € H1(RY).
Seja (u,,) C HY(RN) tal que I (un) — ¢, [|unllx — 00 e |15 (un)||Junllx < - logo
(2.18)

1
< By = [ S dr <

Defina )
: szf(x, un)ui — F(z,Tuy,),

2z, Tup)Tul = TUu? [f(m,un) — flz,Tun)|,

logo
/() = 7f(z, un)uy

e como f é ndo decrescente na segunda coordenada e Tu2 > 0, temos que

o'(r)>0, 0<7<1
0'(r) <0, 712>1

portanto 7 = 1 é o ponto de maximo de 6, para 7 > 0, logo
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0(r) < 6(1). (2.19)
Por outro lado, de (2.18) e (2.19), temos
L 5 2
Iy(ru,) = 57 lunllsx — [ F(z,Tuy) dx
72
< ? — /fz Up U dx} 7/ (z,Tuy,) dz
72
= 5 / flx,up)u F(x,Tun)]dx
2
< o / (2, upn)u;, —F(xun)}dx.

Além disso, por (2.18), temos

I,\(un):%Hunﬂi—/F(m,un)dxz %{—%—i—/f(x,un)uidm} —/F(av,un)dsc7

0 que implica em
1 1
/ [ff(x,un)ui - F(m,un)} dr < In(up) + —

2 2n
e assim
72 1 1+ 72
In(tuy) < o +2——|—I,\(un)— + I (un),
e provamos (2.17) .
2
Considere v,, = Tpuy,, com 7, = i \/”E — 0, logo
Un||X
I)\(Un) = I)\(Tnun)
1+ 72
< I (u,,
- 2n + I (un)
< Iy(up)+o(1)
= c+o(1), (2.20)

para n suficientemente grande.

Afirmacao: v # 0.

Para provar essa afirmacao, precisamos das seguintes estimativas, que vamos demonstrar logo em
seguida

F(z,8) < = f(x,s)s? (2.21)

DN | =

(2, 8)8%] < es? + Cle, g)s", (2.22)

para qualquer z € RY s € RT, ¢ > 0 e 2 < ¢ < 2*. De fato, como f(x,s) é ndo decrescente em s, segue

que

F(z,s) = /OS flz,O)tde < f(z,s) /Ostdt = %f(x, 5)s?,
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provando assim a estimativa dada em (2.21). Agora por (f1), dado € > 0, existe 6 > 0, tal que
|f(z,8)] <e, se s<§,
e por (f2), existe K > 1 de modo que
flz,s) < g(z)+e<|glloc +e=C., para s> K.
Assim temos, para 2 < g < 2*, que
f(x,s)s* < es?, para s<6
f(z,s)s* < C.s® < C.s?, para s> K.

Definimos agora, para cada g € (2, 2*]

¢, [0,K] — R

A FORE LS

Logo, ¢, € continua e assume maximo no compacto [4, K], isto &,

f(z,s)s?

Z < C(e,q), para s pertencente a [, K],
s

e estd provada a estimativa (2.22).
A fim de provar que v # 0, consideramos a fungao concentragao de |v,|?, dada por

Qn(t) = sup / lv|? dz, t>0.
y+B:¢

yERN

Agora, se lim Q,(t) = 0, para algum tq > 0, o Lema 1.2 de Lions nos fornece v, — 0 € LP(RY)
n—oo
para qualquer 2 < p < 2*. Assim, por (2.21) e (2.22), temos

/F(xmn)dx < %/f(x,vn)dex
/ (%5|vn\2 + C(e, q)|vn\q) dx

IN

1
= 55””71”%2(]&1\’) + C(E»Q)””nH%q(RN) =o(1),

portanto
1
I(vy) = §||vn||§ - /F(m,vn) dx > 2c+ o(1),

o que contradiz (2.20), jA que ¢ > 0. Portanto, podemos assumir que lim @, (f) > 0, V¢ > 0 e, em
n—oo

particular para t = 1 temos, a menos de subsequéncia,

Qn(1) = sup / [vn|? dz > a >0
yeRN Jy+ B,



2.3 Condic¢ao de Cerami 41

para algum « > 0 e para todo n € N. Segue, para alguma sequéncia (y,,) C RY, que

/ |v,|? dz > a > 0.
ynt+B1

De fato, se

/ v |2 do < a
Yn+Bi1

para toda sequéncia (y,) C RN, entao, em particular, para a sequéncia constante y,, = y, teremos

Qn(1) = sup / \vn|2 dr < a,
yeRN Jy+B;

0 que é um absurdo.

Em vista de (2.16), tomando ¢, := 7,1 = ”;L\"/HEA , temos que
t, — 00,
thUn = Uy e
115 (tvn) |l = (15 (un)]| — 0.

Desta forma, podemos aplicar o Lema 2.3, para concluir que (y,,) é limitado, digamos ||y, || < R para

algum R > 0. Portanto, como y,, + B; C Br+1, obtemos

/ v, | daz < / v |? d
Yn+B1 Br+1

e assim

/ lva|?de > a >0
BRry1

e, como v, — v em L?(Bgy1), segue que

/ lv|*>dx > a >0,
Bri1

mostrando que de fato v # 0.

Por fim, como v # 0 e A # —A, a contrapositiva do Lema 2.4, nos mostra que nao podemos ter
_ unlx

tn = —F—
2

Para provar nosso préoximo teorema, vamos precisar do seguinte lema, cuja formulacao e demonstracao

— 00, logo devemos ter (u,) limitada. A prova esta completa. O

podem ser encontradas em Kavian [12] e Lions [14].

Lema 2.5. (Lema de Concentracio e Compacidade de Lions) Seja (p,) wma sequéncia em L'(RY), tal

[t

onde o > 0 € um ndmero real fixado. Entdo existe uma subsequéncia (pn, ) satisfazendo uma das trés

que p, >0 em RN e

condigoes:
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(1) (Anulamento) Para todo t > 0,

lim sup / Pn,, dz = 0;
k—o0 yE]RN y+Bt

(ii) (Dicotomia) Eriste o € (0, ) tal que, para todo € > 0, existem ko > 1, wma sequéncia (y,) C RV,
R >0 e uma sequéncia (R,) CRY com R< Ry e R, < R,11 — o0, de modo que, se:

Pn =P Pn = pnX

X
"Iz —yn|<R} {lz—yn|>Rn}’

onde XA denota a fung¢do caracteristica de A, entao

‘/ﬁk(x)da?—ao‘ <eg, )/ﬁn(x)dm—(a—ao) <e e

/

dist (suzvp(ﬁk), SUPp(ﬁk)) — 00,

pun () = (i + ) (@) dor < e,

para todo k > kg e

quando k — oo;
(iii) (Compacidade) Existe uma sequéncia (y,) C RY tal que, dado ¢ > 0, eziste R > 0 de modo que

/ Pn, dT > a0 — €,
Yk +Br

para todo k.

Agora, relembrando a defini¢do da fungao h(s) em (f3), vamos considerar o funcional
I°(u) = %Huui — /H(u) dr, ue H'RY), (2.23)
s
onde H(s) = /0 h(t)tdt. Temos que I° € C1(RN R), é tal que
I (u)v = /(Vqu + Auw) dz — /h(u)uv dr, Vove CRY).
Definimos a variedade de Nehari dada por

M = {u £0 ‘ I (w)u = [[ul2 — /h(u)u2 dz = o} c HY(RM). (2.24)

Também definimos

0<m$ = inf IPP(u), se MY # O
ueM®
e my = oo, se My =0a. (2.25)

Estamos prontos para enunciar e provar nosso principal resultado de compacidade.
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Teorema 2.2. Assuma (f1) — (f4). Se 0 < A < |A|, entdo o funcional I satisfaz a condigcao de Cerami
(Ce)c, para todo 0 < ¢ < mS°.

Demonstragdo. Seja (u,) uma sequéncia de Cerami no nivel ¢ € (0, m$), ou seja

In(up) = %Hun“i - /F(x,un) dr — c<mf (2.26)
e
14 (un)o| = ’/(VuaniH—/\und)) da:—/f(m,un)unqbda: < o(1)||]x. (2.27)

Como A # —A, entdo, pela Proposigdo 2.1, (u,) é limitado e, sem perda de generalidade, vamos

assumir que |luy|lx >0, Vn € N. Definimos
pr = [Vun|? + Mug %,

logo (p) € uma sequéncia em L'(RY), pois

/pndm:/|Vun|2dx+)\/|un|2dx: l|un 3 < oo,

e passando a uma subsequéncia se necessério, podemos supor que

/pn dr — a >0,
quando n — co. Se a = 0, entéo ||u,||3 — 0 e por

f(z, 5)32 <es?+ Cl(e,q)s?

F(z,5) < = f(,5)5%,

1
2
juntamente com as imersoes de Sobolev H!(RY) «— LI(RYN), para 2 < ¢ < 2*, temos que
1 2
F(z,up)de < B f(z,up)us da
1 2 q
5 elun|® + C(e, q)|unl?) dz

1
< §EH“nH§\+C(57Q)Huan - 0,

IN

1
logo In(u,) = §||un||§\ - /F(x,un) dx — 0, o que é uma contradigdo, pois I(u,) — ¢ > 0. Portanto,

a > 0.

Definimos agora
~ Pn

Pn=—F—",
/pndm

de modo que /[)n dx =1>0,Vn € N. Como (p,) satisfaz as hipoteses do Lema 2.5 de Concentragio e
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Compacidade de Lions para a = 1, podemos assumir que (p,,) esta nas hipoteses do lema, logo

/pndx — flun]2 = a > 0.

Vamos considerar cada uma das trés possibilidades que pode ocorrer:

1. Anulamento: Suponha que o anulamento ocorra, isto é, para todo t > 0, temos

lim sup / (|Vun|2 + )\|un|2> dx = 0.
y+By

n—oo yGRN

Neste caso, como vimos na prova da Proposicao 2.1, pelo Lema 1.2 de Lions, temos que u, — 0 em
LP(RY), para qualquer 2 < p < 2*. Por (2.22), chegamos em

[ @)@ de < sl + Cealunls  para g€ (2.2, (2.28)

Tomando ¢ = u,, em (2.27), seque que

T4ttt = [ 3 / F(@ )i dz < o()funly, V€N,

e por (2.28), obtemos

I (un)un > Jlun |3 = llunll} — Cle, @)lluall3-

Como (uy) é limitada em L2(R™N), [|un||ro@a) = 0 € [Jun||; — o > 0, entdo para todo & > 0 pequeno,
temos
o1) + 5 < I (un)u < o(1),

o que é uma contradicao, logo nao ocorre o anulamento.
2. Dicotomia: Suponha que a dicotomia ocorra. Entao existe ag tal que 0 < ap < « onde, para e > 0
dado, existem R > 0 e sequéncias
(ya) CRY, (Ry) CRY,

com R< Ry, R, < R,4+1 — 00, tal que
ag—e < / (\Vun|2 + )\|un|2) dr < ap + ¢, (2.29)
lz—yn|<R/2

a—ao—eg/ (|Vun\2+)\\un\2) dr < (a0 — ap) +¢, (2.30)
wayn‘23Rn

e, em particular, sabendo que

a+o(l) = / (\Vun|2 + )\|un|2) dz,
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teremos
/ (|Vun|2 n )\|un|2) dv = a+o(l)— / (|Vun‘2 n /\|un‘2) dx
R/2<|z—yn|<3R, |z—yn|>3Rn
— / (\Vun|2+)\|un|2) dz
|z—yn|<R/2
< a+4o(l)—apte—at+ay+e
= 2c+o0(1),
isto é,
/ <|Vun|2+/\|un|2) dx < 2 + o(1). (2.31)
R/2S‘z7yn‘S3Rn
Considere ¢ € C°(RY), tal que 0 < ((x) <1le
1, se |z| <1,
xTr) =
(@) { 0, se |z|>2,
e considere também ¢ =1—,logo 0 < p <1le
0, se |z| <1,
xT) =
#(@) { 1, se |z|>2.
Definimos as sequéncias
Co(x) = C(x ;%y"> e pn(r) = gp(ml_%nyn), para = € RV,
e defina também
Up(2) = Gu@)un(z) e up (@) = on(r)un(z)
Logo, temos que, para todo n € N,
| un(z), se |z —yn| <R,
U (1) =
0, se |z —yn| > 2R,
e
W2 (z) = 0, se |z —yn| < Ry,
un(x), se |x—yn| > 2R,.
Afirmamos que
In(uy) > In(ul) + I (u2) — Ce, (2.32)

para C' > 0. De fato, denotando por

P = Vg |* + Auy,)?, i =1,2

) )

temos

]A(un> — I(ul) — Iy (u?)

1 1 1
‘i/pndm—/F(x,un)dx—i/p}ldx—l—/F(x,u,ll)dx—§/pid;ﬁ+/F(m,ui)dw‘.
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R
Definindo A4,, := {a: e RN ‘ 5 <l|lx—yn| < SRn}, temos:

/pndx—/p,lldx—/pidx / pndx—F/ pndx—i-/ Pn dz
|x7yn|§R/2 An |I7yn|23Rn

- / pidw—/ pidw—/ pr da
|z—yn|<R/2 A |z—yn|>3R,

n

-/ prdo [ prdo- [ o2 da,
|[z—yn|<R/2 A |[t—yn|>3Rn

n

e pela defini¢ao de u!, e de p,, temos que

/pndx—/p}ldw—/pidw=/ pndx—/ pidw—/ Py de,
A A A

n n n

e, analogamente,

f/F(:zr,un) der/ F(z,ul) dx+/ F(z,u?)de = —/ F(z,uy) dx+/ F(x,ul) der/ F(x,u?)dx.
An An

An

Assim, temos que

[Ia(un) = Ia(u}) = I (u?)

1 1
= ‘7/ pndx_/ F(xﬂj’n)dx_*/ p'}zdx
2 Ja, A, 2 Ja,

1
+ / F(x,ul) da:—f/ pidw—l—/ F(x,ui)dx‘ (2.33)
An 2 Ja, An

Temos / pndr < 2e + o(1), por (2.31). Vamos agora estimar os outros termos da expressdo dada

em (2.33), vamos estimar primeiramente / |Vul|? dz. Como
An

Tl = 2 (V) + (V).

temos

2

1
/)W%Fm :l/\—wgmwmawm de
A, A, | R
< i/ |vcn|2(un>2dx+2/ (ol V| da
R? /4, An
2 2 2
< R2~/An [Vn|™(un)” do + 4e.

1 1
Nz T NJ(N—2)

/An IVCal? (up)? dx < (/A |an|Nd£C)2/N(/A |un|2* dx)2/2*7

n n

Agora, utilizando a desigualdade de Holder com os expoentes conjugados

:17

teremos que
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e como ||Vl pv@yy = V¢ pv@yy e HY(A,) = L2 (A,), teremos

[ 9GP e < 190wy ([ (19l A)?) dr) <

Portanto

/ |Vup|?dr < Ce.
An

Agora com o fato de que |ul| < |u,| e usando (2.31), obtemos

/ pLdr < Ce +/ Muy)? dx < Ce, (2.34)
A

n n

e, analogamente,

/ p2 dx < Ce. (2.35)

n

Como 0 < F(x,5) < Cs? e |ul| < |uy|, segue que

/ F(x,ul)de < 0/ (ul)?de < / (un)? dx < Cé, (2.36)
Ap A A,

n

e, portanto,

/ F(z,ul)de < Ce e / F(z,u?)dx < Ce. (2.37)
A An

Assim, segue de (2.33) — (2.37), que

‘h(un) — In(uy,) — In(up)

< Ck,

mostrando (2.32).
Afirmamos agora que

b1 = [ o ut)wh)? o] < e, (239)

para alguma constante C' > 0. De fato, da defini¢do de u}, temos

() = [k}~ [ Floul))? do]|

= ‘/ VunVu + /\un dx / fz,un) unu dx

—/ (|vu;|2+A(u;)2 )z + / b (uh? . (2.39)
An An

Usando o fato de que f é ndo-decrescente na segunda coordenada, |ul| < |u,| e (2.22), obtemos

flaug)(ug)? < fa,un) lunug|
< f(xaun)(un)Q
< elunl® + Cle, @)unl.
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Agora da imersdo H'(A,) — L%(A,), temos

[ s s < [ (el + Gl ) de
A, An
2 2 2 a/2
< elunlBeca,y +CED] [ (IVual + Awn)?) de]
< Ce, (2.40)
e de forma anéloga, mostra-se que
/ fz,ub)(ub)? de < Ce. (2.41)
ATI,

Usando a desigualdade de Holder, juntamente com (2.34), segue que

/An (VunVuiL + )\unu}l) dr < (/An Pn dw)l/z(/An p,lI dm) 12 < Ce. (2.42)

Logo, por (2.39) — (2.42), obtemos

) ud) ~ (bl ~ [ o ub)wh)? de)| < ce.

ou seja,

I (un) (ul) | + Ce. (2.43)

b = [ fGaub)wh)? do] <

Usando que

I;(un)qs} — ’/(VuanH-)\unqﬁ) dm—/f(x,un)unqﬁd;v‘ < el|g||,

obtemos

kg = [ fGoub)wh)? do] < e, (2.41)

para algum C > 0 e n suficientemente grande.

De forma inteiramente analoga, mostra-se que

21 = [ fGod) 2 do] < Ce. (2.45)
Para mostrar que a dicotomia nao ocorre, consideraremos dois casos:

Caso 1: (y,) C RY ¢é limitada.
Como (y,) ¢ limitada, temos que os centros das bolas Bg,, (y,) ndo convergem para o infinito, e como
R, — oo, temos que as bolas crescem de acordo com n, a partir de um nq suficientemente grande. Desde

que u2(z) =0 se |z — yn| < Ry, tem-se

supp(uy,) C RV \ Br, (yn).



2.3 Condic¢ao de Cerami 49

Do fato lim f(z,s) = h(s), temos que dado € > 0, obtemos

|z]| =00
|f (2, up) — h(ul)| < €'/2,

r'n

para |z| > r > 0 suficientemente grande.

2

2)2 ¢ integravel, temos, para r grande, que

Como (u
/ (u2)? dx < e'/?.
|z|>r
Para n grande, ainda temos que
supp(uz) C RN\ Br, (yn) € RN\ B,(0).

Portanto,

| [ (7t = nayiz] ae| =

/Supp(u%) [f(x,ui) - h(ui)]ui dx)

gl/? / (u?)? dx
supp(uy,)

E. (2.46)

IN

IN

De (2.45) e (2.46), segue que

I (uy) (u7,)

n

a2 = [ hu2) ) daf

< [l - [ e o] +| [ [fe il - hadd] do
< Ce. (2.47)
Dado ¢ > 0, temos por ‘ l‘im f(z,s) = h(s) que
Tr|—0o0
|f(x,8) = h(s)] < &'/,
para s grande. Logo
'lL2
‘/[F(w,ui)—H(ui)} dm‘ < / / ‘f(x,s)—h(s) sdsdx
supp(u?) J0
uy,
< / / e'2sds dx
supp(u?) J0
1
= 751/2/ (u?)? dx < e. (2.48)
2 supp(u?
Portanto,
L(u2) — I(u2)] = ] - /F(z,ui)dqu/H(ui)d:r‘ <e, (2.49)
e assim,

In(u2) = I (u?) + o(1).
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Mostraremos que, se a dicotomia ocorre, entdao M° # &. Para isso, vamos definir

2 2

w; :=u;(ox), 0#0€R.

Por mudanca de variaveis, temos

@il = [ (19l +awd?) do - [ hwd)w?)? do
= / (0*1Vu2 (00) 2 + A(u2 (00))? ) do - / h(u2 (02)) (u2 (o)) do
= [ (M@ + oMM w2 @) ) do - o [ Bk @)k @) da
- a-N[(o2—1)/\vu3|2dx+/(|Vu,%|2+x(ug)2) dx—/h(ui)(u,%)?dx].
Por (2.47), denotamos
en :/(|Vu3\2+A(ug)2) da:—/h(u%)(uifd%

com ¢, — 0. Portanto
B wd)wd) =0~V [(0? 1) [ Va3 do -+,

Para que M3° seja nao-vazio, é suficiente que /|Vu721|2 dr := a, > 0, para n grande. De fato, se

an > 0, para n grande, entao tomamos
e \1/2
Op = (1 — —") .

- £ T ., . , .
Se e, <0,entdo 1 — — > 0 e se &, > 0, como a, & limitada, ja que (u2) também ¢ em H'(RY), &
Gnp

€
possivel tomar &, pequeno, tal que 1 — — > 0. Logo,
425

(02 —1) / V22 da+ 2, = 0, (2.50)

isto &,
I3 (w;) (w;) = 0

n

e w2 € M®. Logo, se a dicotomia ocorrer, teriamos que M5° # 2.

Precisamos entao provar que

/|Vui\2dx >C > 0.

De fato, suponhamos que exista uma subsequéncia de (u2), também denotada por (u?), tal que
/ |Vu2|? de — 0. (2.51)
Como estamos assumindo a dicotomia, temos

’ /,ﬁn dr — (o — ao)‘ = ‘ /|xyn|>Rn (|Vun|2 + /\(un)z) dr — (@ — ag)| <e.
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Da definigao de u?2, temos

/ 2 = ] do = [ (12 d.
|Ifyn|ZRn Rng‘zfyn‘ngn

logo

‘ ‘/ |Vun|2dx—|—/ Au?)? dx — (a—ao)’—‘/ (|Vun|2+)\ui) dx—(oz—ozo)‘ ‘ <e,
le—yn|>2Rn |z—yn|>Rn lz—yn|>Ry

para n grande, assim
/ o |Vun|2dx—|—/ - Au2)de > (a — ap) — €. (2.52)
T—=Yn|Z n T—Yn|ZLln

Como ¢, () =1, se |z — y,| > 2R,,, obtemos

1 2
[ waepa = [ | (Ve + ga(Tun)| e
|I7yn|ZRn ‘xfynlan n
1 2
> ‘ o ‘R—un(Vgon)—Ftpn(Vun) dz
T—Yn|Z n

= / |Vu,|? dz.
‘m_yn|22Rn
Logo, por (2.52), e o fato que u2(x) = 0 se |x — y,| < R, tem-se
/ (|vu‘j;\2 + A(ui)Q) dz > / Vtun|? dz +/ Au2)de > (a—ap) —e.  (2.53)
‘Ifyn‘ZZRn szyn‘ZRn
Agora por f(x,s)s? <es?+ C(e,q)s? e (2.45), temos que
J(vazrexw?)de < [ s o ce
[ (s + ey ) ar+ce

= 5/(ui)2 dz + C(g,2%) /(ui)2 dz + Ce,

IA

e usando a imersdo DV2(RY) < L2"(RYN), obtemos
/ (|Vui|2 + )\(ui)Q) dx < 5/(ui)2 dz + C1(g,2%) / |Vu2|? dz + Ce.
Logo de (2.53) e da desigualdade acima, temos
(=) —e< 5/(1&%)2 dx + Cy(e,27) / \Vu2|? dz + Ce,
o que é um absurdo, pois de (2.51) e do fato de que (u2) ¢ limitada em L?(R%), podemos tomar ¢ — 0

e n — oo, para concluir que
0< (a — ao) <0.
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Assim, temos de fato que
/|vui\2dz >C >0,

logo M5 # @, isso se a dicotomia ocorrer.

Vamos verificar agora que de fato a dicotomia nao pode acontecer. Fazendo uma mudancga de varidveis,

temos
1
IP(w)) = 2/(|V al? + Aw d:c—/H
_ 1 2 2 _ 2
= 2/( 21V (opz) > + Mu (o,2)) )dx /H(un(ana:)) dx
= o [ (R @F M@ @)?) do - oy [ H @) de
= o=y [P do o, N[5 [ (V2P aw)?) do- [ () d]
2 2
= oV -y [ IV do o VIR()
= o= 1) [IVER e+ oY = DI ) + I )
isto é,
1
() = () + 50,V (02 = 1) [ 9P+ (oY = DIRGE). (259

Afirmamos que I$°(u2) ¢ limitado. De fato, usando (2.48) e F(x,u2) < C(u?), obtemos

Sl ~ [ () dal
< gHunH)\—i—‘/ F(x,un)—H(ui)) dx‘—k’/F(x u2) dz

1
< Sl + Clled faqen +e

n

‘Ifo(uz

e como (u2) é limitado, entdo estd provada a afirmagao.
Agora, usando (2.49) e (2.54), tem-se que

INup) = I¥(up) —e

n il

oo L _ - 0o
= ) - 50 ) [ VP - (Y - DIRGE) -

o\ 1/2
Fazendo (02 — 1) / |Vu2|? dx = —¢,, por (2.50), onde o, = (1 - E—) , temos, para € = |e,|, que
an

I _ - 00
I(un) = I (wy) + 503 Ven = (0,7 = DI (ur,) = [enl.

Desde que o, — 1 quando &, — 0 e I$°(u2) ¢ limitado, temos

onde g, > 0 e g, — 0, ou seja,
Lv(u2) > m — & (2.55)
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1
Para (ul), usaremos F(z,s) < §f(x, 5)s? e (2.44), assim
1
) = el - [Pl ds
1
> §/f(x,ui)(u;)2dx—a—/F(az,u;)dw
>

%/f(x,u,ll)(u}lydx—/%f(x,u,ll)(u}})de—ﬁ

= —€n,

ou seja,
In(u}) > —&,. (2.56)

Logo, por (2.55), (2.56) e por Iy(u,) > Ix(ul) + I\(u2) — Ce, temos
In(up) > I\(up) + I(ufy) — 87 > mS — 22,

e assim chegamos em lim Iy (u,) > m$, o que é um absurdo, pois lim Iy(u,) =c < m5° . Portanto, a
n— oo n— o0

dicotomia nao ocorre.

Caso 2: (y,) C RY ndo é limitado.
Passando a uma subsequéncia se necessario, podemos assumir que |y,| — oo. Pela definigao de (ul),
temos que ul () = 0 quando |z — y,,| > 2R e segue que supp(ul) C Bar(yn), onde os centros das bolas

vao para o infinito.

1

L e u? trocados geramos novamente

Repetindo para os mesmos passos feitos no caso anterior com u
uma, contradicao. Portanto, a dicotomia nao ocorre e, pelo Lema 2.5 de Concentracao e Compacidade de
Lions, a compacidade ocorre.

3. Compacidade: Existe (y,) C RY tal que para todo ¢ > 0, existe R > 0, tal que

/ pndr > a—e¢,
BR(yn)
isto é,

/ pndmz/pndz—/ pndr < g,
RN\BRr(yn) Br(yn)

/RN\B o (|wn|2 + >\|un|2) dr < e. (2.57)
R\Yn

ou seja,

Como no caso da dicotomia, podemos mostrar que se (para alguma subsequéncia) |y,| — oo, temos
uma contradi¢do com Iy(u,) = ¢ < m$ (note que se ¢ = m3° e f(x,s) = h(s) é independente de z,
entdo |y,| — co ndo pode ser descartado ). Portanto, (y,) C RY é uma sequéncia limitada e, para todo

€ > 0, podemos achar Ry > 0 grande, tal que

Br(yn) C Bg,(0).
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De (2.57), temos

/ (IVual? + Ao ?) d < / (IVual? + Ao ?) d < (2.58)
RN\Bg, RN\Br (yn)

Como (u,,) é limitada em H'(RY), podemos assumir que
U, —u, em H'(RY).

Mostraremos que u, — u em LP(RY), para 2 < p < 2*. De fato, sendo |u|P integravel, para todo & > 0,

tome R(¢) = R > 0 grande de forma que

/ |ulf dez < €. (2.59)
RN\Bg

Portanto, se R* = max{ Ry, R}, entdo por (2.58), (2.59) e as imersoes de Sobolev, temos

/|un—u\pdx = / |un—u|pdx—|—/ |, — ulP da
Bp= RN\ Bp«

5+2p(/ |un|pdx+/ |u|pdx>
RN\ Bps RN\ Bps

< Ce.

IN

Logo, u, — u em LP(RY), para 2 < p < 2*.
Assim, u, — u, em quase todo ponto de RV, e existe h € L2(RY) tal que

lun| < h, em RV,

Desta forma
f(@,un)(un)? < gh* € LY(RY)

e
|f (@, un)upu| < ghlu| € LYRY).
Pelo Teorema 1.10 da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos
/f(ac,un)(un)2 dx — /f(;v,u)u2 dx (2.60)
e

/f(x,un)unudw%/f(:v,u)uzdx. (2.61)

De maneira analoga, obtemos

/f(x,u)unuda:—)/f(x,u)u2dx. (2.62)
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Desta forma, u,, — u, em H'(R™). De fato

I ()t — ) — T4 () (u — ) = / (V0¥ 1 = )+ X 1, — )
- /f(x,un)un(unfu) da:f/(VuV(un—u)wL)\u(unfu) dz
+ / F (@, u)ulun — ) do
= /(\V(un — W% + Alun —u)2> dz
- /f(m,un)(un)de+/f(x,un)unud:v
+ /f(x,u)uund:v—/f(a:,u)qua:.
Logo

lun = ullX = I3 (un) (un — w) = I3 (u) (un — u)

/f(x,un)(un)Qd:U—i—/f(a?,u)qum
— /f(x,un)unudx—/f(x,u)uundx.

+

Como I (up)(un —u) = 0 e I} (u)(u, —u) — 0, ja que u, — u em H'(RY), entdo de (2.60) - (2.62)
segue que

tn — ul|3 — 0.
Portanto, a sequéncia de Cerami (u,) possui uma subsequéncia convergente e o resultado segue. O
Observagao 2.4. Como ja foi destacado na prova do Teorema 2.2 acima, a mesma prova implica no
sequinte resultado para o caso de f(z,s) ser independente de x: “Se (u,) € uma sequéncia de Cerami

para I\ no nivel c = m$°, entio existe (y,) C RY tal que G,(-) = uy(- + yn) tem uma subsequéncia

convergente.”



Capitulo

3

Existéncia de Solucao Positiva

Vamos comecar considerando as condi¢es da geometria do Passo da Montanha ( (a) e (b) do Teorema
2.1).

3.1 Geometria do Passo da Montanha

Proposi¢ao 3.1. Assuma as condigdes (f1) — (fa) e 0 < X < |A]. Entado:
(a) Ezistem p(X), () > 0 tais que In(u) > a(A) se ||ulla = p(A) e In(u) > 0 para ||ul|x < p(XN);
(b) Existe ey € H'(RYN) tal que |lex|lx > p(A) e Ix(ex) < 0.

1
Demonstragao. (a) Este argumento é padrdo. Utilizando (2.21) e (2.22), seja € = imin{l,)\} e tome
C. > 0, tal que

0 < F(x,8) < = f(x,8)s? < es? + C(e,2%)s>

DO =

Segue da imersio de Sobolev H*(RY) «— L? (RY) que

/F(x,U) dz < ejull3 5 <ellull + Cllul,

1 1
onde C' = C(g, N). Como i min{1,A\} = ¢ < Z)\, entdo chegamos em

1
[)\/u dx 1 /|Vu|2d3:+/\/u dx} :*HU”M

1 «
[ P <l + Clulf

ellull3 <

-

e assim



3.1 Geometria do Passo da Montanha 57

Portanto, para qualquer v € H'(RY), obtemos a estimativa inferior
Lo
I(u) = §Hu||/\ — | F(z,u)dz
1 1 *
> 2l ~ gl ~ Cllul
1 «
= X = CllulX

1 ._
(7 = Clully =2 1}

ou seja,
1
() = (7= Cllu

[

1 *
e para ||u||x = p suficientemente pequeno, tal que (1 —CO|lull3 _2) seja positivo, teremos Iy (u) > a > 0,
0 que prova (a).
(b) Dado 0 # u € H*(RY), vamos considerar a fun¢io p : Rt — R definida por

p(t) = I (tu) = %ﬁuuni - /F(m,tu) da. (3.1)
Entao, temos
p'(t) = I} (tu)u = t[HuHi - /f(az:,tu)u2 dm}. (3.2)

Como em (a), temos
1 .
p(t) = (7 = CCtllull)® =) ull}

1 .
P'(8) = tully = 32l = C#lullX

e os mesmos argumentos da parte (a) mostram que p(t) > 0,p'(t) > 0 para t > 0 pequeno. Provaremos

a seguir as seguintes afirmagoes.
1 1
S01- T r _ = 32 o
Afirmacao 1: thm t2/ (z,tu) dx 2/9(3;)(u )= du;

Afirmacao 2: tlim /f(amfu)u2 dzx = /g(ac)(qu)2 dz.
—00
Para provar a Afirmagdo 2, basta aplicar o Teorema 1.10 da Convergéncia Dominada de Lebesgue.
Vamos provar apenas a Afirmacdo 1. Para isso, note que

/F(x,tu)dx = /( Otuf(x,s)sds> dx
_ / G /O 1 f (@, Ttu)r dr ) de,

onde na ultima igualdade fizemos a mudanga de varidveis s = 7t u, com ds = tudr.

Para todo € > 0, pela hipotese (f2) existe ¢, tal que

|f(z,tTu(x)) — g(z)| <&, Vt>1T e xRV,
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Logo
1 1 1 B
‘/ [f(.%‘,Ttu)—g(CL’)]TdT‘ </ ETdT=§E<E, Vit >t
0 0
Assim, temos, para t — 0o, que

u? 1f(a:,7'tu(a:))7'd7' - (uh)? 1g(x)7'd7
J J

1
= §(u+)2g(x), em quase todo ponto de RY.

Por outro lado, do fato que f(z,s) < g(x), temos
1 1
u2/ flz,mtu)rdr < u2/ g(x)Tdr
0 0
1
< §u29(a:) € LY(RM).

Logo, pelo Teorema 1.10 da Convergéncia Dominada de Lebesgue e por (f3), temos

t—oo 12 t—o00

/(u2 /Oltliglo f(x,TIfu)TdT) dx
_ /(qu(x)/OleT> dz

1

5 [ o) da.

1
lim l/F(m,tu) dr = lim (uz/ f(ZL'7TtU)TdT> dx
0

Agora, como (f2) faz com que f(z,s) seja uma fungio ndo-decrescente em s, (3.2) nos mostra que

/
t - ~ . .
pT() ¢ uma funcdo nao-crescente em ¢ e a Afirmacdo 2 implica que

tim 20 i [l — [ s ae] = Jul - [ o)) da

t—

Similarmente, obtemos de (3.1) e da Afirmacao 1 que

O 1 IR o
jim 20— v (Sl - 5 [ Pleae] = 5 (1ol - [ @) ds).

/
t
Suponha que ||ul|3 — /g(m)(u+)2 dx > 0, logo tlim pi ) > 0 e portanto devemos ter p’(¢) > 0, para
—00

p'(t)
t

todo t > 0, pois, caso contrario, existiria um # > 0 tal que p/(f) < 0 epor ser nao-crescente, teriamos

(¢ '(t -
p()§p§)<0, para todo t >t,

t

/
t
L i ) < 0, um absurdo. Logo p'(t) > 0 e portanto p(t) é ndo-decrescente. Desde que p(t) > 0,
— 00

para todo ¢t > 0 pequeno, devemos ter p(t) = I (tu) > 0, para todo ¢ > 0.

e assim lim
t

Suponha agora que ||[ul|3 — /g(m)(u’L)2 dx < 0, e como p'(t) > 0, para t > 0 pequeno, entdo p'(t)
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muda de sinal. Portanto existe ¢; > 0 tal que p’(¢t1) = 0. Defina wy = {t >0 ‘ t<t; e p(t) = 0} e

/
t
to = inf wy. Sendo ‘Ty nao crescente em ¢, temos que, se t < tp, entao
/ / /
re) | pit) L Pt
- to T ot

Portanto p'(t) > 0 para todo ¢ < ty. Por outro lado, se p/(t) = 0, teremos ¢t € wy e t < tg, uma
contradicdo, logo p’(t) > 0 para todo ¢ < tg.

Agora definimos ¢, = sup wy, onde w; = {t >0 ‘ t>t e p'(t) = O}, e teremos que p’'(t) < 0, para
todo t > to. Desta forma, existem ty < to com to = to(u),ta = ta(u), tais que

p'(t) >0, para t<to,
p'(t) =0, para tg<t<ts,
p'(t) <0, para t>ts.

Em particular, temos

0 = top/(to) = I\ (tou)(tou) = |[tou|3 — /f(sc,tou)(tou)2 dzx. (3.3)
Além disso,
ngl)gop(t) = max, I(tu) = Ix(tu), Vi€ [to,ta] e tlirglo I (tu) = —o0. (3.4)

Agora vamos considerar os dois possiveis casos:

Casol. A < —l.
Neste caso, como visto na demonstracdo do Lema 2.4, A é o menor autovalor de S. Seja ¢ > 0 uma

autofuncao associada a A, temos

[ vk de— [ gt ae=a [ o2 i

portanto

/ (|v¢\2 + w?) da — /g(IW dr = (A + A) /¢2 de < 0,

ja que A+ A < 0, uma vez que A < |A|. Portanto, em vista de (3.4), temos que tlim I(ty) = —oo de
— 00
modo que podemos tomar ey = tt, para algum t suficientemente grande, e chegamos em I (ey) < 0.

Caso2. A = —l.
Neste caso temos A < |A| = lo. Agora, se tomarmos 0 < ¢ € C*(RY \ By), onde B; é a bola
unitaria de RN, e definirmos ¢, (z) = 0™V/?¢ (o), entdo, usando mudanca de variaveis e o Teorema 1.10

da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos
[o@s@de = [oNg@yon do

/RN\Bl 9<§>¢2(x) dx — loo/¢2(x) dz,
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quando o — 0. Como

Oode) _ A Sez) _ pdile),
Voo (z) = oV26Ve(ox) =
Voo (z)> = oNo?|Vp(ox)? =

/ Vo (x)? dx oV o? / \V(oz)|? dz,
e fazendo a mudancga de varidvel y = ox, obtemos

Voo 3 = o?||Ve|3 — 0, quando o — 0.

Além disso, note que

léol2 = / (60 ()2 da

/ (6(2))? de
1612,

e assim, obtemos

(a3 = [ o)t (@)dr) = (A~ L) [ (@) o <o

li
o—0

Portanto, para ¢ > 0 suficientemente pequeno, temos ||@, |3 —/g(x)qﬁ (z) dx < 0 de modo que, em vista

de (3.4), podemos novamente tomar ey = t¢,, com t grande, para chegar em I)(ey) < 0. Isto completa

a prova. O]
Observagao 3.1. Se f(x,s) = h(s), ou seja, f independente de x, entdo A = —l. Uma vez que
g(x) =1 e So=—A—1, logo temos o sequinte problema de autovalor

—Au= (14 p)u, em RN,
que ndo possui solu¢do. Portanto,
0(S) = 0ess(S) = [~loo, ),

e desde que A = inf o(S) temos A = —l.
Como consequéncia da Proposicao 3.1, temos os seguintes resultados.

Proposigao 3.2. Assuma (f1) — (f4) e suponha que 0 < A < |A]. Defina

M, = {u #0 ‘ L(u)u = |lul|3 — /f(x,u)u2 dx = 0}
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e tome u € HY(RY).
(a) Se |jul]3 — /g(x)(u+)2 dx >0, entio RTun My = & e I\(tu) >0, Vt > 0;
(b) Se |jul|3 — /g(x)(u+)2 dx < 0, entdo existem 0 < to(u) < to(u) tais que tu € My, para t € [to, t2]

e

[max I(tu) = In(tu), Vi€ [to,ta] e tlgrolo I (tu) = —oo0.

Observagao 3.2. Ficou claro das provas acima que, caso f(xz,s) = h(s) seja independente de x, os
resultados da Proposi¢io 3.1 e 3.2 ainda sdo vdlidos com My, I, e g(x) sendo substituidos por M°,I3°,

e loo, Tespectivamente.

Agora estamos prontos para mostrar a existéncia de solugdes positivas para (Py).

3.2 Existéncia de Solucao Positiva

Vamos considerar primeiramente o problema no infinito:

(Ps) —Au+Xu=h(uu, uweHRY), wu>0.

Provamos a existéncia de uma solu¢ido para (Ps,) aplicando o Teorema do Passo da Montanha (Teo-

rema 2.1) ao funcional correspondente I3° definido em (2.23):

I (u) = %Hu”i—/H(u)dm, uGHl(RN).

De fato, pela Proposi¢do 3.1 (veja Observacdo 3.2), sabemos que I{° satisfaz as condi¢oes (a) e (b) do
Teorema 2.1 do Passo da Montanha e, pelo Teorema 2.2 (veja Observagao 2.4), o funcional satisfaz uma
forma adequada da condicao de compacidade de Cerami em todos os niveis c tais que 0 < ¢ < mS°.
Vamos considerar o nivel
0<c:= inf sup I3°(y(t)),
7€l 0<t<1
onde
Fo = {7 € C(l0,1, H' ®Y)) | 7(0) = 0, IF(3(1)) < 0}.
Vamos mostrar em seguida que c3° < m$°, de modo que c5° é um valor critico de I5°. Note que, neste caso,
teremos necessariamente ¢3° = mS°, ja que se temos ug solugao de (P ) entdo ug é ponto critico de I3° e
qualquer ponto critico de I{° pertence ao conjunto M° = {u #0 ’ I (w)u = ||ul|3 — /h(u)u dzx = O},
logo
= I (u0) = inf I3 (u) = mS,

Agora, dado u € M3° e pela Proposicao 3.2 e a Observagdo 3.2, temos que

lull3 = loo /(u*)2 de <0, IP(tu) <0, para t> t2(u),

o0 — o0 < .
[max I (tu) = I (tau) <0
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Portanto se considerarmos 7 : [0,1] — HY(RY), 7(s) = stau, entdo 7 € Ty, e

e < sup IP(A(s)) < sup IP(tu) = ISP (tau).
0<s<1 0<t<oo

Como tou € M3°, e u é arbitrario, concluimos que ¢5° < uelrzl\/;oo I (u) = m%°. Logo, aplicando o
A

Teorema 2.1 do Passo da Montanha, temos a existéncia da solugao ug de (Ps) no nivel ¢* = m$°:
I (ug) = & = mSY. (3.5)

Finalmente, mostraremos que (Py) tem solugdo positiva para qualquer 0 < A < |A].
Teorema 3.1. Assuma (f1) — (fs) e 0 < A <|A|. Entao (Py) tem uma solugdo positiva.

Demonstragdo. Como feito acima, usando o Teorema 2.2 e a Proposicao 3.1 vemos que I, satisfaz as
condic¢oes do Teorema 2.1 do Passo da Montanha com a condi¢do de Cerami sendo satisfeita em todos os

niveis ¢ € (0,m$°). Entéo, seja

r={yec(l0.1.8®") |0 =0, L) <0},

temos que

0 <cy:=inf sup I\(y(t)
vel o<i<1

¢ um valor critico para I desde que a gente possa mostrar que ¢y < mS$°. E agora que usamos a condicio
(f5) pela primeira vez.
De fato, por (f5) temos que h(s) < f(x,s),Vo € RY e Vs € R*, logo

h(s)s < f(z,s)s =
/Oh(T)TdT < /Of(x,T)TdT &
H(u) < F(z,u) =
/H(u) dr < /F(x,u) dx =
sl = [Fawde < G- [Hwds
L(w) < IF(w), (3.6)

para todo u € HY(R™).

Seja ug a solucdo de (Pu), logo ug é ponto critico de I° e como o conjunto dos pontos criticos de I3°
estd contido em My° = {u #0 ‘ I (w)u = ||ul|3 —/h(u)u2 dx = O}, entdo ug € Ms°. Além disso, pela
Proposicao 3.2 (veja Observacao 3.2), devemos ter I3°(tug) < 0, para t > ta(uo), e assim, usando (3.6),

teremos

Portanto, se

7:00,1] — HYRY)

S — Y = stauyg
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teremos ¥ continua, 7(0) = 0 e I, (7(1)) = In(taup) <0 e assim 7 € T.
Por outro lado, pela Proposigao 3.2 (veja Observagao 3.2), se ug € M3°, entdo necessariamente

lluoll3 — loo /(uar)2 dx < 0.
Tomando o limite em (f5), teremos
= li > i =
o(5) = i $G0.5)2 i o) =

logo

IA
L
2

4

—g(x)
- / o) ()2 da

o2 - / o) (u)? da

INA
L

8

—

IS
()
o
o8

5]

¢

ol ~ b [ ()2 de <0

IN

e usando novamente a Proposi¢ao 3.2, temos que existe £ > 0, tal que tg <t <ty e

Jmax I\ (tug) = In(tug). (3.7)

Ainda usando (f5) temos que f(x,s) > h(s), para z € w, onde w tem medida positiva, logo em w temos

flz,t)t >
/fxttdt > /h ttdt <
,8) >
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Portanto, temos que

IN

sup In(7(s)), pela definicdo de cy
0<s<1

sup I (tup)
0<t<oo

I\ (tug), por (3.7)
I (tup), por (3.8)

I3° (uo)

Cx

IN

IN A

(o ] o0
Cx =My,

onde a tltima desigualdade segue do fato de que uy € M3°. Assim obtemos ¢y < m5°, e o Teorema 2.2

juntamente com o Teorema 2.1 do Passo da Montanha provam a existéncia de uma solugao positiva de
(Py). O

Encerramos este capitulo com um exemplo de funcdo que satisfaz (f1) — (f5)-

3.3 Exemplo de f

Considere a funcio f : RY x RT — R definida por

elel +1) s

— zeRY seRt,
s+1

f.s) = (

dx\

e vamos mostrar que f satisfaz (f1) — (f5).
(f1): Claramente f € C(RY x R, R*). Além disso, como

1 < el &
efly1 < 2 o
||
el +1 < 9
dx| -
lz] 4 1
entdo % ¢ limitado, YV € RV, e assim
e
|z|
el +1 s 2s
, = < —0
£ (. 9)] ‘( elel )erl‘_‘erl‘

quando s — 0.
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(f2): Temos, para x € RY fixo,

f(z;s)

(e'””‘ —|—1) s
el?l /) s+1
s

s+ 1
s(r+1)

sr—+ s

S

IN

IN

IN A

IN

f(z,7)
el 1\ 7
( ell )m
r+1
r(s+1)

SO R R

sr—+r

T,

logo f(x,-) é ndo-decrescente para s € [0,00). Seja agora

el*l 41
e|w‘

)

g(@) =
logo g € C(RY,R*) e como Sll)rgo pori 1, entao
lim f(z,s) =

Ede el

(f3): Seja h(s) := %

elel 41 B

e = 9@).

entao
o L, e
|z|—o0 elel |z|—o0 elzl 1
= lim 1+e =1,
|z|— 00
e assim
S
li = = h(s).
i f@s) = = = hs)

(f4): Pelos passos acima, temos

lim f(z,8) =1:=1x € (0,00).

|z|,s—00

(f5): Como el®l 41 > el*l se, e somente se,

el*l 11

ol

e‘$|

> 1, entao

fs) = (

e|$‘

para todo x € RV,

)S > 2 (),

s+1 s—|—1:

Apresentamos agora os graficos de g, h e f, respectivamente:

Figura 3.1: Grafico de g(z) =

graficog.PNG

el*l 41

e|f‘

,logo h € C(RT,Rt) e como lim el®l =00 éequivalente a lim e~ 1*l =0,
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Figura 3.2: Grafico de h(s)

Figura 3.3: Grafico de f(z,s) = (

graficoh.PNG

S

s+1°

elel 41
e|m|

)

s
s+1°



Capitulo

4

Existéncia de Miltiplas Solucoes

Nesta se¢ao, obtemos multiplos resultados para o problema (P ), sob uma condi¢do extra de simetria.

4.1 Simetria na nao linearidade

Vamos assumir que f € C(RY x R,RY) satisfaz (f1) — (f4) e
(fe)  f(z,—s) = f(z,s), VzeRM seR.

Entao, segue que h(s) € C(R,R") e h(—s) = h(s), para todo s € R. Vamos encontrar solugoes de
(Py) como pontos criticos do funcional energia I, definido em (2.1). Note que, por (fs), I é agora um

funcional par em H!(RY). De fato, primeiramente note que

F(z,—s) = _Sf(x,t)tdt
0

—S

= - flz,—t)(—t)dt

0

= / flx,m)Tdr
0
= F(z,s),
onde fizemos a mudanga 7 = —t. Assim, temos que
1 2
n(-u) = gl-ul}- [ F-wds

_ %||u||§—/F(x,u) d
I)\(u)
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Agora, lembramos de um teorema de multiplicidade para funcionais pares que serd usado na prova do
nosso resultado de multiplicidade. Para isso precisamos da seguinte defini¢ao:

Definicao 4.1. Seja E um espago de Banach real e denote por X a familia de conjuntos A C E \ {0}
tais que A € fechado em E e simétrico com respeito a 0, ou seja, v € A se, e somente se, —x € A.
Para A € X, defina o género de A como n, denotado por v(A) = n, se existe uma aplica¢do impar

v € C(A,R™\ {0}) onde n é o menor inteiro positivo com essa propriedade.

Por exemplo, se considerarmos B C E fechado com BN (—B) =@ e A=BU(—B). Entdio A€ X e
~v(A) =1, ja que a fungdo
1, para B,

xTr) =
#() { -1, para (—B),
é impar e pertence a C'(4,R\ {0}).
Para nosso teorema de multiplicidade, seja I € C'(FE,R) um funcional par em um espago de Banach
de dimensao infinita E. Assuma que

1) I >0,em B 0} e I > a, em 0B, para algum «, p > 0;
13 13 g P

(74) Existe um subespaco k-dimensional X}, de E, tal que

X N Ap é limitado e sup I(u) = M < oo;
u€ Xy

onde
Ay = {ueE|I(u) 20}.

Denotando a bola unitaria de F por Bj e S; sua fronteira, sejam

r = {h € C(E,E) ‘ h ¢ um homeomorfismo impar, h(0) =0, h(B1) C AO} e

L

{K CFE ’ K compacto, —K = K, y(K Nh(S1)) >m, Vhe F},

onde y(K) é o género de um subconjunto simétrico K C E.

Teorema 4.1. Seja E um espago de Banach e I € C'(E,R) satisfazendo as condigoes (i) e (ii) acima.
Além disso assuma que I satisfaz (Ce)., para todo o < ¢ < M. Seja

b = inf sup I(u), — 1,k
S L LC
Entao
(D0<a<b <..<bp <00 eby,.., by sao valores critico de I;
(2) Se by, = b1 para algum m € {1,...,k}, entdo I possui infinitos (pares de) pontos criticos

correspondentes a b,.

Quando o funcional I satisfaz a condi¢do de Palais-Smale (PS)., para a« < ¢ < M, uma prova do
Teorema 4.1 pode ser vista em Rabinowitz [16]. Contudo, a mesma prova funciona sob a condigao, mais
fraca, de Cerami (Ce)., com « < ¢ < M. Assim nossa tarefa nessa nova configuracio é determinar
os valores de ¢ > 0 para os quais (Ce). vale para nosso funcional Iy. Na verdade, uma analise mais
cuidadosa das provas do Lema 2.3, Lema 2.4, Proposicao 2.1 e Teorema 2.2 nos mostram que, pelos

mesmos argumentos usados nesses resultados, podemos provar o seguinte anilogo ao Teorema, 2.2:
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Teorema 4.2. Assuma (f1) — (f1) e (fs). Se 0 < X <|A| e A ¢ 0,(5), entdo o funcional I satisfaz a
condi¢io de Cerami (Ce)., para todo 0 < ¢ < m3°.

Observacgao 4.1. Aqui, 0,(S) denota o espectral pontual do operador S definido em (2.5). Em outras
palavras,
op(8) = {/\ eR ‘ — Au — g(z)u = M, para algum 0 # u € HQ(RN)}.

Observagao 4.2. Os sequintes fatos sao conhecidos sobre o espectro o(S) (veja [4]):
(a) S tem um espectro discreto (ndo essencial) em (—oo,—lx), ou seja, para qualquer | > lo, 0
espectro de S em (—oo, —1) consiste num nimero finito de autovalores de multiplicidade finita;

(b) Se | l‘im (9(z) — lso)|z| = 0, entio 0,(S) N (—ls,0) = .

Note que, sob a hipotese (b) acima, segue que 0,(S) é um subconjunto enumeréavel de [A, —l].
Estamos agora prontos para enunciar e provar nosso resultado de multiplicidade.

4.2 Resultado de Multiplicidade

Teorema 4.3. Assuma as condigdes (f1) — (fa),(fs) € 0 < X < |A|, A & 0,(S). Assuma também que
ezistem k funcoes de suporte disjuntos ¢1, ..., ¢, € H'(RN), tais que

In(¢:) <0, (4.1)
2 o0
ol < =2, (4.2)

para todo 1 <i <k, onde I € o funcional energia definido em (2.1), ou seja,

1
In(u) = 5||u||§ — /F(amu) de, ue H'RY),

Entao o problema (Py) tem pelo menos k pares de solugdes nao triviais.

Demonstragio. Vamos aplicar o Teorema 4.1 em I com E = H'(RY). Primeiramente, a Proposi¢ao 3.1

implica que a condicdo (i) do Teorema 4.1 é satisfeita por Iy. Em seguida, definimos

X = spcm{(bi 1<i< k:} C Hl(]RN)
e mostraremos que sup Iy(u) < m$°. Como as fungdes ¢; possuem suportes disjuntos, temos que
ueXy
k k
IA(Zti¢i) = Ii(tign) (4.3)
i=1 i=1

onde

1
I\(tigs) = 5t1'2||¢i||§ - /F(%ti%)dfﬁ-

De fato, note que ¢;¢; = 0, para i # j, j& que os suportes sao disjuntos. Em particular, note que

/(¢i + ;) da /((/5? + 20i¢; + ¢3) da

/¢$daz+/¢§dm,
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logo, concluimos que

k 9 k
i=1 i=1
e com 0 mesmo argumento, temos
k 2 k 2
/ ‘V(Ztiqﬁi) do = Z/ ’wm dz,
i=1 i=1
desta forma, obtemos
k 9 k
Hgywikz§;wwﬁ. (4.4)

Seja agora z € supp{¢;}, logo F(x,¢;) = F(x,0) =0, para j # i. Assim temos, para x € supp{¢;}, que

k k
F(% Zh‘@) = F(x,tip;) = ZF(xati¢i)a (4.5)
i=1 i=1
e assim (4.4) e (4.5) provam (4.3).

Agora estudaremos as seguintes possibilidades:
(1) |t;] < 1: Neste caso, note que de (f1) sabemos que f(z,t) > 0,Vt € R, logo para t > 0, temos

F(z,s) = / flz,t)tdt >0,
0
para s > 0 e por (fg) temos que F(z,—s) = F(z,s) > 0, para todo z € RY e s € R. Teremos entao

o) = 326l - [ Fto)ar

1
< ??Hd’i”i» pois F(z,s) >0
1 .
= §||¢i|\§7 pois |t;| <1
< miAa por (42)7
k
ou seja,
mOC
In(tipi) < TA (4.6)

(2) |t;| > 1: Neste caso, de (f3), obtemos

F(x,ts) = /tS flz,7)Tdr
0

/S f(z,ta)(ta)t da
0

t2 /s f(z, ta)ada
0

Y

t2 /0S flz,0)ada
= t*F(z,s), (4.7)
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para [t| > 1 e s > 0, onde fizemos a mudanga « = % Por (fs) e (4.7), temos
F(z,—ts) = F(x,ts) > t*F(z, s) = t*F(z, —s),
e assim concluimos que
F(x,ts) > t*F(z, s), (4.8)
para |t| > 1 e Vs € R. Obtemos entdo
Lo 2
Ii(tigi) = Sl @llx — | Fla,tigs) dx
o 1 2
< [ 5lell - | Fle,0:)dal, por (4.8)
= tiI\(%:) <0, por (4.1)
ou seja,
I)\(ti(ﬁi) < t12]/\(¢z) < 0. (49)
Portanto (4.6) e (4.9) nos da
sup In(tigi) < 22 o lim Ly(td) = —c0, 1<i<k. (4.10)
t;€R k [t|—o00
k
Seja u € Xy, logo u = Ztid)i e assim
i=1
k
sup In(u) = sup IA(Zti¢i)
u€Xy (t1,...,tr) ERE i—1
k
= Z sup  I\(tigi), por (4.3)
i—1 (t1,0.5tg ) ERE
< ka/\ =ms, por (4.10),
ou seja,
sup In(u) < mS°. (4.11)

ue Xy

Assim, fica claro de (4.10) e (4.11) que a condigao (ii) do Teorema 4.1 também é satisfeita pela nossa

escolha de Xj. Finalmente, o Teorema 4.2 fornece a condicao de Cerami necessaria, de modo que o

Teorema 4.1 pode ser aplicado para obtermos o resultado de multiplicidade desejado.

O

Em seguida, vamos apresentar uma grande classe de tais problemas assintoticamente lineares pos-

suindo multiplas solugoes.

Sejam a(z) € C(RYN,RY),b(z) € C(RY,R") e p(s) € C(R,RT) fungdes satisfazendo as seguintes

condicoes:

(h1) Existe ao > 0 tal que | lim |z|(a(z) — as) = 0. Note que neste caso lim a(x) = auo;
T|—0o0

(h2) b(x) #0e lim |z|b(z) =0. Neste caso, lim b(x) = 0;
|| —o0

|z|—o00
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(h3) p(s) é uma fungdo par, ndo-decrescente para 0 < s < oo e satisfaz as trés seguintes condicoes

Definimos agora

p(s)

lim p(s)

s—0

lim p(

|s]—o00

fu(:ﬂ, 8) =

e consideramos o problema

(P)

s)

> 0, para s # 0,
0 e

= P > 0.

(a(@) + ub() )ps), >0

—Au+ du = fu(z,u)u.

Note que, em vista de (h1) — (h3), a funcdo f,(z,s) satisfaz todas as condi¢ées (f1) — (f1) e (fs). De

fato,

(f1): Como a(z),b(z) e p(s) sdo continuas, devemos ter f, € C(RY x R,R*) e

lim f,(x,s) =

s—0

(a(w) + ub(;v)) lirr(l)p(s) =0, uniformemente em z;
S—

(f2): Para x € RY fixo temos, por (h3), que f(x,-) é ndo-decrescente para s € [0,00). Definindo
9(x) == gu(x) = po (a(x) + ub(;v)), teremos g € C(RY,R¥) e

uniformemente em x.

lim f(z,s)

5§—00

(afw) + 1b(a)) Jim p(s)

P (ale) + pb(a))
9(@),

(f3): Seja h(s) = p(s)aus, logo h € C(R,R") e

uniformemente em s.
(f4): Temos

lim f(x,s)

|| — o0

lim  f(z,s)

|z|, s—00

p(s) lim (a(@) + pb(x))

|z|—o00
P(8)a0
h(s),

lim (a(m) + ub(x)) Sli}rgop(s)

|z]|— 00

Qoo Poo

loo € (0,00).
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(fs): Como p(s) é uma fungdo par, entao

fa=s) = (a(@)+pub(a))p(=s)

(a(@) + ub(x) )(s)
f(z,s).

Lembramos agora das definigdes dadas em (2.23) — (2.25), sdo elas:

1w =5l - [ Hw .

357 = {u £ 0| 5/ (wpu =l - [ hwyuds =0},

0<m$ = inf IP(w), se MP#@ e
ueEM®
my = oo, se M.

Ja que ‘ llim fu(z,s) = h(s) é independente de i, entdo podemos ver que m3° é independente de p. Além
Tr|— 00
disso, como (h1) e (hs) implicam que

2] (pee (ale) + b(a) ) — aepc)

|| (g#(x) - aooPoo) (
z| (a(x)poo + pb(2)poc — aoopoo)
(

"E| (a(x) - aoo)poo + GooPoo + Mb(@poo - aoopoo)
|

= |z[(a(x) = doo)Poo + HPoo||b(T) — 0,

quando |z| — oo, temos entdo que

lim |z|(g.(z) —le) =0,  paratodo p > 0. (4.12)

|z] =00

Concluimos da Observagio 4.2 que, se 0 < A < loo = @ooPoo, €ntado X ¢ 0,(5,,) para todo p > 0, onde

S, H*RN) c L*(RY) —» L*(RY) e S,(u) := —Au— g,(z)u. (4.13)

Agora, dado k € N podemos escolher k fungoes de suporte disjuntos 0 < ¢, ..., ¢ € C§°(RY) tais

que, para 1 <i <k,
2m§°

k

loal3 <

e /b(x)P(@-) dx >0,
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S
onde P(s) :/ p(t)tdt. Note que
0

F,(z,s) = / fulz, t)tdt

_ / alz) + ub( )) (t)t dt

a(zr) + pb(x ) /OS p(t)tdt

(atz
(a ) + pb(x )(s).

o

(=)

Entao, como a(z) > 0, segue que

no) = glali - [ Fiee)ds
= Sl ~ [(ale) + nb(e) P(or) da

1
< 36l - [ b

de modo que, para p > 0 suficientemente grande, tenhamos I)(¢;) < 0, para 1 < ¢ < k. Provamos o
seguinte resultado.

Teorema 4.4. Assuma que a(x) € C(RY,RT), b(z) € C(RY,R*) e p(s) € C(R,RY) satisfazem as
condigoes (h1) — (h3). Entdo, para qualqguer 0 < A\ < GxoPoo, 0 nimero de solugées do problema (15“)
tende ao infinito quando u — oo.
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