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Resumo

No primeiro capitulo, consideramos o seguinte problema

—Autu = f(z,u) em ()

ou _ (1)
D q—2
o h(x)|u|"*u  em 09,

onde  C RY é um dominio limitado e suave, N > 3, 1 < ¢ < 2 e h pertence a um
espago de Lebesgue apropriado. Em nossos principais resultados consideramos f como
uma fungao assintoticamente linear e obtemos multiplicidade de solugdes quando a norma
de h é “suficientemente pequena’. Apresentamos também um resultado de multiplicidade
no caso nao quadratico no infinito.

No segundo capitulo, estudamos a equacao de Schrodinger assintoticamente linear no
infinito, dada por

—Au+Vou = Kyf(u), em RN
u(tr) = —u(x) (2)
u(xr) -0  se |z| — o0,

em que N > 3, V.., K., sdo constantes positivas, f(s) = s3/(1+s%) e : RY — RY é uma
transformacao linear ortogonal em RY tal que 7 # Id e 72 = Id, onde Id é o operador
identidade de RY.
Por fim, no terceiro capitulo, consideramos um problema mais geral nao auténomo,
dado por
—Au+V(r)u = K(z)f(u), em RV
u(tr) = —u(x) (3)
u(zr) — 0  se |z| — o0,
em que N > 3, e a funcao f e a involu¢ao 7 sao dadas como no Capitulo 2. Sob certas

condicoes em V e K, mostramos a existéncia de uma solucao 7-antissimétrica nao trivial
do problema (6), u € H'(RY)\{0} tal que u(rx) = —u(zx) é solugao de (6).

Palavras-Chaves: Teorema do Passo da Montanha; Teorema do Ponto de Sela;
Equagoes de Schrodinger nao lineares; Expoente critico de Sobolev; Variedade de
Pohozaev; Principio de Concentracao de Compacidade.
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Abstract

In the first chapter we considered the following problem

—Au+u = f(z,u) on §)

Ou _ (4)
I — q—2
an h(z)|u|9*u  on 09,

where Q C RY is a smooth bounded domain, N > 3, 1 < ¢ < 2 and h belongs to
an appropriate Lebesgue space. In our main results we considered f as a function
asymptotically linear and we obtained multiple solutions, when the norm of h is
“sufficiently small ”. We also presented a result of multiplicity for the nonquadratic case
at infinity.

In the second chapter we studied the asymptotically linear at infinity Schrodinger
equation, given by

—Au+Vou = Kof(u), on RY
u(te) = —u(z) (5)
u(gj) — 0 if \x| — 00,

where N > 3, V., K. are positive constants, f(s) = s3/(1 + s?) and 7 : RV — RV is
an orthogonal linear transformation in RY such that 7 # Id and 72 = Id, being Id the
identity operator in R¥.
Finally, in the third chapter, we considered a more general non-autonomous problem,
given by
—Au+V(r)u = K(x)f(u), on RN
u(tr) = —u(zx) (6)
u(z) —0 if || — oo,
where N > 3, the function f and the involution 7 are as given in Chapter 2. Under certain

conditions on V and K, we showed the existence of a nontrivial 7-antisymmetric solution
for the problem (6), u € H'(RY)\{0} such that u(7x) = —u(x) is a solution for(6).

Keywords: Mountain Pass Theorem; Saddle Point Theorem; Nonlinear Schrédinger
Equations; Sobolev Critical Exponent; Pohozaev Manifold; Concentration-Compactness
Principle.
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Introducao

Nosso trabalho esta estruturalmente dividido em duas partes. O primeiro capitulo
¢ o estudo de problemas com condigao de fronteira nao linear e nos Capitulos 2 e 3
estudaremos a existéncia de solugoes antissimétricas da equagao de Schrodinger, para os
casos assintoticamente lineares no infinito e o caso nao auténomo, respectivamente.

O ponto de partida para nosso estudo no Capitulo 1 é um artigo de Ambrosetti, Brezis

e Cerami [4], onde considerou-se o seguinte problema:

—Au = MNu|["?u+ |[ulP?u  em Q,
(Fo)
u = 0 em 02,

coml<qg<2 2<p<?2eQcRY um dominio limitado. Entre outros resultados,
obteve-se a existéncia de duas solugoes positivas desde que A > 0 fosse suficientemente
pequeno. Apos este trabalho muitos autores tém considerado problemas de Dirichlet com
termo concavo-convexo. Outro artigo nesta mesma linha é o de Li, Wu e Zhou [40], onde

estudou-se a seguinte generaliza¢do do problema (FP):

—Au = h(z)ul"?u+ f(z,u) em Q,
u = 0 em 0f),

com 1 <q<2 heL>®Q)e fsatisfazendo

o J@9)

S§—00 S

=1> u, (7>

em que p; > 0 é o primeiro autovalor de —A em H{(f2). Provou-se a existéncia de duas
solugoes nao negativas para valores pequenos de ||h[|z=(q). Resultados semelhantes foram
recentemente provados para o operador p-Laplaciano por dePaiva em [23].

Em 2004, Garcia Azorero, Peral e Rossi [31], mostraram resultados analogos para o

problema nao linear substituindo a condi¢ao de Dirichlet na fronteira pela condicao de
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Neumann nao linear:
—Au+u = [uf?u  em Q,

0
7 Mu|?2u em 0.
on
Neste trabalho, consideramos o seguinte problema
—Autu = f(z,u) em 2,

P
(P) g—:; = h(z)u|??u em 09,

em que  C RY é um dominio suave e limitado, N > 3 e a% ¢ a derivada exterior

normal a €2. A funcao f : 2 x R — R é uma funcao de Carathéodory de crescimento
subcritico. Mais precisamente, denotaremos por ¢’ o expoente de Holder conjugado de

o > 1 e assumiremos que as funcoes f e h satisfazem as seguintes condigoes

0) €exi1stem < P < , constante aj > € runcao a c p als que
i istem 2 2% tant 0 e funca Lo»(Q) tai
|f(z,8)] S arls|P' +a(x), qtpreQ, seR,

em que 2* :=2N/(N —2) e 0, := (2" /p)".
Quanto ao termo da fronteira, assumiremos que 1 < ¢ < 2 e
(ho) h € L?4(092), onde 0, := (2,/q)" e 2, :==2(N — 1) /(N —2).
Diremos que f é assintoticamente linear no infinito se existir uma funcao k tal que

tim L83 g,

|s]—o0 S

Para o Problema de Dirichlet ¢ bem conhecido (ver [3, 19, 11, 45]) que a existéncia
de solugao estéa relacionada com a interagao entre a funcao limite k(z) e o espectro do
operador (—A + Id) em H{(€2). No nosso caso, consideraremos o limite assint6tico como

um peso no problema linear. Introduziremos o seguinte problema de autovalor:

—Au+u = Me(z)u em
LP u
(LP) — =0 em Of).
on
Este problema auxiliar aparecera naturalmente na obtencao de solugoes para o problema
(P). Para o nosso primeiro resultado, também suporemos que f e a sua primitiva F

verificam as seguintes condicoes:
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(f1) existe Ko € L"(Q), r > &, tal que

2F
lim —(:1:', )

) 5— = Ko(r), uniformemente q.t.p z € {;
s—0 S

(f2) existe ko € L™(R2) tal que

lim M = koo(x), uniformemente q.t.p x € Q.
5§—00 S
Denotaremos por g*(z) := max{g(z),0} a parte positiva de uma fungao g dada e

assim obteremos o nosso primeiro resultado

Teorema 0.1. Suponha que (ho), (fo), (f1) e (f2) com A (k) < 1 < A (Kp) sdo vdlidos,
que koo(x) >0 g.t.p x € Q e que

(fo) existem b € L"(Q) e c € L&V (Q) tais que

Fa,9)| < b(a)ls| +c(x), qtpreQ s>0.

Entao existe m > 0 tal que o problema (P) tem duas solugdes nao identicamente nulas
sempre que 0 < [[h||Loao0) < m. Além disso, se 1 < q < 2, as duas solugdes sio positivas

em €.

Para o nosso proximo resultado permitiremos que a funcao f seja superlinear no
infinito. Entao, substituiremos a condigao (f2) por uma condigao de nao-quadraticidade,

condicao essa introduzida por Costa e Magalhdes em [13]:

(NQ) (i) existem ay >0 ey > 0 tais que

F
lim sup @

§—00 S

< a4, uniformemente q.t.p x € €;

(ii) existem ag > 0 e pu > max{2,, N(y —2)/2} tais que

lim inf f(l’,S)S — 2F<I’,S>

§—00 SH

> a3, uniformemente q.t.p z € ;

(f3) existe uma constante as € R tal que

lim inf 2F (@, 5)

§—00 S

> as > 1, uniformemente q.t.p x € §2;
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Sob essas condicoes, provaremos o seguinte resultado de multiplicidade de solucao:

Teorema 0.2. Assumindo (hg), (fo), (fi1) com M(Ko) > 1, (f3) e (NQ), valem as

mesmas conclusoes do Teorema 0.1.

Note que A;(1) = 1 e, portanto, a condigao (f3) esta relacionada com o cruzamento do
primeiro autovalor quando s — co. Além disso, como citado em [13], a condi¢ao (NQ)(i)
¢ claramente valida para v = p e pode ser verdade para valores pequenos de 7.

Aplicaremos a Teoria de Pontos Criticos na prova dos nossos teoremas. A ideia
principal é, em primeiro lugar, obtermos uma solugao u € WH2(Q2) com energia positiva
por meio do Teorema do Passo da Montanha. Depois, usaremos um argumento de
minimizagao para obtermos uma outra solucao com energia negativa. A condicao
|A*]|zea(@) > O serd usada apenas para obtermos a segunda solu¢do v = wvj. Assim,
poderemos obter alguns resultados de existéncia, mesmo no caso em que h < 0 em 0f)
(veja a Observagao 1.1). Como um subproduto do argumento de minimizagao, também
poderemos mostrar que v, — 0 em W1?(Q) quando |A™||fea@) — 0 (veja a Observagao
1.2).

Nos teoremas 0.1 e 0.2, buscaremos solugoes nao-negativas, de tal forma que o
comportamento de f(z,s) ndo sera importante para valores negativos de s. Em nossos
préoximos resultados consideraremos novamente o caso assintoticamente linear, mas nao
estaremos preocupados com o sinal da solugdo. Entao, substituiremos a condigao (f2)
pela seguinte condicao:

~

(f2) existe Ko € L™(Q2) tal que

lim ———* = K (z), uniformemente q.t.p x € .

A seguir estaremos interessados no caso de ressonancia, ou seja, \;(K,) = 1 para
algum j € N. Neste caso, o funcional associado nao satisfara as condigoes de compacidade
habituais. Para superar essa dificuldade, usaremos uma versao da condicao de nao-

quatraticidade de [13] (ver também [29]). Suporemos o seguinte fato:
(NQ) existem Qy C Q e d € L(Q) tais que

(i) lim [f(z,s)s —2F(x,s)] = +oo uniformemente q.t.p x € Qy,

|s|—o0

(ii) [f(z,s)s —2F(z,s)] > d(z),qt.px e, seR.

Denotando-se por |A| a medida de Lebesgue de um conjunto mensuravel A C R¥ teremos

o seguinte resultado de ressonéancia:
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Teorema 0.3. Assumindo (ho), h <0 em 09, (fo) e (fg) com \j(K«) = 1 para algum
JjEN, existe 0 < o < |9 tal que, se (@) acontece com |Qo| > «, entdo o problema (P)

possui uma solucao. Além disso, se 7 =1, o nimero a pode ser tomado igual a zero.

O teorema acima serd provado por meio do Teorema do Ponto de Sela. A restrigao
no sinal de h é de natureza técnica, no entanto ressaltamos que outros resultados para
problemas com um paradmetro negativo no termo coéncavo podem ser encontrados em
alguns trabalhos anteriores (ver [44, 24| e referéncias citadas).

Como um subproduto dos calculos feitos na prova do Teorema 0.3, também poderemos
considerar o caso complementar A\;(K,) > 1. Neste caso, provaremos que o funcional é
coercivo e, portanto, nao precisaremos de compacidade e nem de restricoes no sinal de h,

como veremos no proximo resultado.

Teorema 0.4. Assumindo (hg), (fo) € (]/‘"\2) com A\ (Kw) > 1, entdo o problema (P) possui

uma solucao nao trivial.

Relativamente aos trabalhos [4, 31|, é natural perguntar se poderemos obter resultados
semelhantes aos de [40] para o problema (P). O resultado principal do nosso trabalho dara
uma resposta positiva a esta pergunta. Ressaltamos que as nossas suposi¢oes sao mais
gerais que as de [40]. Na verdade, permitiremos que o limite assintotico da razao f(z,s)/s
dependa de z, bem como a fungao h(z) para a fronteira de 2. Note que (7) implica
claramente o nosso pressuposto técnico (ﬁ)) com b, ¢ € L*(§2) (uma condi¢ao semelhante
ja apareceu em [23]). As ideias para lidar com os limites assintoticos interagindo com
problemas lineares com peso ja tém sido utilizadas em outros trabalhos (ver [21, 28, 23]).

Ressaltamos que o Teorema 0.1 é uma versao mais geral dos Teoremas 1.1 e 1.2 em [40].
Nosso segundo Teorema 0.2 completa e nao é comparavel com o Teorema 1.3 de [40]. Vale
a pena mencionar que, embora o nosso problema seja diferente do considerado em [40], os
argumentos aqui desenvolvidos permitirao uma melhoria em todos os resultados daquele
trabalho. Além disso, diferentemente dos trabalhos mencionados, também consideraremos
aqui os casos ressonante e coercivo. Como um comentario final sobre o Capitulo 1,
percebemos que a nossa abordagem nos permitira obter alguns resultados parciais, mesmo
no caso linear ¢ = 2 (ver Observagoes 1.3 e 1.5).

Os Capitulos 2 e 3 versam sobre equagoes de Schrédinger nao lineares

—Au+Vou=Kyf(u) em RY
u(z) =0 se |z| — oo,
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{ ~bu+ V(= K(@)f(w) em RY (9)

u(x) =0 se |z] — oo,

em que N > 3, Vo, K, sao constantes positivas, V : RY — R, K : RY — R satisfarao
3
S

T 1482
As equagoes (8) e (9) aparecem em varias aplicagdes na Fisica-Matematica. Em

certas condigoes e f: R — R ¢é dada por f(s)

particular, nos tltimos anos, varios autores tém estudado as propriedades de ondas
solitarias em meios foto-refrativos, por exemplo Krolikowski em [38], também A. Pankov
e V. Rothos [43] e suas referéncias. Uma equagao que descreve a difra¢do conduzida de
ondas solitarias espaciais ¢ uma modificacao da equacao original nao-linear de Schrodinger.
A equagao de evolucao das ondas Opticas solitarias espaciais unidimensionais em um meio
foto-refrativo baseada no modelo de Vinetskii-Kukhtarev, pode ser escrita por

Juf®
1+ u?

u

WU + Ugy + 0 =0, (10)

onde u é uma variavel normalizada. Se ¢ é uma solugao para a equagao (10), sabemos que

1 = exp(—iwt)u, onde supomos que a amplitude u é real. A equagdo para a amplitude é
—Au —wu = f(u),

onde
3

f(u)

Considerando varias hipoteses sobre V', K a existéncia de solugoes positivas tem sido

B 1+ pu?

estensivamente estudadas. E sabido que a existéncia de solucdo positiva para os problemas
do tipo (8) e (9) com potencial e néo linearidade periodicos tem sido estudada nao sé pela
importancia nas aplica¢oes mas também pelo interesse teorico (ver por exemplo [1] e [15]
e como referéncia adicional Michel Willem [51]).

Sem a condigao de periodicidade, em (Berestycki e Lions) [9] encontramos um trabalho
pioneiro para esta classe de problemas nao lineares no RY. Em 1983 mostraram, usando
minimizagao com vinculo, a existéncia de uma solugao positiva para o problema (9) em
que K =1 eV é uma constante positiva ou V' = 0 quando f'(0) = 0, e f tem crescimento
subcritico no infinito. Destacamos também o trabalho de C. A. Stuart e H. S. Zhou
[49] que nos assegura a existéncia de solu¢ao radial positiva para o problema (8), se
considerarmos K., = V,, = 1. No trabalho de P. Bartolo, V. Benci e D. Fortunato [6],
os autores estudaram problemas nao lineares com “ressonancia forte” no infinito, isto é

operadores lineares nao invertiveis com perturbacoes “pequenas” no infinito.
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Entretanto a existéncia de solucao que muda de sinal foi pouco explorada até o
momento. A multiplicidade de solugoes para o problema assintoticamente linear foi
estuda por D. G. Costa e H. Tehrani em [14] via Passo da Montanha generalizado,
mas sem informacgao sobre o sinal das solugoes. Se f tem crescimento superlinear,
Ghimenti e Micheletti [32], mostraram a existéncia de pelo menos um par de solugdes
T-antissimétricas para o problema (9) (ver defini¢oes no Capitulo 2, em (2.1), (2.2), (2.3)
e (2.4)), considerando limjg|.o V() = 0 e uma classe de potenciais V' apropriada. Maia,

Carvalho e Miyagaki em [17] mostraram que o problema

—Au+V(z)u= f(u) em RN
u(rr) = —u(z) (Pv)

u(z) =0 se |z| — oo,

onde N > 3, tem uma solucio T-antissimétrica nao trivial, isto é, existe u € H'(RY)\ {0}
tal que u(tz) = —u(x). Além disso, mostram que u é uma solugao que muda de sinal
exatamente uma vez. Tudo isso, sob certa condi¢coes em V e f : R — R uma funcao
nao linear, com crescimento subcritico e superlinear quando |u| — oo, diferentemente do
NOSSO Caso.

Inicialmente, estudaremos o problema (8), mais exatamente formularemos um
3

s
14 s2
provarmos que o problema (8) tem solugao T-antissimétrica u(7x) = —u(z) seguiremos

- Para

resultado de existéncia de solugdes T-antissimétricas, onde N > 3 e f(s) =

argumentos analogos aos encontrados em Micheletti e Ghimenti [32], Carvalho, Maia ¢
Miyagaki [16, 17] e Furtado, Maia e Medeiros [42]. As duas maiores contribui¢oes do
nosso trabalho estao nos fatos de utilizarmos a variedade de Pohozaev P em lugar da
variedade de Nehari A e em trabalharmos com a diferenca de duas solugoes @ “ground
state” z,(x) = u(r — y) — u(x — Ty) sem fazermos qualquer truncamento. A utilidade
da variedade de Pohozaev é natural visto que o problema é assintoticamente linear no
infinito e a nao linearidade f é nao homogénea.

Por outro lado, verificamos que os truncamentos utilizados em [32] e [17] nao sao
necessarios, visto que a interacao entre as solucoes @ tipo solitons tem energia pequena
devido ao decaimento exponencial das solugoes u € H'(RY) da equagio dada em (8).

Enunciamos a seguir nosso primeiro resultado do Capitulo 2, (ver defini¢oes em (2.5)
e (2.9)).

Teorema 0.5. Se {u,} C E™ ¢ sequéncia limitada tal que

T

Ioo(un) = ml, e I |pr(un) — 0,
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entao
i) u, =0 e

i) existe {y,} C RN, |y,| — oo, tal que
tp = [u(- = yn) + Tru(- —yn)] = 0.
Além disso, existe uma sequéncia {u,} C E™ nestas condigoes.

E importante observarmos que para mostrarmos um resultado como este, em geral,
usamos a variedade de Nehari e o fato de que ela é uma restrigao natural para o funcional
associado. Entretanto, no nosso caso nao é possivel mostrar um passo fundamental, qual
seja que uma sequéncia minimizante sobre a variedade de Nehari é uma sequéncia (P.S)
no espago todo. Esta dificuldade foi contornada fazendo-se uso da variedade de Pohozaev
nos moldes de L. Jeanjean e K. Tanaka em [36], porém com adaptagoes bastante delicadas
para encontrarmos solucao que muda de sinal.

Em um segundo momento, no Capitulo 3, trabalharemos com o problema nao

autonomo dado por:

—Au+V(z)u=K(z)f(u) em RY
u(rx) = —u(x) (11)

u(z) =0 se |z| — oo,

onde N >3, f(s) = e e V', K sao tais que satisfazem as hipoteses:
(V1) V & continua e existe Vy > 0 tal que V(z) > Vp;

(Vi) Jim V(o) = Ve, V() 5 Ve

(Va) ( ) = V(z);

(K1) K é continua e existe Ky > 0 tal que K(x) < Kj;

(Ky) lim K(z) = Ks, Kes K(x);

(

|z|—o0

K3) K(tz) = K(z).

Para uma certa constante oy > 0 definida por (3.8) relacionada ao problema (8), o

resultado principal do Capitulo 3 é

Teorema 0.6. Sejam V e K satisfazendo (Vi) — (V3) e (K1) — (K3), respectivamente.

Suponha que existe ao menos um numero real cc; > 0 ou g > 0, tal que
(Va) V(z) < Voo — Ceml?l 0 < oy < ayg, para todo x € RN, ou

(Ky) K(z) > Ko + Ce2l7l 0 < ay < g, para todo z € RV.
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Entao existe uma solugao T-antissimétrica nao trivial do problema (11), isto é, existe

u e HY(RV)\{0} tal que u(tz) = —u(x) solugao de (11).

Tanto o problema (8) quanto (11) tém uma abordagem variacional. Aqui, estamos
considerando V' limitado inferiormente. Esta hipotese, juntamente com (V'2), nos
permitem definir uma norma em H*(RY) e considerar o espaco de fungdes apropriado para
obtermos solugoes de (8) como também de (11). Uma vez que a imersdao de H'(RY) em
LP(RY), 2 < p < 2*, ndo é compacta, a nossa principal dificuldade consiste no fato de que
o funcional associado nao satisfaz uma condi¢cao de compacidade. Para superarmos esta
dificuldade apresentaremos e provaremos versoes do lema de concentracao de compacidade
de P. L. Lions em [41], aqui chamados de lemas de “splitting”, relacionados aos nossos
problemas, assim permitindo-nos descrever para quais niveis de energia nosso funcional
associado, restrito a variedade considerada, satisfaz a condi¢ao de compacidade.

As maiores dificuldades encontradas em nosso trabalho foram estabelecer uma versao
do lema de “splitting” para cada um dos problemas estudados e também as comparacoes
de energias.

Finalmente, no apéndice A apresentaremos alguns resultados que serao usados no
decorrer dos Capitulos 2 e 3. Entre outros, apresentaremos um lema devido a Stuart
[50]. Enunciaremos também uma versao do teorema do Passo da Montanha devido a
Ghoussoub-Preiss e apresentaremos ainda uma importante desigualdade dada por Alves,
Carrido e Medeiros em [2], que sera 1til em varios momentos deste trabalho. Verificaremos
também a geometria do Passo da Montanha para os funcionais associados as equagoes
em (8) e (11), ainda provaremos que o funcional associado ao problema (11) satisfaz as

condigoes para a existéncia de uma solugao positiva via D. G. Costa e H. Tehrani em [14].



Capitulo

1

Problemas com condicao de fronteira

nao linear

Ao longo deste capitulo, consideraremos que as fungoes f e h satisfazem (fo) e (hg).

Denotaremos /g(x)dx e/
Q

o0
medida na fronteira. Para todo 1 <t < oo, || - ||; €| - |; denotardao as normas de L'(Q) e

g(z)do por /g e / g, respectivamente, onde do ¢é a
Q o9

L'(0), respectivamente.

Seja H o espago de Hilbert W12(Q) com o seguinte produto interno

(u,v) := / (Vu - Vv +uv), para todo u,v € H,
)

e seja || - || a sua norma associada.
Uma vez que estamos interessados primeiramente em solugoes positivas, supomos que
f(z,s) =0q.t.pxeQ, s <0. Decorre de (fy) e (ho) que as solugoes fracas nao negativas

de (P) sao precisamente os pontos criticos do funcional de classe C*

I(u) := %/Q(|Vu]2 +u?) — /Q F(z,u") — é/ag h(z)(u™)9, para todo u € H.

1.1 A Condicao de Palais-Smale

Nesta sec¢ao verificaremos sob quais condigoes o funcional I associado ao problema (P)
satisfaz a condicao de Palais-Smale.
Primeiramente, recordamos que [ satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale no nivel ¢ € R

(PS). se toda sequéncia {u,} C H tal que I(u,) — ce |[I'(u,)||mr — 0 contém uma
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subsequéncia convergente, em que ||I'(u)||g denota a norma da derivada de Frechét I'(u)

no espaco dual H'.

Lema 1.1. Assuma que f satisfaz (fo) € (f2) com M(ks) < 1. Entdo o funcional I
satisfaz a condi¢ao (PS). para todo ¢ € R.

Demonstragao. Seja {u,} C H uma sequéncia tal que I(u,) — ce ||I'(u,)||gr — 0. Como

f tem crescimento subcritico e ¢ < 2,, pelas imersoes compactas de Sobolev é suficiente

mostrarmos que {u,} ¢ limitada. Assim supomos, por contradigdo, que a menos de
+

uTL

subsequéncia ||u,|| — oo e definimos v,, := W
Up,

Desde que r > N/2, podemos escolher 2 < ¢t < 2* tal que
-+ -4+ —==1 (1.1)
Assim, a menos de subsequéncia, temos que

v, — v fracamente em H,

v, — v fortemente em L*((), (1.2)

va(w) = v(@), Joa()] < () atp x € Q,

para alguma fungao nao negativa v € H e ¢, € L'(Q).
Da limitacao de {v,} e I'(u,) — 0, obtemos que
I'(uy) (v, — v)

on(1) = — (1.3)
1

1 + —V) — —— 2) () v, — v
- <vn,vn—v>—m[2f<x,un><vn ) ) () o — v),

lun | Jaq

onde 0,(1) denota uma quantidade que tende a zero quando n — oo. Agora, usando a
imersao no sentido do trago, (ver [39]), juntamente com a desigualdade de Holder com

expoentes oy, 2,/(q¢ — 1) e 2,, provamos que

1

”UnH o0

1
[A(@) g | fon — 0] = g
[

[ @l o = o
o

1 2x—q g—1 1
< T ([ @)l o p—_
2—q
[[un]| o0 a0 29

q—1 _
[P g lvnls, v — V]2, = on(1),

= T
]

e portando, desde que 1 < ¢ < 2, podemos deduzir de (1.3) que
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L * —v)+o
(Upy Uy — V) = m/ﬁf(:v,un)(vn )+ on(1). (1.4)

Decorre de (ﬁ)) e da desigualdade de Holder, com expoentes como dados em (1.1), que

1 1
m/@f'(as,ui)(vn—v) < /Qb(a:)\vnan—m+m/ﬂc(x)|vn_vy
1

< |6l |vn o= [|vs, — Vs + ——]|c
[0l [vnll2[[vn — vlls HunHH |

= o,(1),

(2*)/ |’Un — v 9%

onde usamos (1.2) e ||u,|| — oo na tltima desigualdade. Com este fato e (1.4), temos que
(Un, Vp — V) = 0,(1), e como (v, v, —v) = 0,(1) segue que v, — v € H \ {0} forte em H.

Consideremos agora ¢ € H fixada. Para n € N suficientemente grande, temos que

ﬁuﬂqrfi

[

< b(w)\vn||¢|+mc(9€)‘¢|
< b()v(a)|9] + c(z)] 4,

(1.5)

onde a fun¢ao do lado direito da ultima desigualdade dada em (1.5) pertence ao espago
LY(Q). A primeira estimativa em (1.5) implica que f(z,u}(2))d(x)/||u,|| — 0 em
quase todo ponto do conjunto {z € Q : v(z) = 0}. Por outro lado, no conjunto

{z € Q:v(x) > 0}, podemos usar (f3) e a defini¢cao de v,, para obtermos

¢(x) [z, uy(x))

lunll it (@)

U (2)P(x) = koo(z)v(z)P(2), quando n — oc.

Assim, segue de (1.5) e do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

. 0]
1m $U+ = T )\ ZT).
i [ f;) tékm<><>¢<>

noo ]

Relembrando que I'(u,)¢/||us|| — 0 e argumentando como na primeira parte da prova,

concluimos que a funcao v é uma solucao fraca do seguinte problema:
—Av+ v =ky(x)v em Q.

Desde que v # 0 e koo(z)v(x) > 0 q.t.p em 2, decorre do Principio de Méaximo (cf. [34,
Teorema 8.19]) que v > 0 em Q. Mas isto implica que A\;(ks) = 1, 0 que contradiz a

hipotese. Esta contradigao decorre de supormos que {u,} teria subsequéncia ilimitada.
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Portanto, {u,} é limitada. O

1.2 Demonstracao do Teorema 0.1
Nos dois resultados a seguir verificaremos as condigoes geométricas para a aplicacao
do Teorema do Passo da Montanha.

Lema 1.2. Suponha que f satisfaz (f1) com A (Ky) > 1. Entao existem p > 0 e o > 0 tais
que I(u) > a > 0, para todo v € H com |lu| = p, desde que |h™|,, seja suficientemente

pequeno.

Demonstragao. Dado € > 0, pela hipotese (f1) existe § = d(¢) > 0 tal que

F(z,s) < =(Ko(x) +¢)s*, qtpr €, 0<s<6.

l\:)lr—l

Por (fy), existem constantes c1, ca > 0 tais que
F(z,s) < c]s]P + coa(x)|s]P, qt.pz e, s>0.
Assim, para alguma fungao a € L°7({2), obtemos que

1
F(z,s) < 2(Ko( r) 4 e)s* +a(x)|s|P, qtpre€Q, s>0. (1.6)

Por (1.6), pela caracterizagao variacional de A;(Ky), pelas imersées de Sobolev como

dadas em [39] e pela desigualdade de Holder provamos que

W) > 5 ul? ——/Ko ot =5 [ = [a@hr =< [ rr@ue
L= ey =) Ml = sl P = = ([ i)™ ([
1

1—

>

9
2%
2*>

2 ~
> — & | lull” = eslalle, lull” = ca 1o, llull®-

N = N =

)\1(K0)

Logo, se € > 0 é suficientemente pequeno, obtemos que

I(u) = collull® = ¢s flull” = cah* 1o, [Jull”

= lull*(co = e5 Jul”™* = cah¥ Lo, [lul"),

(1.7)
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1
onde ¢4, c5 >0 e ¢y := 5(1 —1/M(Kp) —€) > 0. Considerando a fungao g dada por
g(t) = st + el T g, 1772 £ >0,

queremos encontrar um ¢t > 0 tal que g(t) < ¢y. Para tal, encontraremos o ponto onde g

assume o seu menor valor. Observamos que g diferenciavel em (0, 00) e
g (t) = cs(p— 2" + calqg — 2| AT | 4,172
Fazendo ¢'(ty) = 0, temos

cs(p — 2)t‘8_3 + c4(q — 2)] h+|aqt8_3 =0,

assim .
ca(2 =gt g, \ 70 Bl
to = ( = (cdlh"1o,)7 0,
cs(p —2)
ci(2—¢q - : . :
onde ¢cg = ( 2)- Entao g atinge o seu valor de minimo em ¢y, poiscomo 1 < ¢ <2 < p
Cs5\P —
temos que

tlim g(t) =400 e lim g(t) = +o0.

t—0t+

Além disso,

a2 p—2
g(to) = cdh¥ s, (clh™lo,)70 + cs(cl K | o,) 70
q—2 p—2 p—2
— P qlh+|a_qq +C506 q|h+|

q72
= (0406 +c5c )|h+|

q—2
- C7I h+|0'q )

2 p—2 -9
onde ¢; = ¢7(p, q, ko, f, N,Q) = (0406 + csc8 ") e b > 0 desde que 1 < ¢ < 2 < p.
pP—q
q=2 CO Z%g
Assim, g(ty) < ¢y se e somente se, C7Ih+|gqq < ¢g, Ou seja, se |h+|aq —) = m.
Cr

Assumindo que |h*|,, < m e tomando p = o, temos para |ul| = p que

I(u) > (co — glto))ta = a > 0.
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Lema 1.3. Suponha que as hipoteses do Lema 1.2 ocorrem e seja p > 0 como obtido no
mesmo. Se a fungdo f satisfaz (fa) com A (k) < 1, entio existe e € H \ B,(0) tal que
I(e) <0.

Demonstragao. Dado € > 0 e utilizando (fy) e (f2), obtemos

F(x,8) > ~(kso(x) —€)s* —a(x), qtpz €, s>0, (1.8)

para alguma funcao a € L ().
Seja @1 = p1(ks) > 0 a primeira auto fungao associada ao problema linear (LP) com

peso ko em lugar de k(x). Logo, de posse deste fato e (1.8), temos que

t 2

2 5 ) R tq .
Tee) < 5ol = 5 [ i) =2t + falh = = | no)a).

Agora, desde que Al(koo)/ koo ()1 = |1 |” € 1 < ¢ < 2, obtemos que
Q

I(tpr) <
t2 -

1 1 ,
< —(1- 1
< 5 (1= 5 o) Bl + o)

quando t — oo. Como A\ (ks ) < 1, e tomando € > 0 suficientemente pequeno, concluimos

1 1 1, .. 112
~le)l* = —/(koo(l’) —e)et + sllall —— [ h(z)(e1)?
2 2 Jq t q Joa

que
I(t
lim sup ( fl> < 0.
t—o0 t
Portanto, agora considerando e := tp; com t > 0 suficientemente grande, temos o
desejado. ]

A seguir faremos a prova do teorema 0.1.
Denonstracao do Teorema 0.1. Como provamos no Lema 1.2, existe m > 0 tal que a
conclusao do lema é verificada quando |A*|,, < m. Segue pelos Lemas 1.2, 1.3 e o Teorema
do Passo da Montanha [5], que I possui um ponto critico u, tal que I(u) > a > 0.

Para obter a segunda solugao, usaremos um argumento de minimizacao. Seja p > 0

como dado pelo Lema 1.2 e considere {v,} C B,(0) tal que

I(vy,) — d:= inf I < oo. (1.9)
B,(0)

Temos que v, — v € B,(0) fracamente em H. Porém, do fato de que I é fracamente
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semi continuo inferiormente, juntamente com p < 2* e ¢ < 2,, concluimos que [(v) <
liminf/(v,) — d e portanto I(v) = d.

n—oo

Afirmamos que d < 0. Se isto for verdadeiro podemos usar o Lema 1.2 e inferir que
v € B,(0) e portanto, que I'(v) =0e I(v) < 0.

A fim de provar a nossa afirmagao, consideramos ¢ € H tal que / h(z)(¢™)? > 0.
o0
Argumentando como em (1.6) obtemos

Pa,5) > 5 (Ko(z) = )s* —ala)|s]”, atpa e, s>0,

N| —

com a € L7(Q)). Desta forma, para todo t > 0, temos que

ﬁ 2 _ + 2) ~ e ! +
rte0) < 5 (1017 - [ (o) - 969?) + [ @@y =2 [ ayeny
Desde que ¢ < 2 < p, concluimos que

lim sup Iff) < - /{m h(z)(6)? <0,

e portanto I(t¢) < 0 para t > 0 suficientemente pequeno. Isto implica que d < 0, como
tinhamos afirmado.
Verificaremos agora que as solugoes obtidas sao positivas se 1 < ¢ < 2. De fato, para

a primeira solucao u, temos

/(Vquo +up) = / flz,uM)p +/ h(z)(u™) 'y, para toda ¢ € H.
Q Q 09

Assim, podemos tomar ¢ = u~ := max{—u, 0} e lembrando que f(z,s) =0 para s <0,
concluimos que ||[u~|| = 0. Desta forma, temos que v > 0 em 2 e portanto decorre do
Principio do Maximo que v > 0 em §2. O argumento para mostrar que a segunda solugao

v € positiva, segue de maneira analoga. O

1.3 A Condigao de Cerami

Nesta segao verificaremos sob quais condi¢oes o funcional I associado ao problema (P)
satisfaz a condigao de Cerami.

Neste momento consideraremos o caso nao quadratico dado pela condigdo (NQ).
Usaremos também uma condigao de compacidade mais fraca do que a condigao de Palais-

Smale. Assim, lembramos que I satisfaz a condi¢gdo de Cerami no nivel ¢ € R, (Ce),. se
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toda sequéncia {u,} C H tal que I(u,) — c e (1 + ||[un|)|[{'(un)||mr — 0, possui uma

subsequéncia convergente.

Lema 1.4. Se a condi¢cao de (NQ) ocorrer, entao I satisfaz a condigio de (Ce). para

todo nivel c € R.
Demonstra¢ao. A prova segue nas mesmas linhas de [13, Lema 1|. Seja {u,} C H tal que
I(u,) — c€Re (1+ |lun|) I (un)l|zr — 0. Decorre de (fo) e (NQ)(ii) que

als|* —a(r) < f(z,s)s — 2F(x,s), qtpxeQ, s>0, (1.10)

para algum ¢; > 0 e a € L7(Q2). Supondo que 2, < p < 2%, pela desigualdade de Holder

e imersoes, temos que

2x—q

[ o < ([ o) ([ o

= Ihlo'qHun

< collunll,

2*>2* (1.11)

q
2

com ¢y > 0. Pelas desigualdades (1.10) e (1.11), e por termos 1 < ¢ < 2, temos para
n > ng € N que

241> 2I(up) — I'(un)un, = /Q (f(z,u))ut —2F (z,ul)) + (%) /m h(z)(ut)?

= allunll, = llally — esflunllf,

com cg > 0. Recordando que p1 > 2, > 2 > ¢, concluimos que {u,} é limitada em L*(£2).
Por outro lado, utilizando a condigao de (NQ)(i), existem uma constante ¢4 > 0 e

uma fungao a € L7 () tais que
F(z,s) < s +a(x), qtpreQ, s>0. (1.12)

De definicao do funcional I, temos que

gl = 1)+ [ P+ [ hsy (1.13)

Q q

Agora, usando o fato que I(u,) — ¢, (1.12), (1.13), a desigualdade de interpolagao, a

desigualdade de Holder, as imersoes de Sobolev e a limitacdo de {u,} em L*(2), temos
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que

1
Slunll* < et on(1) + callunlly + HaHlJrg/aQ h()(u,)*

%+QLWJH5(A$M@W0é<AJﬁ0£

t 1-t
cs + C4/Q |un|’y ’un|( " + ?hlaq Hu” g* (1.14)

yt y(1—t)
=

T A
e + ¢4 (/ |un]“> (/ |un2> T calhl o |l
Q Q

¢s + ca [[tnl! a3 + col 2l o, [ |7

IA

IA

IA

< o5+ orllual U7+ el bl g [l

com c¢s, ¢g, 7 > 0 et € [0,1] satisfazendo

11—t

Lo
Yoo

(1.15)

Mostraremos que (1 — )y < 2. De fato, por (NQ)(7) temos que

N(y—2)
<
2 M?
e portanto
(v—2) 2 N -2 2
<==1-—=1-— &
I N N 2%
2 2
1——<1—7 &
oo 2
2 2
1y 2 2
7 [
assim

Usando (1.15) segue que

De fato, de (1.15), temos que
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logo
t-2)
p N 2
¢ 4)
W 2*
Portanto {u,} ¢é limitada em H e o resultado segue. O

1.4 Demonstracao do Teorema 0.2

Esta secao seré dedicada a demonstragao do Teorema 0.2.
Demonstracao do Teorema 0.2. Argumentando como na prova do Teorema 0.1, obtemos
p>0ea>0tais que I(u) > a > 0, para todo u € H com |ul]| = p, desde que a norma
de |h*|,, seja suficientemente pequena.

Dado € > 0 e usando (f3) e (fo), obtemos

F(x,8) > =(ay —¢)s* —a(z), qtpx e, s>0, (1.16)

N | —

com ay > 1ea € L%(f)). Desta forma, para todo ¢ > 0, temos pela defini¢ao do funcional

Ie (1.16) que
t4

12 N
I(t)g§]Q|(1—a2+€)+|]aH1——/ h(x).
q Jon

Considerando € > 0 suficientemente pequeno e usando o fato que 1 < ¢ < 2 e ay > 1,

I(t)

t2

obtemos

lim sup < 0.

t—00
Portanto, se denotarmos por e a func¢ao constante e(z) = t para t > 0 suficientemente
grande, concluimos que I(e) < 0 e |le|| > p.

Decorre do Lema 1.4, juntamente com as consideracoes acima do Teorema do Passo
da Montanha em [5] que I possui um ponto critico u € H nao nulo, tal que I(u) > a > 0.
A segunda solugao pode ser obtida por minimizagao como foi feito no Teorema 0.1. Além

disto, se 1 < ¢ < 2, temos que as solugoes sao positivas em (2. O

Observagao 1.1. Na prova dos Teoremas 0.1 e 0.2, a condigio |h*|,, > 0 foi apenas
utilizada para mostrarmos que o infimo dado em (1.9) era negativo. Contudo, se h < 0
na 052, podemos proceder como acima, e obter uma solug¢do nao trivial para o problema.

De fato, basta notar que, neste caso, podemos argumentar como feito na primeira parte
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da prova do Lema 1.2, para obtermos

1 1 ,
Iu)>=(1- — e | Jull” = esl[allq, [Jull?, 1.17
02 5 (1= 5y~ ¢) Il - el (117)

onde usamos o fato de que h(x)(u™)? < 0 na Q. Como p > 2, por (1.17), temos que a
origem € um minimo local para I. Desta forma, podemos fazer o mesmo procedimento,

como feito anteriormente, para obtermos uma solu¢ao w € H tal que I(u) > 0.

Observacao 1.2. Como em [20], podemos estudar o comportamento assintdtico da
sequnda solugao v = vy, obtendo assim os Teoremas 0.1 e 0.2. Observamos que a solu¢ao
vp, € B,(0), com p = |h+|f,q dado pelo Lema 1.2. Desta forma, temos que v, — 0 quando
|h*] s, — 0.

Observacao 1.3. Finalmente, apontaremos alguns resultados para o caso ¢ = 2. Desta
forma, assumiremos este fato e assumiremos também que as condigoes do Teorema 0.1
ocorrem. A prova do Lema 1.1 pode ser feita da mesma maneira. No Lema 1.2, a

ETPT €SSA0 (] ;) torna-se
1(1[,) < (—V — C4|h |02> ||u|| - C5HUH
2 ’

e, portanto, o Lema € vdlido para valores pequenos de |h'|,,. Além disso o Lema 1.3 é

valido se supusermos que h > 0 em 0S). Desta forma temos que

1 1 1 .
<3 lel = 5 [ (hela) = 28+

Assim, podemos usar o Teorema do Passo da Montanha para obtermos uma soluc¢do
positiva, com energia positiva. Quanto ao Teorema 0.2, para o caso q¢ = 2, observamos

que a expressao (1.14) torna-se

1 _
(5~ calon ) el < s+ cofun 10

Assim, se procedermos como acima, obteremos uma solu¢ao positiva se Supusermos que

|h] s, for suficientemente pequena.

A seguir daremos as provas para os Teoremas 0.3 e 0.4. Como nao procuramos por

solugoes com sinal, consideraremos agora o funcional I como

() = %/Q(|Vu|2+u2)—/QF(m,u)—$/aQ Bl
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1.5 A Condicao de Cerami sob outras hipoéteses

Nesta secao verificaremos que sob outras condicoes o funcional I associado ao problema
(P), ainda satisfaz a condigao de Cerami.
Primeiramente, mostraremos que a condi¢ao de ndo quadraticidade (NQ) é suficiente

para obtermos a compacidade, desde que a fungao h seja nao positiva.

Lema 1.5. Suponha que [ satisfaz (fg) e h <0 na 0. Entao, existe 0 < a < || tal
que, se (@) ocorre com || > «, entao I satisfaz (Ce). para todo ¢ € R.

Demonstracio. Seja {u,} C H tal que I(u,) — ¢ € Re (1+ ||u,|)||[I (un)||z — 0. Como
no Lema 1.1, é suficiente verificarmos que {u,} possui uma subsequéncia limitada.
Seja G(x,s) = f(z,s)s —2F(z,s) e usando (]TTZQ) com h < 0, obtemos que

lim inf /Q Glz,u,) < limint /Q (G(x,un)+ (Q;Q)h(m)mnw)

= lim inf/ (21 (up) — I'(up)uy,) = 2c.
n—oo Q
Por outro lado, dado € > 0, decorre de (fg) e (fo) que
1 , 1 ,
§(Koo(x) —e)s* —a(x) < F(x,s) < §(Koo(x) +e)s” +a(x), (1.19)

qt.pz € Q, s € R e alguma fungao a € L»(f2). De (1.19) e do fato que 21(u,) — 2c

segue que
2
lun? < / Koola)i? +c / 242 / (@) [wnl? + e +0n(1),  (1.20)
Q Q q Jon

onde ¢; = 2¢ + 2|[a||;. Se definirmos v, := a menos de subsequéncias ocorrem

Up,
lun]|”
v, — v fracamente em H,

v, — v forte em L*(Q) e L}(Q), (1.21)
un(®) = v(x), |on(@)| < Yu(2) a.tpx €,

para algum v € H e ¢, € L'(Q), onde t > 1 satisfaz (1.1).
Agora dividimos (1.20) por ||u,||*, usamos a desigualdade de Holder com a imersdo de

Sobolev e obtemos

1 S/Koo(x)vi+5/viﬁ—chhlaqHuan_Q+0n(1). (1.22)
Q Q
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Observamos que por (1.1), temos

< NEwo|lr|vn = vlellvn — v||2-,

| Koot =2

e portanto, inferimos de (1.21) que /Koo(x)vfl — /Koo(x)v2 quando n — oo. Desta

Q Q
forma, usando que 1 < ¢ < 2 e tomando o limite quando n — o0 e, ¢ — 0 em (1.22)

obtemos
1 g/Koo(x)zﬂ. (1.23)
Q

Afirmamos que se |Q\ Q| é pequena, existe Q C Q com medida positiva, tal que
v(z) # 0 q.t.p. em Q. Assim, |u,(z)| — 0o q.t.p z € Q e usando que h < 0, (]VZ)) eo

Lema de Fatou, obtemos

2¢ > lim inf/ G(z,u,) > / liminf G(z,u,) = oo, (1.24)
Q Q
o que contradiz (1.18). Assim, a sequéncia {u,} ¢ limitada e o Lema esta provado. A fim
de provarmos a nossa afirmagao, consideramos S := inf{||u||? : u € H, |jul|o- = 1}, to > 1
fixo, tal que
LS NS
roo2¢/2  ty
e consideramos
S \"°
a:=Q|— (—) > 0. (1.25)
(e

Argumentando por contradigao, supomos que v(z) = 0 q.t.p € 5. Com a expressao

(1.23), a desigualdade de Holder e a definigao de S provamos que

v AN\ 7
1< Koo(z)v* < </ Kgo) (/ v? ) (/ 1)
2\ 2\Q0 2\ 2\

= [[Kxllzr@\o ]2 |2\ Q0] o
1 1
g”KooHrm\Qo!tO <1,

2
2*

IN

sempre que |p| > a em (1.25). Com esta contradigao concluimos a prova. ]

Observagao 1.4. Se \(K) = 1 o resultado acima também € vdlido para o = 0, isto

¢, a condicao (]VZ)) com nenhuma restricao na medida positiva de Sy € suficiente para
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obtermos compacidade. Na verdade, este caso decorre de (1.23) visto que

1< /QKOO(Q;)& — Al(Koo)/QKoo(a:)vQ <|ol? =1,

e portanto v € uma autofungao associada ao primeiro autovalor. Assim, v £ 0 tem sinal

constante em Q e tomando Q = Qq, obtemos a contradigio desejada de (1.24).

1.6 Demonstracao dos Teoremas 0.3 e 0.4

Lema 1.6. Se [ satisfaz (]/‘“\2) e (@), entdo temos que

d(x)

1
F(z,s) — §Koo(:z;)s2 < -5 gtp xr€Q, seR.

Demonstracao. De forma anéloga a prova do Lema 3.1 em [13], seja g(z,s) = f(x,s) —
1
Ko(x)s e H(z,s) = F(x,s) — §Koo(x)52. Entao segue que

g(z,8)s —2H(x,s) = f(x,s)s — 2F (x, s).

Agora, usando (]V@), obtemos que

d [H(z,s) g(x,s)s —2H (z,s) _ d(z)
- = > . 1.26
ds { s? } 53 S (1.26)
Integrando (1.26) no intervalo [t,T] C (0, c0), obtemos
H(x,T) H(x,t) S dz) [ 1 1
T2 2~ 2 |T? ¢
H(x, T ~
Por outro lado, como lim sup (;—’2) <0 e (f2), temos
T—o0
1 d
F(z,s) — EKoo(x)sz < —%, Vs >0, gt.p x € Q.
A prova é similar para o caso em que t < 0.
[

Faremos agora a demonstracao do Teorema 0.3.
Demonstracao do Teorema (.3. Primeiramente, consideramos o caso ressonante para
autovalores maiores, ou seja j = m + 1, para algum m € N. Supomos que \,,(K) < 1.

Seja 0 < a < || como dado pelo Lema 1.5 e supomos que |€y| > «. Considerando
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i = pi(Ky) a i-ésima autofungao do problema linear (LP) com peso K, definimos a

seguir o seguinte conjunto
V :=span{oi,...,om}, W=V,

Com esta definicao, temos que H = V & W e desta forma afirmamos que o funcional [

satisfaz
(i) I(u) — —oo quando ||u|| — oo, u € V;
(i) existe B € R tal que I(u) > [ para todo u € W.

Assumindo essas afirmagoes e relembrando que I satisfaz a condigao de (Ce). para
todo nivel ¢ € R, usamos o Teorema do Ponto de Sela [5] (veja também [6, 46]) para
obtermos um ponto critico de I.

Basta agora provarmos (i) e (ii). Primeiramente notamos que da caracterizagao

variacional de \,,(K,) segue que
ul> < An(Kso) /Q Koo(2)u? < /QKoo(x)u2, para todo u € V'\ {0}.
Como V é de dimensao finita, obtemos 6 > 0 tal que
lul® — /QKoo(m)u2 < =6 ||lul|*, para todo u € V.

Desta forma, dado ¢ > 0, usamos a primeira desigualdade dada em (1.19), a

desigualdade de Holder e as imersoes de Sobolev, para obtermos

—H =g f e S [ il = [ par

< ( &+ &) Jul|® + ||all + el bl s, |ull,

I(u)

IN

com ¢; > 0. Desde que 1 < ¢ < 2, podemos escolher ¢ = §/2 para concluirmos a
veracidade da condicao (i).
Agora verificaremos a condigao (7). Pela caracterizagao variacional de A\, 11 (K) = 1,

temos

[ul|? > Ay (Koo / Koo(z)u® = / Koo(z)u?, para todo u € W.
Q Q
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Recordando que estamos usando h < 0, obtemos

1w = g (= [ Ketont) = [ (Pl - grawne) <2 [ awlar
> = [ (Pl - jRao).

Logo, pelo Lema 1.6, temos que

1]l
I > -
() >~

assim o teorema esté provado, no primeiro caso.

= (3, para todo u € W, (1.28)

Supomos agora que A\ (K ) = 1. Decorre de (]VZ)) e da observacao 1.4 que [ satisfaz a
Condigao de Cerami em todo nivel. Além disto, pelo mesmo argumento feito na primeira
parte da prova de (1.28) mostra-se que I é limitado por baixo. Assim o infimo de I é
atingido em um ponto critico u. Logo concluimos a prova do Teorema 0.3. O]

A seguir faremos a demonstragao do Teorema 0.4.

Demonstrag¢ao do Teorema 0.4. Dado & > 0 suficientemente pequeno, usando a segunda
desigualdade em (1.19) bem como a caracterizagao variacional de A\ (K ) e a desigualdade
de Holder, obtemos

1 1 ~
1w 2 g (1 5 — ) TP = Fall = bt Jul?

(1.29)
v ~
= Sllul® = lalh = bl full?,
com v = (1 =1/ \(Kw)—¢) > 0. Desde que, 1 < ¢ < 2 concluimos que I(u) — 400
quando ||u|| — 400, isto é , I é coercivo em H. Agora, argumentando como na segunda
parte da prova do Teorema 0.3, obtemos um ponto critico de I.

]

Observacao 1.5. Como na secao anterior, podemos obter alguns resultados no caso
q = 2. Primeiramente mostremos que o Teorema 0.3 ocorre se ¢ = 2 e |h],, €
suficientemente pequena, observe que a prova do Lema 1.5 também € verificada para este

caso. No caso de ressondncia a expressao (1.27) fica

(=0 + &+l o) [Jull® + [l

l\DI»—

I(u) <

e portanto a afirmagao (i) da prova do Teorema 0.3 € verdadeira se |h|,, € suficientemente

pequena. O restante da prova seque de forma andloga.
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Quanto ao Teorema 0.4, a expressao (1.29) fica
v ~
1) < (5 = lhlo,) Jull® = .

e portanto o Teorema 0.4 também € verificado se ¢ = 2 se |h|,, € suficientemente pequena.



Capitulo

2

Solucoes antissimétricas para a equacao

eliptica assintoticamente linear no

infinito

Neste capitulo consideraremos o seguinte problema:

—Au+ Vou= Ko f(u), em RV
u(rx) = —u(x), (2.1)

u(x) -0 se |z|— oo,

S
em que N > 3, V., K sao constantes positivas, | llim m =1>0e7:R¥Y RN ¢
s|—+oc0 S

uma involucdo ortogonal nao trivial que é uma transformacao linear ortogonal em RY tal
que 7 # Id e 7 = Id, sendo Id o operador identidade em R,

Consideraremos neste capitulo a nao linearidade

3

[)= ;7 VseR,
porém os resultados obtidos podem ser generalizados para fungoes [ assintoticamente
lineares no infinito sob hipoteses do tipo Berestycki e Lions [§].

Para provarmos que o problema (2.1) tem solugao T-antissimétrica u(rz) = —u(x)
seguiremos argumentos analogos aos encontrados em Micheletti e Ghimenti [32], Carvalho,
Maia e Miyagaki [17] e Furtado, Maia e Medeiros [42]. As duas maiores contribui¢oes do
nosso trabalho estdo no fato de utilizarmos a variedade de Pohozaev P em lugar da

variedade de Nehari A/ e em trabalharmos com a diferenca de duas solucoes “ground
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state” z,(z) = u(x — y) — u(tr — y) sem fazermos qualquer truncamento. A utilidade
da variedade de Pohozaev é natural visto que o problema é assintoticamente linear no
infinito e a nao linearidade f é nao homogénea.

Por outro lado, verificaremos que os truncamentos utilizados em [32] e [17] nao
sao necessarios, visto que a interagao entre as solucoes tem energia pequena devido ao

decaimento exponencial das solugoes u € H'(RY) da equacao
—Au+ Vou = Koo f (u). (2.2)

Seja E o espaco de Hilbert H'(RY) munido da norma ||ul)% = / (IVul® + Voou?). A
RN

involucao 7 de R induz uma involucdo T, : £ — E definida como segue:

T (u(z)) == —u(r(z)). (2.3)

Denotaremos por

ET:={ue E:T-(u(x)) =u(z)}, (2.4)

o subespago das fungoes T-invariantes.

Definimos o funcional associado a equagao (2.1):

1
o) = = ul? u?) de — Ko w)dzx, )
Ioo(u) Z/RN(W|+V ) K RNF() (2.5)
em que ,
F(u):/o £(5) ds:%—%ln(ljtuz). (2.6)

Notemos que o funcional I, estd bem definido e além disso, I, € C'(E,R) com
Il (u)p = / (VuV + Voup) de — Ko f(u)pdx para todo u,p € E.  (2.7)
RN RN

Consequentemente, pontos criticos do funcional I, sao precisamente solugoes fracas do
problema (2.1).

As solugoes u de (2.1) satisfazem a identidade de Pohozaev, que é dada por

(N —2) /RN |Vul? = 2N G(u),

RN

Voo
onde G(u) = —7u2 + Koo F(u). Definimos a variedade de Pohozaev por

P={ue E\{0}:J(u) =0},
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tal que
() = %/RN - N [ G, (2.8)

RN

o 2N
com 2* = ———-
N - 2 ~ . . . .
Para obtermos solugoes 7-invariantes, estudaremos pontos criticos do funcional I,

restrito a seguinte variedade de Pohozaev T-invariante
Pr={ueP:T.(ulz)) =ulx)} =PNE".
Além disso, denotaremos por

Moo := Inf Io(u) e ml = inf Io(u). (2.9)

ueP uePT
Podemos agora enunciar o nosso resultado principal:

Teorema 2.1. Se {u,} C E7 ¢ sequéncia limitada tal que

T

Io(un) = ml, e I |pr(u,) — 0,

entao
i) u, =0 e

i) existe {y,} C RN, |y,| — oo, tal que

Além disso, existe uma sequéncia {u,} C E™ nestas condigoes.

2.1 Resultados Preliminares

A seguir enunciaremos e daremos a prova de alguns resultados preliminares que serao

fundamentais para a demonstracao do nosso resultado principal.

Lema 2.1. F(u) como definida em (2.6) satisfaz a hipdtese de nao quadraticidade (NQ),

1sto €

) 1
‘ulli)riloo (§f(u)u - F(u)) = +o0
§f(u)u—F(u)>O VueR\{0}.

(2.10)
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Demonstragao. De fato, consideremos a funcao auxiliar
2 ut 2 1
h(t) == — — —u? + =In(1 + t*u?). 2.11
Assim,
u? u?
R(t)=t — 1 :
®) 1+ u? 14 t2u?
Dessa forma,
Mit)<0<st>1,
Mit)y>0<et<1 e
h(t)=0&t=1.
Logo,
h(t) < h(l), Vt>D0. (2.12)
Portanto .
5f(u)u — F(u) =h(1) >h(0) =0, VzecR"
Por fim veja que V £ > 0
2
18 &, 1
21+¢ 27— 2
Logo V &€ > 0,
1 & & 1 1 1
— — 2+ —In(1 > —— + —In(1 .
2Tre 2+2ln( +&) > 2+21n( +¢)
Desta forma,
1 &2 & 1
li - — 2+ —In(1 =
Etoo (21+5 y T +§)) T,
e portanto, fica provada a (NQ). ]

Lema 2.2. Para q tal que 0 < q < 2 existe C = C(q), tal que 1i
z

z e R.

Demonstragao. Seja
2

h(z) = C|z|7 — [ 2 paraz eR.
Desta forma h é continua, par, fz(O) =0e
~, 1 2z
h'(z) = Cq(z)T" — se z > 0.

(1+ 222

< C|z|? para todo
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Assim, se z > 0

2 2
& 5> 06 Cq(2)"! > :

iLI(Z) >0 & Cq<2)q71 — m

- 2\2 2—q
e < Cq(l1+29)° > 2(2)*

Agora se z > 1 entao 22 > 227 ¢
Cq(1+2%)? > 2(2)* 1 < Cq +2Cqz* + Cqz* > 22°79,

assim é suficiente considerarmos C' > —.

Por outro lado, se 0 < z < 1 & suficiente considerarmos Cq > 22z279. Em ambos os casos,

2 _
podemos considerar C' = —, assim obtemos A/(z) > 0 para todo z > 0. O
q

Observagao 2.1. Note que, se 0 < g < 2 entao eziste uma constante C(q) > 0, tal que

23

— < q+1 )
&)= |5 < cle (2.13)
(&
2t 4322
! = | < 1, .
()1 = || < C@le (2.14)
Afirmamos agora que
|F(s)] < C|s]™, VseR, (2.15)

onde 2 < ¢g+2<2"e0<C =C(q € R. De fato, usando o Lema 2.2 e o Teorema

Fundamental do Céalculo, temos

F(s)| < [ 1rwlde <0 [ i = clefr
0 0
Por outro lado temos de (2.6) que dado € > 0, existe C; = C4(g) > 0, tal que

IF(€)] < 252 L CEr, 2<p <2, (2.16)

De fato, vamos verificar (2.16), onde usaremos as propriedades de crescimento de In(1+£?),
juntamente com sua expansao de Taylor proximo de zero.

Primeiramente vejamos que

F(&) =0(€?), quando & — 0. (2.17)
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Isto é verificado pois

2
. FE) . S —3n(1+&%)
%li% 52 o %I_I,% 52

Y

onde, supomos que 0 < £2 < 1. Agora, usando L’Hopital tem-se

i £ —In(1+ &%)

£€—0 &2 =0

Por outro lado, para todo r > 0 temos que In(1+7) < r, logo
2 1
[FOI <% +5n(1+8) <&
Segue de (2.17) que dado € > 0 existe 6 > 0 tal que se £ < § entdo
€
) <S¢

SeﬁZ(S,ouseja%Zle2<p<2*,temos

(PO <& <

Logo, obtemos
P < S&+ 0 Ve,
1 .
op—2
Lema 2.3. Seja o funcional J : E — R, definido em (2.8). Entao
(1) P={ue E\{0}| J(u) =0} € fechado;

(2) P € uma variedade de classe C';

onde C; =

(3) Existe 0 > 0 tal que ||ul|, > o, para todo u € P.

Demonstracao. Verificagao dos itens (1) e (2). Da definigao de J, temos

Iy = N =2 /RNWU\Q—N Glu),

2 RN

que ¢ um funcional de classe C'. Assim

P ={J(u) =0} = I ({0}),
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logo segue que P é um conjunto fechado. Além disso, usando (2.10), temos que

Fu = 2N [ (G(u)—%g(u)u)
f(g)u

= 2NKw | (— + F(u)) <0.

Portanto J'(u) # 0 e desta forma P ¢ uma variedade de classe C' de E.

Verifica¢ao do item (3). Como u € P, temos que:

[ =2 [ G,
]RN RN

logo,
Voo N
Vul + —=—u* | =2K | Fl(u).
/RN(| u|+N_2u) [ P
. . ) Voo N
Assim, existe uma constante M, dada por M := min< 1, N3 tal que

MHWéSTK®/‘me
RN

e por (2.16) segue que

g
Ml < 2K [ (S + Cilul?).
ox \2

Agora, tomando ¢ > 0, tal que:

2" Ko _ M
E JE—
2 27

temos
M Jul|%, < 2*K0001/ lulP, 2<p< 2.
2 ]RN

Portanto, existe ¢ > 0, tal que
o < lluly?. (2.18)

]

Lema 2.4. Se |f'(2)| < C(p)|z|P™", para algum 1 < p < 2* —1 e para todo z € R e se

U, — ug em HY(RY), entdo

fun) = fun —uo) — f(uo)

em H1(RY).
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Para a prova desse lema seguiremos as ideias encontradas em ([16] e [51]-Lema 8.1).

Demonstragao. Pelo Teorema do Valor Médio existe 0 < 6 < 1 tal que

f(un) = flun —uo)l = [ (un — uo + Ouo)uol

= C(p)lJun = (1 = O)uo[" ug|
C(p) [Jun| + (1= 0)]uolI"™" fuol
< Clun] + o]l fuol.

IN

Assim, fixados R > 0 e w € H'(R"), obtemos pela desigualdade de Holder, pela imersao

de Sobolev e pela limitagao de {u,}, que

/||>R |f(un) — fuy — uo)|wdz

e / ] + ol ol o]z
lz|>R

P
< Cllluallper + ||U0||LP+1]1071 ||| Lo+ {/ |U0|p+1d$]
|lz|>R
T
< 27iC [H“nniﬁl + ||U0H122i1] || Lo+t [/ |u0|p+1da:1
|z|>R

1
< OHwHHl(RN) |:/ |u0|p+1d$:|
|z|>R

Novamente pela desigualdade de Holder e pela imersao de Sobolev, temos que

‘/ f(ugp)wdzx
lz|>R

< C) [ fulolds
|z|>R

IA

co) | [ NPt o)l
|z|>R

_Db_
p+1
CHw“Hl(RN) |:/ |u0|p+1dx:|
|z|>R

Como para cada € > 0 existe R > 0 tal que

/ lup[Pdr < ¢,
lz|>R

IN

1
+1



2.1 Resultados Preliminares 35

entdo, para todo w € H'(RY), usando as desigualdades acima, obtemos que

/||>R(f(u") = flun = uo) = f(u))wdz

< /| M) = F o =)

n / ol

o

p+

CHWHHI(RN) |:/ |u0|p+1dx:|
|z|>R

=

p

+ CHwHHl(]RN) |:/ |u0|p+1dl':|
|z|>R

CEHW”HI(RN).

IN

Afirmamos que

fun) — f(up —ug) — f(up) em L"(Bgr(0)) := L"(B), (2.19)

+1
onde r := pr-

p
Admitindo a nossa afirmacao acima, obtemos que

/|<R(f(un) — f(un —uo) = fluo))wdz| < [Jwllzosr | f (un) = f(un — uo) — f(uo)ll-s)
< Cellwlmgn).

Resta-nos verificar (2.19). De fato, temos que u, — ug em HY(RY), assim, u, — ug
em L (RY), para 1 < ¢ < 2*. Logo,

loc

up —up — 0 em LY(Bg(0)),

un(z) = uo(x) qt.p z € Bgr(0).

Dai segue que
Up(z) — (up — uwo)(x) — uo(x) q.t.p x € Bg(0). (2.20)

Também,
lun ()], [u(z)] < g(x), g€ L (RY),

loc

|(ty, — up)(x)] < W(z), he Ll (RY).

loc
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Assim,

p+1 p+1
P

| f(tn) = f(un —uo) — fluo)| # C(p) (|unl? + |wn — uol? + |uo|?)
< 25 C (JunlP™ + Jtn — uo P + JuplP)

< Cg(x)P™ + Ch(z)P.

VAN VAN

Se 1 < p < 2*—1entao g,h € LPTY(Bg(0)), dai, g»™' h?*1 € L'(Bg(0)). Com isso,
e usando (2.20), podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

obtendo que
flun) = f(un —uo) — f(ug) em L"(B),

+1
onde r := pr2 Dessa forma concluimos a prova do lema.
p
]

Observagao 2.2. Denotaremos por o,(1) uma quantidade que tende a zero quando

n — 00, € 0,(1) uma quantidade que tende a zero quando |y| — +o0.

Lema 2.5. (Lema de Brezis-Lieb) Considere j : C — C uma fungao continua com
j(0) = 0. Em adigao, considere j satisfazendo as sequintes hipdteses: para cada & > 0

suficientemente pequeno existem duas funcoes continuas e nao negativas . e V. tais que

j(a+b) = j(a)] < epe(a) + e (b) (2.21)

para todo a,b € C.

Considere f, = f + g, uma sequéncia de fungoes mensurdveis de §2 em C tais que:
(1) gn — 0 q.t.p;

(i) j(f) € L;

(1ii) | we(gn(x))du(z) < C < oo para alguma constante C, independente de € e n.

(iv) /¢€(f(x))d,u(x) < 00 para todo € > 0.

Entao, se n — oo

/ 0+ ) — (g) — 3(F)ldu — 0. (2.22)

A prova do deste Lema pode ser encontrada em [10].

No que segue estaremos interessados em aplicar o Lema 2.5 com j(s) = F(s). Visto
que F' é continua e F'(0) = 0, mostraremos que dado £ > 0, existem fun¢oes continuas .
e 1. tais que

[F(a+0) = Fa)| < ep(a) + ¢:(b),
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com . (a) = Clal™? e .(b) = (C- + 1)[[*"?, 2 < g +2 < 2%,
De fato, se 0 <t < 1, pelo Lema 2.2 temos que

yna—m—F@ﬂ::|K:%Fm—wmﬂ

| / f(a — th)(~b)d]

IN

/0 [ (a— th)||pldt

IA

1
C/ la — tb|t|b|dt
0

IN

C(lal ™ b] + [b]""%)

< Clelal?™ + (C. +1)[p|7?).

Entao

[ (P49~ Pl — () )do = 0,(1), (2.23)

se gp = fo—f — 0 qt.p, com F, g, e f satisfazendo (i7), (i7i) e (iv). Desta forma,

podemos reescrever (2.23) como

[ (Bt = F() = Ftr = 1))z = on(),

e nas proximas paginas teremos g, = ul := u,, —ug — 0, e portanto
/QWW—FWQ—H%DM:%U) (2.24)
Lema 2.6. Seja u € HY(RY) solugdo da equagdo (2.2), entio
/N u(x — y)u(r — ty)dr = o,(1), (2.25)
R

quando |y| — oo e |y — Ty| — oc.

Demonstragao. Fazendo uma mudanca de varidveis, obtemos que

/RN u(z — y)u(r — 7y)dr = / u(2)u(z +y — Ty)dz.

RN
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Desde que u € L*(RY), dado ¢ > 0, existe R > 0 independente de y, tal que

[ uer<s
RN\ B(0) 2

Assim

1 1
/ u(z)u(rz + 1y —y)dz < ( )]2) ) (/ lu(rz + Ty — y)]Q)
RN\ B (0) RN\BRw) RN
€
2

[ll g2y -

Para e > 0 e R > 0 fixados como anteriormente, |y —7y| — co e u € L*(RY), obtemos

l;mu@m@¢+7y—w@ . <4NW@W>§(LMmW@%+Ty—wP)é
B (/RN |“<Z)|2>é (/BR(Tyy) IU(TZ)P)é <e.

Portanto, concluimos que

| e = yyute — ry)dz = o,(0)
RN
quando |y| — oo e |y — Ty| — oo. O

Observagao 2.3. De forma inteiramente andloga, se u € H'(RY) € solugdo de (2.2) e
portanto |Vu| € L*(RY), temos que

Vu(x —y).Vu(re —y) = o,(1). (2.26)

RN

2.2 Resultado de Compacidade

Relembremos a seguinte condi¢ao de compacidade: dizemos que um funcional [ satisfaz
a condigdo de Palais-Smale, abreviadamente (P.S), se qualquer sequéncia {u,} C E tal
que I(uy,) € limitada e I'(u,) — 0, possui subsequéncia convergente.

Dizemos que {u,} ¢ uma sequéncia de Cerami no nivel ¢, denotada por (Ce)., se
tivermos I(u,) — ¢ e (1 + ||unllg) |[I'(uy)|] — 0. Dizemos também que I € C'(E,R)
satisfaz a condigdo de Cerami no nivel ¢ € R, abreviadamente (Ce),, se toda sequéncia

{u,} € E de Cerami no nivel ¢, possui subsequéncia convergente.

Lema 2.7. Se {u,} € uma sequéncia (Ce). do funcional I, entao {u,} € limitada.
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Demonstracao. Se {u,} é uma sequéncia (Ce). entdo temos que
Lo(un) = ¢ e (L4 [lunllp) [ 1o (un) | = 0. (2.27)
2\/cuy,

[nl
sequéncia limitada com ||4,||; = 24/c e consequentemente @, — u, assim um dos dois

Suponha por contradi¢do que ||u,||y — oo. Defina u, = , entdo {4,} é uma

Ccasos a seguir ocorre:

Caso 1) limsup sup / |, |*dz > 0.
Bi(y)

n—oo ycRN

Caso 2) limsup sup / |, |*dx = 0.
Bi(y)

n—oo yERN

No Caso 2, temos pelo Lema de Lions (ver Lema 1.21 em [51]) que 4, — 0 em
LIT2(RN); 2 < ¢ + 2 < 2*. Desta forma, por (2.15) obtemos

/ F(a,) < C/ ’ﬁn|q+2 — 0.
RN RN

Afirmamos que
c < op(l) +/ F(uy,)dx = o,(1), (2.28)
RN

e assim chegaremos numa contradicao.
De fato, a verificagdo de (2.28) estd baseada em Stuart e Zhou [49] e L. H de Miranda

[22]. Primeiramente note que a menos de subsequéncias temos que

1
11 (wn) || |Junll 5 < - quando n — oo.

e
1 2
Io(un) = = |lunllz — F(uy)dx = c+ 0,(1). (2.29)
2 RN
Além disso, tem-se que
1 ) 1
—— < I (un)ty = |un||z — flup)upde < —- (2.30)
n RN n

Afirmamos também que para qualquer t >0en € N

- 2n

Lo(tu,) < & 1 /R ) (% Flun)n — F(un)) da. (2.31)

Para verificarmos (2.31), faremos uso mais uma vez da func¢ao auxiliar i definida em
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(2.11), mas agora aplicada em u,,. Note que
1,
h(t) = h,(t) = §t f(up)un, — F(tuy,).
Assim por (2.12), obtemos

hn(t) < h,(1) para todot > 0. (2.32)

Além disso, pela (NQ) temos

1
§f(un)un — F(u,) >0, VYzeR. (2.33)
Agora veja que

2
Usando (2.30) e (2.32) obtemos que

1
Lo(tun) = 222 un |2 — /RN Fltuy)dz.

2 1
I (tu,) < Qt—n + /RN (§f(un)un _ F(un)) de  Vi>0,

o que completa a verificagao da inequagao (2.31). Além disso, a partir de (2.30) temos

que

Ioo(uy) > % {—% + - f(un)undx} - /RN F(uy)dz,

de forma que

1 1
/ (—f(un)un - F(un)) dr < — + Io(uy). (2.34)
RN 2 2n
Deste modo, por (2.31) e (2.34)
1+ ¢
I(tu,) < 5 + Io(uy), Vt>0, VneN,
n
ou seja,
£ ||un | 1+
—= = F(tu,)dx < n(1),
2 /RN (tun)d < 2n +eton(l)
: _ 2,/c
para n suficientemente grande e para todo t > 0. Seja t,, := T — 0, quando n — oc.
Un || g

Assim substituindo ¢ por ¢,, acima obtemos que

c<o,(1)+ /]RN F(tyu,)dx = o0,(1) + /]R F(ty,)dr = 0,(1)

N
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o que verifica a afirmacao.

No Caso 1, podemos supor que

lim sup sup / |G, |Pdz = 6 > 0.
Bi(y)

n—oo  yeRN

Assim, se {y,} é tal que |y,| — +o0, e

e portanto,

obtendo assim que v Z 0. Logo existe Q C B1(0); |©2] > 0, em que

U@ F)2VE e q,

)

0 <o(z) = lim G,(x + y,) = lim

Como temos que ||u,|| — 00, entao necessariamente
Up (T + yn) — 00, Ve QC By(0),

e assim pela (NQ) e Lema de Fatou, obtemos que

lim inf /RN <%f(un)un - F(un)> = lim inf /RN (%f(un(x + Yn)tn (T + Yn)) — F(un (v + yn))>

n—odo n—od

n—oo

> lim inf/Q (%f(un(x + Y)Y un(@ + yn) — F(un(z + yn)))

n—o0

> /Qlim inf (%f(un(x + ) YU (% + Yn) — F(un (2 + yn)))

o (2.35)

Por outro lado, por (2.27) temos que

| T2 (tn )| < [T (un) || el 5 = O,
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e portanto
I (un)u, = 0,(1).
Desta forma, temos que

/RN (%f(“")“" - F(W) = Loo(un) = %L’x,(un)un <c+ 1. (2.36)

De (2.35) e (2.36) obtemos uma contradigao no Caso 1, em que |y,| — +o0.

Agora se tivermos que |y,| < R com R > 1, entdo obtemos que

5
0 / i (2 + g2 < / i (2 + 9|2,
2 B1(0) B3r(0)

e como Uy, (- + y,) — 0 fortemente em Bsg, segue que

g A
<[l
B1(0)

Logo, como no caso anterior, existe 2 C By(0), |©2] > 0 em que

2
lim U8 EI2VE ) —i(z) £0, Ve Q

Seguindo o argumento anterior de (2.35) e (2.36), novamente chegaremos a uma

contradicao.
O

Observacao 2.4. Se {u,} ¢ uma sequéncia de Cerami (Ce). e € limitada, entao {u,} €

sequéncia (PS) limitada.

Lema 2.8. Se {u,} C E™ € uma sequéncia (PS) do funcional 1, restrito a E7, I4|g-,

entio {u,} € uma sequéncia (PS) para .

Demonstracao. Como a acao T é isométrica e f é impar provaremos que
T I (u,) = I (uy). (2.37)

Pela hipotese de que f é impar, obtemos que F(s) = F(—s). Com isto, fazendo uma

mudanca de variaveis e utilizando a definicao de T temos que

Lo(Tr (1)) = Lo (un). (2.38)
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Por outro lado, novamente pelo fato que f é impar e fazendo uma mudanca de variaveis,

temos que

L (Trup)v = I (—un(7(-))v(")
= Vu, (y)V(=v(1y)) + Veoun(y) (—v(Ty))dy

Ko | | S (un(y))(=v(Ty))dy,
de onde segue que
I (Trun)v = I (u,) T (). (2.39)
Como T é isométrica, entao
(Ioo(un), T7(0)) = (Tr (I3 (un))), To(T7(v))) = (T+ (I (un))), v) - (2.40)
Segue de (2.39) e (2.40) que
I (T () = To (I (). (2.41)

Desde que {u,} C E™ entao de (2.41) obtemos que
Tr (1 (un)) = I (Tr(un)) = I (un)

e portanto I’ (u,) € E7, implicando que I’ (u,)v = 0 para todo v € (E7)*. Como
I’ (u,)v — 0 para todo v € E7, denotando-se v = v; + vy em que v; € E7 e vy € (E7)*,
segue que I’ (u,)v = I (u,)vy — 0, portanto I/ (u,)v — 0 para todo v € E.

]

Lema 2.9. Se {u,} C E7 é uma sequéncia (Ce). do funcional I, restrito ao subespago

E7, entao {u,} € limitada.

Demonstracao. Por hipotese temos
Io(un) = ¢ e (14 [lunllp) |5 (un)ll gry — O (2.42)
Observamos que para obtermos o resultado desejado, basta mostrarmos que

(1 lltnll ) 1 (n) [ 2 — 0

e depois aplicarmos o Lema 2.7.
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Contudo, pelo Lema 2.8 temos que I’ (u,) € E7 e como |[I|p (un)|| -y — 0, segue que

112 (un)||  — 0. Agora sabendo que I (u,) € E™, obtemos que

(L4 [lunllp) Moo (wa)llpr = (14 llunllp) sup (I (un), )

llyll <1

= (14 lluallp) sup (I (un), y1 + y2)
yEE, |lyl[<1,y=y1+y2
Y1 €EET, ya€(BT)+

= (14 |lunllp) sup (I (un); 41)
yeE, |lylI<1, y=y1+y2
y1EET, yo€(BET)L

= (L4 fluallg) sup (I (un), y1)
Yy1€EET
llypll<1

= (1 [lunllp) 1l (un) [l ey

e como a ultima expressao das igualdades acima vai a zero, segue o resultado.
O
No nosso caso, como estamos lidando com um problema eliptico modelado em R¥, o
funcional I, restrito a E7 pode nao satisfazer a condigao (PS) ou (Ce). para todo nivel
de energia c. A fim de superarmos esta falta de compacidade apresentaremos a seguir
um lema que descreve as sequéncias (Ce). em E7. Este lema é uma versao do resultado

devido a M. Struwe [48] (ver também [7]), conhecido como Lema de “Splitting”.

Lema 2.10. Seja {uy}neny C E7 sequéncia limitada tal que
Io(u,) — ¢ e I | g+ (u,) — 0.

Entao, a menos de subsequéncias, existem dois inteiros ki, ko > 0, k1 + ko sequéncias
{2}, uma solugdo T-antissimétrica uy do problema (2.1), ki solugdes w/ da equagao
(2.2), j =1,....ky e ko solugdes T-antissimétricas u’, j = ki + 1,..., k1 + ko do problema
(2.2), tais que, ou

1. u, — uqg fortemente em E, ou
2. sej=1,..ky, entio Tyl # yl, e |yl| — oo quando n — oo;

3. sej=ki+1,.. ki + ko, entao Tyl =y, e|yl| — oo quando n — oo;

k1 k1+ko
boun() =uo() + D (W (=) + Tl (- — i)+ > W (- —u)) +0a(1) em E;
j=1 Jj=k1+1
kl k1+k2

5. Loo(tn) = Ino(ug) +2 ) Lo(w) + D Ino(u).

j=1 j=k1+1
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Demonstragao. Passo 1) Temos pelo Lema (2.8) que se {u,} C E7 é uma sequéncia (P.S)
do funcional I, restrito & E7, I|g-, entdo {u,} ¢ uma sequéncia (PS) para ..

Passo 2) Por hipotese {u,} ¢ limitada, entdo u, — ug em E. Mostraremos agora que
I’ (up) = 0. Da imersdo compacta de E — LI (R"™) obtemos que u,, — uy em L] (R"Y),

para 1 < r < 2*. Logo, se K é um subconjunto compacto de RV,

un(z) — up(x) para quase todo x € K,

e existe
he L'(K) tal que |u,(x)l, |ug(z)| < h(z) para quase todo z € K.

Como C§°(RY) ¢ denso em FE, fixamos ¢ € C°(RY) e consideramos K = supp(y), o

suporte da fungao ¢. Entao, pelas observagoes acima

B@)e(r)  ud(@)e()
L+(e) 1+ (o)

Além disso,

up (2)p ()
A Y .t. K
onde hi(z) := [|plleh(x)® € L'Y(K). Assim, aplicamos o Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue e obtemos

u3g0 u3cp
li L = 07 tod eC RM). 2.43
nlm o 1 u% /]RN 1 ug’ para toda ¢ Oco( ) ( )

Por outro lado, segue da convergéncia fraca de u, a uy em E que

lim (Vu, Vo + Veu,p) = / (VuoVe + Vaougp) , para toda ¢ € C5°(RY).

n—oo RN RN
(2.44)
Assim, de (2.43) e (2.44), obtemos que
lim I’ (un)p = I’ (ug)p, para toda o € C3°(RY).
Mas, por hipétese lim I’ (u,)e = 0 para toda ¢ € C5°(RY). Logo,
I’ (ug)e = 0 para toda ¢ € C5°(RY). (2.45)

Passo 3) Agora verificaremos que ug € E7. Temos também que u,(x) — ug(x) q.t.p
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x. Além disso, u,, € E7 implica que T, (u,(x)) = u,(x), logo

Tr(up(x)) = —ug(tz) = _7}13010 up(T2) = 7111_{& — Uy (TX)
= 7}:11010 T (uy(z)) = nh_)nolo un () = up(x).

Segue, portanto, que ug € E7.

Passo 4) Seja u} := u,, — ug. Temos que
(@) Nupllz = lunllZ = lluollf + 0n(1);
(i) Lu(ud) — ¢ (o)
(iii) 1’ (ul) — 0.

De fato,

(i) como u, — ug em HY(RY) entao
(n, o) — (uo, uo) = [luoll-
Assim,

lunlle = llun — ol = lluall — 2{un, o) + [luoll
= lluallz = 2lluoll + lluoll + on(1)
= Nualli — lluollz + 0a(1),

como queriamos.

(ii) Este item segue da convergéncia fraca de {u,}, juntamente com (2.24). De fato,

temos que
1 _ 1 2 2
Lo (ttn) = Too(uy) = To(o) - = 5 ([[unllip = llun = wollp = fluoll)
- K (F(un) — F(up) — F(ug)) = 0n(1). (2.46)
RN
(iii) Agora mostraremos que
I' (u}) =0 quando n — oo. (2.47)

De fato, usando que u} := u,, —ug e o Lema 2.4, temos pelo passo 1, que para toda fungao
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on(1) = (I(un),h)
= <]C'>O(u0+u7ll),h>

— / (VugVh 4 Vaguoh + Vu, Vh + Voouph) — Ko flug +ul)h
RN

RN

= / (VugVh + Vagtigh) — Ko f(uo)h+ / (VupVh + Vicuy, h)
RN

— Ke | fbh+Ke | flugh+Ke / Ful)h — Ko f(uo+u)h
RN

= (Tlun) )+ (L) )+ Ko [ () + F(02) = F +ud)
= (L), B+ (L), )+ F / (fluo) + = 0) = ()
= (Il (uo), hy + (I (uy), h) + 0,(1
Agora usando o fato que {u,} 6 uma sequéncia (PS) de I, e (2.45), obtemos
(1) ) = (L), ) = (L (), ) = 00 (1)

Portanto, obtemos que {ul} ¢ uma sequéncia (PS) de I,. Além disso, visto que
Un,ug € E™ e T, & linear, segue que T, (ul)(z) = ul(x ) Sabemos que ul — 0 em

H'(RY), entao consideremos agora

9 := lim sup sup / lul (z)]2dz.
Bi(y)

n—oo yERN

Se 0 = 0, segue do Lema de Lions [41] que
ul — 0 em LIT3(RY), para qualquer 2 < g + 2 < 2%, (2.48)
logo por (2.15) e (2.48), obtemos

/ Koo f (un)up < C | uy|"™* — 0. (2.49)
RN RN

Por outro lado de (2.47) temos que I’ (ul) — 0 e como {ul} é uma sequéncia limitada,
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1
n

entao I (u})u, — 0 quando n — oo, isto €,
/ (IVup | + Voo (up,)? — Koo f (up)us) — 0, quando n — oc. (2.50)
RN
Assim, substituindo (2.49) em (2.50), temos

/ (V2 + Vi (u)?) — 0.
RN

Segue que u,, — uy em FE, isto é, ug é uma solu¢do T-antissimétrica do problema (2.1),

o que completa a prova. Agora, se § > 0, obtemos uma sequéncia {y,} C R tal que
17,02 0
lu, ()| de > —. (2.51)
Ba(yn) 2

Definamos uma nova sequéncia {v.} C F por

vl = ul (- ).

Como {ul} ¢ limitada entao {v!} também o ¢, e portanto assumimos que v} — u! em F

e v}(x) — u'(z) q.t.p z € RY. Por (2.51) temos que

5
/ ! (2)Pdz > 2. (2.52)
B1(0) 2

Da convergéncia fraca sabemos que v} — u! fortemente em L?*(B;(0)) e, portanto

/ ik (z) 2 >
B1(0)

de onde segue que u' # 0. Além disso, como u: — 0 em E, segue que {y,} é uma

N S

)

sequéncia ilimitada. Portanto, a menos de subsequéncias, podemos assumir que |y, | — occ.
Finalmente, visto que estamos sob as hipoteses do lema (A.6) (ver apéndice), (cf. Lema
8.3 de [51]), obtemos que I’ (u') = 0.

De fato, dado ¢ > 0 existe ny € N tal que para todo n > ng,

sup || (un)él| <  para toda ¢ € C(RY),
llell<1
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assim,
sup [ 15 (un(- +yn))oll = sup |1 (un(-))d(z — ya)l| < sup I (un) ¥l <e.
l#ll<1 l¢(-—yn)lI<1 ll¥lI<1

Portanto,

on(1) = I (up(- + yn)d

_ / (Vb (2 + 9a) V6 + Vit (& + 4)9) d — Ko / F(ub (@ + ya))ode
RN RN

_ On(1)+/ (VulVo + Vaeu') — Koo | f(u')0

= 0u(1) + Iy ().

No que segue, procederemos como é usual neste tipo de problema, analogamente a

Micheletti e Ghimenti [32] e Carvalho, Maia e Miyagaki [17].

Consideremos agora RY = T @ 't onde I' := {z € RY : 7(x) = z}. Seja ainda Pr a

projecao sobre o subespaco I'. Podemos distinguir dois casos:
Caso I: Se |y, — Ty,| é limitada, definimos ¥y} := Pr(y,);
Caso II: Se |y, — Ty,| € ilimitada, definimos y. := y,.

Vejamos cada um dos casos:

Caso I: Observamos primeiramente que |y!| — oco. De fato, pela observagao (A.4)

sabemos que a transformacao linear ortogonal 7 : RY — R¥ & diagonalizavel e, pela

observagao (A.5), sem perda de generalidade, podemos supor que
T(Z1y ooy Thy Tl 1y ooy TN) = (L1, ey Thoy —Tht 1y ooey —TN)-

Denotando y,, por
Yn = Pr(yn) + wy, = yrlz + Wy,

1

entdo y, = Pr(y,) implica 7(y}) = yn. Seja yn = (af, .., 28, 20, ...

1 __ n n _ n n
Yy, = (27, ...,27,0,...,0) e w, = (0,...,0, 2, , ..., 2%). Temos que

T(yn) = (7, ..., T, =Ty ooy —TN),

Y — TYn| = [(0, ..., 0,227 1, ..., 22%)| = 2|wy]|.

(2.53)

, %), onde

Assim, na nova base temos que |y, — Ty,| é limitada, isto é, existe M > 0 tal que
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|y — Tyn| < 2M, isto &, |w,] < M. Logo, como y, = y. + w,, |y,] — oo quando
n — oo e |w,| < M, entdo |yl| — oo quando n — oo. Assim, consideramos a sequéncia
{ul(- +y1)},, que é limitada, logo a menos de subsequéncias, ul(- + L) — u' em E, e

u' # 0 é solugao do problema limite (2.1). Além disso, como 7(y}) = y! temos

T (u' (7)) == —u'(t2) = — lim u (o +y;)

n—oo

= lim —ul(r( + )

n—oo

= Jim ul(r 4 y)) = o' (o). (2.54)

Definamos
up () = uy(x) — u'(x —yy).

Verificaremos que {u2} é uma sequéncia (PS) para I. De fato, temos que

L) = 5 [ 19be) = @ = g)F + Valtuh) o) = oo = )*

— Koo | Flu,(2) —u'(z —y,)).

n
RN

Se z =x —y! entao x = 2z + y! e dz = dz. Renomeando z por z na mudanga de variével,

obtemos que

Lul@) = 5 [ V) = @)+ Vil ) = ol (@)
— Ko | P49 - @),
Assim temos que
(- 4 3m) = w7 =l (4 y) P = 20un (- + ), 0h) + [l |? (2.55)

Visto que u! (- +yl) — u' em E, pela definigdo de convergéncia fraca e o Teorema da
Representacao de Riesz, obtemos que

(un (- +yp), ) — (u', ), para toda ¢ € E.
Em particular, se ¢ = u!, obtemos

<uiL( + yjz)7u1> - <u17 u1>7
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de onde segue que,
(un (- + yn),u') = [t + 0n(1).

Substituindo em (2.55) obtemos que

oo -+ ) = w17 =l -+ ) P = 2] 1 + 0 (1) + Ju'|1*

L L (2.56)
=[lunll” = 1wl + on(1).

Por outro lado, notemos que
i)~ )~ Ln) = 5 (o = [ = = o) = [ ()~ FCa2)-F)
Assim, utilizando (2.56) e (2.24), temos

Iw(ui) = IOO(U711> - IOO(U1> + On(l)-

1

») converge para uma

Sendo {u!} uma sequéncia (PS) para I, sabemos que I (u

constante, e portanto, I, (u?) também converge. Finalmente, mostremos que
I' (u2)p — 0 para toda ¢ € C5°(RY). (2.57)
Visto que {ul} ¢ uma sequéncia (PS) para I, sabemos que
I' (ul)p = 0,(1) para toda ¢ € C°(RY). (2.58)
Além disso, como u! ¢ uma solugao da equagao (2.2) temos

I' (u')p =0 para toda ¢ € C5°(RY). (2.59)
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Assim, com uma mudanca de variavel, por (2.58), (2.59) e pelo lema (2.4) obtemos que

T@el = | [ (T =)+ Vil = w)g) = Koo [ = ')l

]RN

= |/ Vu Vo + Vi ungo) / (Vu Vo + Veu go) K flul)e
RN

v Ko sOK/fu—usoJrK Fluye =Ko [ 1l

RN RN

< on(l) + Koo | |f(un) = flup —u') = fuh)][¢]

RN

< Cellol @y,

de onde segue (2.57). Portanto, {u?} ¢ uma sequéncia (PS) para I.

Caso II: Aqui, sabemos que |y, — Ty,| ¢ ilimitada e definimos ¥} = y,. Além disso,

sabemos que u! # 0 é solugao fraca da equacao (2.2). Seja u2 := ul — v,, onde

() =l (@ = y,) — u' (12— y,). (2.60)

Observamos que em Micheletti e Ghimenti [32] e Carvalho, Maia e Miyagaki [17] as
fungoes ~, foram definidas usando-se uma func¢ao corte x que multiplicava as fungoes
u'(- —yl) e ul(r - —yl). Veremos a seguir que nao é necessario fazer este truncamento
visto que o decaimento exponencial da solucao u! é suficiente para controlarmos os termos
de integracao u'(-—y!)u'(7-—yl). Além disso, a nossa técnica simplifica substancialmente
a prova.

Agora, note que como 7 é uma transformacao linear ortogonal, segue que
Tr(a(z)) = —m(re) = —u'(re —y,) +u'(z = yp)
= ul(z —y,) —u(rz —y,) = Mm(@).

Desta forma, u2 € E7, pois
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Devemos mostrar que {u?} ¢ uma sequéncia (PS) para I,,. Para tanto, mostraremos que

Lo(u?) = Io(ul) — 21 (u') + 0, (1), (2.61)

n

onde utilizaremos o fato que {u}} ¢ uma sequéncia (PS) de I..
Temos que
lnll® = Nt = ll* =l 1* = 20, 70) + %, (2.62)

tal que
R

— [ Y e e ) +

Viatty { (z = y) — 0! (T2 — ) }
RN RN

~ [ VeV -~ [ Ve (W)

RN RN

+ / (Vaoulu! (z — 4}) — Viulu' (72 — 4})).
RN
Primeiramente afirmamos que
(g, ) = 2[|ut||* + 04 (1). (2.63)

De fato, sejam

A= [ (VY (o = ) + Va2 = ),

g2 = [ (DU (i — ) + Ve — )
RN

Mostremos que

Al — {/ (|Vu']* + Voo(ul)Q)} , quando n — oo,
]RN

A% — — {/ (|Vu'|* + Voo(ul)Q)} quando n — oo. (2.64)
RN

Seja z = x — yl assim # = z + y! e dr = dz, juntamente com o fato que
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wh(- 4 1) = ul(-), temos que

/RN(VUi(Z + ) V(U (2)) + Vaottn (2 + yp)u' (2) = [ (IVu'[* + Vi (u')?) -

RN

Para avaliarmos A2, consideremos a seguinte mudancga de varidveis 7o — y: = z, entdo

n?

r=7(2+y}) edr=dz. Assim,

A, = /RN(W’I‘<T(Z + )V (u'(2)) + Vaotn (7(2 + yp) Ju' (2))-

1

Visto que u, é T-antissimétrica, temos

A== { [ Vb ) + Vend(e ()}

1

mn’

Logo, de maneira analoga ao que fizemos para A, , obtemos (2.64), e assim provamos o

que afirmamos em (2.63).

Agora, afirmamos que
[l = 2[Ju * + 0, (1) (2.65)

De fato, por (2.25) e (2.26), temos que

Ill = [ (950 + Vel

= [ V@) ==y )P [ Vielwle = )~ = )’

RN

:/ ‘Vul(x—y}t)|2—2/ Vul(z —y}).Vul (r2 — )
RN RN
+/ ‘Vul(mv—y}l)f—ir/ Voo|u1(x—y}b)|2

RN RN

s / Vieu'(x — yhu (72 — ) + / Vio | (rz — )|
RN R

N

2l =2 [ Vule =) Fulre =) —2 [ Vel = b (r =)
RN RN
=2 ||u1H2 + 0,(1).
Obtendo assim (2.65). Finalmente, substituindo (2.63) e (2.65) em (2.62) obtemos

lunll® = llunll® = 2llu’[* + 0a(1). (2.66)
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A fim de concluirmos (2.61) falta verificarmos a seguinte igualdade

/RN F(u)de = /RN F(uy)dz — Q/RN F(u")dz + 0,(1). (2.67)

Assim, definindo p, = M, S, = RN\ B, (0) U B,, (ty, — y}) e usando que

ut(tz —y,) = ul(r(z — 1y,)) = —u'(x — 7y,), temos

| F

= [ @) i - )+ (o )

= [ PG ) - ) - e - )z

Bpn (0)

T / Wz 1) —ul(2) — ul(z gt — Tyl)dz
B.Dn (Tyn yn

+ /F (2 3l) = ud(2) — u(z 4 4 — 7))z

n

n

= (z —u(z Ly dz — F(ut(2))dz
| PG ) e - l) [ P

BPn (0)

-/ Wy~ — [ P ) - )
Pn(Tyn_yn

By, (Tyh—yl)

- /F(ui(z%—y}l)—ul(z—i—y,ﬁ—Ty,ll))dz—/ F(u'(2))dz + 0,(1).

n

Sob as hipoteses de que u(z 4+ y)) — u'(z) — 0 se |yi]| — +oo q.t.p 2 € RY e que
u(z+yl —7yl) - 0 qtpz € RY; |yl — 7yl| — oo, juntamente com o Lema (2.5),

verificamos a seguinte afirmagao:

Afirmacgao 1.

1) / | F ) e =) - / | FORG ) = o))

2) /B( R —u'e) - /B( PO ) = o),

3) / Flub(+98) =z k= 7o) = | Flul(e ) = 0,(1),

(@) /B | Pl = /R (=) + 0, (1)
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5) F(u'(z Ly ))dx = F(ul(2))dz + 0, (1),
O f R e [P,
(6)/ F(u'(2))dr = o,(1).

Verificagao da Afirmacao 1.
Verificaremos que a condigao (1) é verdadeira. Pelo Lema 2.2 com 0 < ¢ < 2* —2 e

pelo Teorema do Valor Médio, existe 0 < 6 < 1 tal que

/B (PG~ ah =) — Fb (e +)

IN

/ flun(z+yp) +0(z)u'(z +yp, — Tyn))u' (z + yp — Ty, )dz
BPn(O)

IA

C lup (2 + yp) + 0(2)u' (2 + yp, — Typ)|THu' (2 + yp, — Ty |d2
BPn(O)

< C/ (lah (2 + gl ut = + = )|+ (= o+ i = TyR) [ (= + yh — b)) dz
BPn(O)

i (
By, (0)

n

IN

1
P
|u1(2 + y}z - Ty'}b)|q+2d2’) + C/ |u1(z + y711 _ 7_%11)|q+2dz‘
By, (0)

Consideramos a seguir a seguinte mudanca de varidveis z = z + y! — 7yl. Entao se
|Yn — TYnl
_Yn —TYn

|z| < pn = BT temos

Yy — TY, |

24 yp — Typ| > |yp — TYs| — |2| > 5

= pp — Q.

Portando, dado € > 0, existe ng € N tal que para todo n > ng, temos

/ (= + 4! — )| 2z < / ()| 2dz < .

Portanto mostramos (1) e de forma inteiramente anéloga mostramos (2), pois usando
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novamente o Teorema do Valor Médio, existe 0 < 6 < 1 tal que

/B (9l 1) (F(Uixz + y,ll) — ul(z)) — F(u}l(z + yi))) dz

IN

Lo ) e e (e

IN

c / ik (2 ) + 0(=)udt ()7 (=)=
By, (Tyk—vd)

IN

c/ (luh e+ gDl ()] + [ () ' (2)] ) 2
Bon (Tyn—y5)

1

Prs)
Clalit ([ et bl
By (Tyh—yR)

+ C lu'(z + yp — Ty) | dz,
By, (Tyd—yl)

IN

e o resultado (2) segue utilizando-se os mesmos argumentos feitos em (1). A seguir,
verificaremos (3). De fato, primeiramente consideramos que w'(z) = u'(z +y! — 7yl).

Assim temos que

[P+ =t 0 = i) = Pl e+ )

< f( n(z+ ) +0(2)w' (2))w' (2)dz

IN

c / (e + A7 2) + w0 (2)[72)
Sn
{] 1||q+1 (/ lw (2 ‘qJFde) " +/ ywl(z)‘qwczz}.
Sn

/Sn lw! (2)|972dz = 0,(1).

De fato, fazendo a mudanca r = z — (Ty: — y!) juntamente com |z + y. — 7y}| >
Y — T,
2

IN

Afirmamos que

Iyl — Tyl —|2| > = pp — 00; n — oo e que ut € LIT3(RY), temos que
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w'(2)|""dz = Jut (2 + g, — 7y) | dz
Sn Sn

<cf (a4 g = )1
RN\By,, (Typ—y#)

= C’/ lu! (2)|"2dr < e.
RN\BPn(O)

Portanto verificamos o item (3). De forma inteiramente analoga como feito no item (3) e
usando o crescimento de F' como em (2.15), mostramos (6). A seguir vamos verificar (4).

De fato, usando que u! € L"2(RY), temos

Ful(2))dz = Fu'(2))dz F(u'(2))dx
/ RACIC) /| (e + [ PO)
- /0< ; F(u'(2))dz = 0,(1)

Similarmente, mostramos (5). Portanto, utilizando (1) — (6) concluimos a verificagao da
Afirmagao 1. De (2.66) e (2.67) obtemos que

Io(u?) = Io(ul) — 20 (u!) + 0, (1).

2

2) converge para uma constante.

Como {ul} é uma sequéncia (PS) para I, entao I (u

Para completar a prova, mostraremos que se n — 00,

I' (u})p — 0, paratoda @€ H'(RY). (2.68)
De fato,
RN RN

+ Koo | fOm)e—Ko [ flup—mm)e
RN RN

+ K | flube—Ka [ fOn)e),
RN RN
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Como {ul} ¢ uma sequéncia (PS) para I, temos que

Lo = [ (VulVe+Vako) = Ko [ Jdo=onD. (260

RN

De (2.69), da defini¢ao de =, e da desigualdade triangular, obtemos que

I ()| < KL+ K2+ 0,(1), (2.70)
onde
Ké: = / IV Vo + Vel
]RN
= [ |V it -y )V [ Valat (o= gh) — alr = )]
RN RN
e

K2: = Ko | [f(w)el
RN

- K. N ‘f(ul(a: — ) —ul (T —y,))e|.

Mostraremos primeiramente que K! = o0,(1). De fato, consideremos ¢ € Cg°(RY),
com Q = supp(p), lyt| — +oo, |Vu'| € L*(RY) e utilizando a desigualdade de Holder,

temos

/ (Vul(fv—yi)vso‘ = /‘Vul(x—yi)vw‘
RN Q

1
2\ 2
< ([|vut =) el <=
Q

quando n — oo. De forma inteiramente analoga, mostramos que

/ ‘VUI(TCL’ - y}l)ch’ <e, /
RN RN

implicando desta forma que K} = 0,(1). O proximo passo ¢ mostrarmos também que

ul(fv—yi)w‘<6 e /

‘ul(TZL‘ —yhe| <¢,
RN

K? = 0,(1). Usando o Lema 2.2 e um argumento anilogo ao anterior, temos
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/. \f<u1<x —yh) — (7w — )y

! 1 1y
< o / (@ = I+ Ca [ (= g < =
Portanto concluimos que K2 = o0,(1). Desta forma mostramos (2.68), e assim

verificamos que {u?} ¢ uma sequéncia (PS) para I,, também no caso II.

Agora procedemos por iteracao. Notemos que se v é um ponto critico nao trivial de
I e u é a solucao de energia minima da equagao (2.2) dada por Berestycki e Lions [§],
entao temos que

Io(u) > Io(u) > 0. (2.71)

Por outro lado, de (2.61) e (2.46) obtemos

[Oo<u721) = L)O(“iz) - 2100(“711) + 0, (1)
= Io(un) — Io(ug) — 21 (ut) + 0, (1)
= ¢ — Io(ug) — 210 (1) + 0, (1). (2.72)

De (2.71) e (2.72) a iteragao deve ser finalizada em algum indice k € N.
m
No proximo resultado, verificaremos que o funcional I, |g- associado ao problema (2.1)

satisfaz (Ce). abaixo do nivel 2m.

Corolario 2.1. O funcional I|g- satisfaz (Ce). para qualquer ¢ < 2me.

Demonstragao. Consideremos {u,} C E7 tal que Io(u,) — ¢ < 2my e (1 +
lunl]) o2 (un)|| — 0. Pelos Lemas 2.8 e 2.9 temos que {u,} ¢ limitada em E e
I' |g- — 0. Portanto, a menos de subsequéncias, podemos supor que u, — ug em E
e argumentando como anteriormente, obtemos que I’_(ug)p = 0, para toda ¢ € E. Da

identidade de Pohozaev para ug, temos

/ |VUQ|2 = 2*/ G(Uo),
RN RN
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que implica em

Too (uo)

1

5/ ‘VU0|2 -+ Vooug — Koo F(uo)
RN RN

1 Vo2

5/ |VU0|2 +/ 2“0 — KOOF(U())
RN RN

1
/ ‘VU0|2—/ G(UO)
2 RN RN

1 1
[ v 2——/ Vug|?
2/@‘ uol” = o RN! uo|

9 _ 9 ,
> ().
(o )/RN Vol 2 0

Se a sequéncia {u,} ndo convergir fortemente para ug em E entao, pelo Lema (2.10)

mais uma vez, obtemos dois inteiros ki, ks > 0, em que k; > 1 ou ky > 1, k; solucoes u/,

j =1,..., ki e ko solugdes T-antissimétricas v/, j = k; + 1, ..., k; + ks do problema (2.1),

satisfazendo

lim 7 (uy,)

n—oo

>

k1 k1+ka
¢ = Lo(u) 2> Lo(u!)+ Y Lo(v)
j=1 j=k1+1
k1+k2
Lo(ug) + 2kimee + Y Too(!)
j=ki1+1

k12meo + kom’ > 2my,

o que contradiz a nossa hipotese. Portanto, u,, — up em E e segue que o funcional I |g-

satisfaz (Ce). para qualquer ¢ < 2m.,.

]

Observacao 2.5. Optamos, no Passo 1, por utilizar o Lema 2.8 e trabalhar com a

sequéncia (PS) no espago todo E. Contudo poderiamos fazer a demonstra¢ao do Lema

2.10 intewramente restritos ao subespaco ET e usarmos o Principio da Criticalidade

Simétrica (ver [51]) no final para concluirmos que as solugoes ug e u? sio pontos criticos

no espacgo todo E.

No lema seguinte obteremos uma relagao entre m’_ e 2mq..

Lema 2.11.

2Mee <M.

(2.73)
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Demonstrag¢ao. Mostremos primeiramente que se u € P7 entao u™, u~ € P. Usando
mudanca de variaveis, que G(s) é uma fungao par e definindo A™ := {x : —u(rz) > 0},

obtemos que

Jut) = / Vul2de — 2 / Glu)da
{z: u(z)>0} {z: u(z)>0}

= [ IV(utra)Pde~2 | Gutra))dr

= / |Vul?dz — 2*/ G(—u(2))dz
{z: u(z)<0} {z: u(2)<0}

= / IVu™|?dz — 2*/ G(u™)dz
{z: u(2)<0} {z: u(2)<0}

_ /RN IV 2z — 2* /RN Gu~)dz
— J).

Por outro lado,

0=J(u) = / |Vul*dz — 2*/ G(u)dz

{z: u(z)>0} {z: u(z)>0}

+ / |Vul*dz — 2*/ G(u)dx
{z: u(z)<0} {z: u(z)<0}

= / |Vul |*dx — 2*/ G(u™)dz
{z: u(x)>0} {x: u(z)>0}

+ / |Vu™ [*dx — 2*/ G(u™)dx
{z: u(z)<0} {z: u(z)<0}

= / |Vu+|2dx—2*/ G(u™)dzx
RN RN

+ /N |Vu™ *dx — 2 N G(u™)dx
= Ju")+Jw)=2J(u")=2J(u").

Logo, u*, u~ € P.
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Agora, usando o fato de que F' é par, temos que

1
Io(u®) = —/ (|IVul|? + Voo (u)?)dz — Ko
2 {z: u(z)>0}

1
— 5/ (|V(—u(T2))]* + Voo ((—u(72)))?)dr — Ko F(—u(rx))dz
AT AT
1
= —/ (|Vul? + Vao (u)?)dz — Ko F(—u)dz
2 {z: u(2)<0} {z: u(2)<0}
1
= —/ (VU™ ? + Voo (u™)?)dz — Koo F(u™)dz
2 {z: u(2)<0} {z: u(2)<0}
1
_ -/ (Va2 4 Vo (u-)2)ds — Koo | F(u~)dz
2 RN RN
= Io(u™).
Finalmente,
1
Io(u) = —/ (|Vul* + Voo (u)?)dr — Ko F(u)dx
2 Jia: u(@)>0} (@ u(z)>0}
1
+ —/ (|Vul® + Voo (u)?)dr — Ky F(u)dx
2 Jio: u(z)<o} (o u(x)<0}
1
= —/ (IVut|? + Voo (uh)Hdr — Ko F(u")dx
2 {z: u(z)>0} {z: u(z)>0}
1
+ —/ (IVu™ |2 + Voo (u™)Hdr — Ko F(u™)dx
2 {z: u(z)<0} {z: u(z)<0}
1
_ _/ (Yt + Vi (uh)D)de — Koo | F(ut)da
2 RN RN
1
- —/ (IVu™ ? 4+ Vo (u™)?)de — Koo | F(u™)dz
2 RN RN
= Lo(u™) + Io(u™).
Portanto, para toda v € P7, temos que
Io(u) = Io(uh) + Lo (u™) = 20 (u™) > 2m.
Assim,
my, = inf Io(u) > 2me.

uePT

F(u)dx
{z: u(z)>0}
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2.3 Demonstracao do Teorema 2.1

Nesta secao provaremos o nosso resultado principal. Em um primeiro momento,
mostraremos a desigualdade contraria a (2.73), obtida no Lema 2.11. Contudo, para

isto mostraremos alguns lemas preliminares.

Lema 2.12. Para cada v € E\{0} com / G(u) > 0 existe um unico niumero real t > 0
N

tal que u(;) € P e Ioo(u(;

2)) € o mdzimo para a fungdo

te Lo(u(2), >0,

Demonstragcao. Consideremos a seguinte funcao g, dada por:

. tN-2 V.tV
ot) = Lo(u(2)) = / IVl 4+ L / u? — VK / Fu).
t 2 RN 2 RN RN

Temos que

N —2)tN-3 Voo
gty = B2 [ v v | {TW - Kmﬂu)} |
RN RN

e ¢'(t) = 0 se, e somente se,

N3 ((N —2) /RN |Vul?> + Nt? /RN {%W - KOOF(u)D =0.

Portanto temos ¢t = 0 ou

=2 [ [l -2 [ vl

" N [—%|u|2+KOOF(u)} v [ ow

RN RN

Seja u € P solugao positiva radial “ground state” da equagao (2.2) e definamos

zy(x) == u(r —y) — u(z — 7y). (2.74)
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Lema 2.13. Seja F' como em (2.6). Entdo

/RN F(u(:r:—y)—u(:r:—Ty))das—/RN F(u(m—y))da:—/RN F(u(x—7y))dx = 0y(1), (2.75)

se [yl — oo e |y —Ty| — oc.

Demonstragao. De fato, pelo Lema (A.7) (ver apéndice) e uma mudanca de variaveis,

temos que

/RN F(zy)dx — /RN F(u(z —y))dx — /]RN F(u(zx — Ty))dz
< 2 [ Ut = yate =) + flale = ry))ite — )] da
= 2 sty -2 [ @) - (- )i

= 4/ [fuz)u(z+y—Ty),
RN
De posse do Lema 2.2 e fazendo o Lema 2.6 com ¢, obtemos

SRty =) < C a(2)u(z +y — Ty) = 0,(1),

obtendo assim (2.75), onde maiores detalhes da prova bem como a determinagao do valor

de o,(1), sera feito no proximo capitulo (ver Lema 3.7 ). O

Lema 2.14. v
G(zy) = / [—ﬁ\zyﬁ + KOOF(Z‘U)} >0, (2.76)
RN RN 2

se |y| > 0 for suficientemente grande.

Demonstragao. De fato, utilizando (2.24), (2.74), a invariancia por translagao da funcao
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G e os Lemas 2.6, 2.13, obtemos

/RN [Vieloyl? + KnF(z)] = /RN =i~ y) — e — )P

— /RN G(a) + /RN G(a) +0y(1),

quando |y| — oo. Como u é solucao de (2.2), entao satisfaz a identidade de Pohozaev e

assim G(u) > 0, provando o lema.
RN
0

A seguir, estabeleceremos uma relacao de igualdade entre m._ e 2my,. Ja provamos

que m., > 2my,, agora mostraremos que m., < 2meq.

Seja zy(x) como definida em (2.74). Assim, z,(.) # 0. Além disso, como u é
radialmente simétrica e |7z| = |z| para todo x € R, temos que z, € E™ pois
Tr(zy(x)) = —2(t2) = —(u(z —y) —u(zr —7y))
= —lu(r(z —7y)) —ulr(z —y))]
= —[-ulz —y) +u(z —1y)]
= z(@).

Mostraremos na sequéncia que t., > 0 do Lema 2.12 ¢ limitado uniformemente em y.

Pelo Lema 2.14, temos que / G(z,) > 0 se |y| é suficientemente grande e do Lema 2.12,
RN
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segue que existe um tnico ¢,, > 0 tal que z,(;—) € P7. E claro que ¢,,z, € E"\{0} e
2y

L) =0,

Portanto temos que
ml, = i71)1f]C>Q < Ioo(zy(t;)). (2.77)

2y

Relembrando que da demonstracao do Lema 2.12 segue que

-2 [ |Vaf
RN .
Vo
V[ kar )

RN

2y

Lema 2.15. t,, ¢ limitado quando |y| — oo e |y — Ty| — oo.

Demonstracao. De fato, temos

/RN Va2 = z/RN Va2 + o,(1), (2.78)

pois utilizando a observagao 2.2, segue que

[ 1V = (Ve =) = ata = 7). Viate — )~ ata = 7)) =2 [

- |Va|* + o, (1).

Portanto, se |y| ¢ tomado suficientemente grande (2.78) implica em

/ |Va|2§/ |sz|2§3/ Va2, (2.79)
RN RN RN

Por outro lado temos que

0< /RN G(a) < 2/RN (@) + 0,(1) = /RN (-%’O|zy|2+KwF(zy>> < 3/RN G (a).
(2.80)

Logo segue de (2.79) e (2.80) que

(N —2) /RNWW o (N —2) /RN V22 . (N — 2) /RN val?

sv [ c@) N/RN (—%|zy|2+KooF(zy)) N [ G(a)

Y

RN RN
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portanto 0 <ty <t, <to.

]
Finalmente, provaremos que se |y| — oo e |y — Ty| — oo, entao
Ioo(zy(t;)) < 2me + 0, (1). (2.81)
De fato, temos que
T o L
Zy(g) = u(a —y) - U(Z - 1Y),
e
. 1 T T x
() =5 [ VAR +Vala P~ Ko | PE)
2y RN zy 2y RN zy
Agora fazendo a mudanca de varidveis T = i, e denotando ¢ = t. por simplicidade,
temos o
¢ N2, 4N ~\\2 -
Io(2() = —; V2 (Z)|" 4 (Voo (2(7))* = Koo F(2(2)))
RN RN
tN72 ) tN72 )
e R [y N CERE)]
2 RN 2 RN
N2 _ _ N . 9
-t V(i —y)Vu(@ —y) + - | Veot(z —y)
RN 2 RN
tN . 2 N . .
+ — Voot(Z — 1y)* — t Voou(Z — y)u(z — 1y)
2 RN RN
- t"Ko [ Fu(@—y) —a(@—1y))
RN
— "R | Fu(@-y) —t"Ko | F(a(@—1y))
RN RN
+ t"Ko | Fu@—y)+t"Ke [ F(u(z —1y))
RN RN
= (= ) + Lofal — 7)) 77 [ Valz - ) Vla - )
RN
= [ Veala - yat - ) - K [ Plati - y) - @ - 7))
RN RN
+ VKo | Fa(E —y) +t" Ky | Fa(z —7y)). (2.82)

RN RN
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Como I, é invariante por translacdo, u é solucdo da equagdo (2.2) e max Im(a(;ﬁ)) =
>

I.(u), entao

. 1 . x . . x
L= =w) = 5 [ IVl =P+ Vela ~ ) - Ke | PlaGE -y)
zy RN 2y 2y RN 2y
1 _,x T T
= 5 [ VAP Vel P - K [ (@)
RN 2y zy RN 2y
< Io(u())
= Meo.
Logo, se |y| — oo e |y — Ty| — oo tem-se por (2.25), (2.26) e (2.75), que
mg, < 100<2y(t;)) < 2mos + 0y(1).
Portanto
mi, < llir|ninf Ioo(zy(t;)) < 2Ms. (2.83)
Yy|—oo Zy

Logo, pelas desigualdades (2.73) e (2.83) segue que 2m., = m[ . Esta igualdade é de
suma importancia, pois juntamente com o Lema de Splitting e o Corolario 2.1, implicara

na prova do Teorema 2.1.

Tomemos agora |g| > 0 e |y — 7y| suficientemente grandes tais que / G(u) > 0,
RN

Ioo(ﬂ(L—g)) <0, / G(zz) >0e Ioo(zg(fg)) < 0, para algum ndmero real L; > 0.

RN
Definindo

Yy
temos que
Ioo(21) <0, (2.84)
pois
Io(z1) = Iw(a(f)) + Ioo(a(L;)) + 05(1) < 0. (2.85)
Y Y
Definimos também
¢ho = inf max Ioo(y(1)). (2.86)

emque '={y € C([0,1],E7) : v(0) =20 =0 e (1) = 2 }.

Os proximos dois lemas sao de suma importancia para a prova do Teorema 2.1 no

primeiro lema, com o auxilio do Teorema de Ghoussoub-Preiss e com a geometria do
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Passo da Montanha verificaremos que existe uma sequéncia {u,} C E7 satisfazendo
Io(un) — e (1 + |lunll) |15 (un)|| zr — 0. Contudo, gostariamos que ¢, = mZ, para
podermos utilizé-la com ¢ = ¢, no Lema de Splitting e no Corolario 2.1. Este fato sera
verificado no segundo lema, onde utilizaremos novamente o Teorema de Ghoussoub-Preiss
e uma construgao por caminhos.

Lema 2.16. Ezxiste uma sequéncia {u,} C E7 satisfazendo

T

Io(uy) — %, e I |pr(u,) — 0.

Demonstragao. A prova deste fato decorre do Teorema de Ghoussoub-Preiss (ver Teorema
A.2), do fato que P7 é uma subvariedade fechada em E” e que separa zq e z1, (separagao
no sentido da defini¢do A.1) dado pelo Lema 2.3 e pela geometria do Passo da Montanha

do funcional I|g- pelos Lemas A.2 e A.3 (ver apéndice).
[l

Lema 2.17.

Demonstragao. Mostraremos primeiramente que ¢, > ml . Recordando o funcional
J : ET — R, definido em (2.8) por

I = 252 [9ull = N [ 6) = NIt~ [V, (2.87)

obtemos as seguintes informagoes:
(¢) J(u) =0sewu e P, pelo Lema 2.3;
(i1) existe pg > 0 tal que J(u) > 0 para todo 0 < |lul| ;1 < po. De fato,

J(u) = NIu(u)—||Vul}
= N (JJull3n — o([lull3)) = [IVull;
= (N =1 [|Vull; + N ||ull; — o([[ull7)

> (N =1 | Vaullz + N full; - Jul; > 0.
(1ii) De (2.84) e (2.87) segue que
J(21) = Nl(21) — || V|5 < 0.

Portanto, J separa zy = 0 e 2z; (ver definicao A.1).



2.3 Demonstracao do Teorema 2.1 71

Mostraremos agora que v([0,1]) NP7 # () para todo v € I'. Para todo v € I' como
definido em (2.86), temos v(0) = zp =0 e J(y(1)) = J(z1) < Nlo(7v(1)) = NI(21) <O.

Assim, como I..(y(t)) é continuo, existe ¢, € [0, 1] tal que
17 @)1 > po,

J(3(t)) = 0.

Portanto, v(t,) € v([0,1]) NP7 e assim ([0, 1]) N P™ # 0. Desta forma, pelo Teorema

Ghoussoub-Preiss A.2 e a definigao de ¢, como dada em (2.86), temos que

€t = Inf max oo (7(1)) 2 If Ioo(7(t,)) 2 if Loo(u) = me. (2.88)

Falta mostrar que ¢, < mZ . Para tanto, fixamos |y| > 0 suficientemente grande como
em (2.84) e (2.85) e dado n € N, consideramos

Zng = w(x —ny) — u(x — 7(ny)).
Assim temos que se n — +0o0,

G(zng) =2 G(a) + on(1),

RN RN

e para cada n € N, pelo Lema 2.12 existe ¢,; tal que
2ng(—) € P, (2.89)

e existe L,z > 0 tal que

Ioo(en( 7)) <0 (2.90)

Fixado n € N, n > 1, e considerando L = max{L,y, Ly} e s € [0,1] definimos o caminho:

Ya(s) =y = (sy+ (1 = s)ny)) —a(7 —7(sy + (1 = s)ng)),

e assim obtemos
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Denotando por X(n) := sy + (1 — s)ny, 0 < s < 1, usando os mesmos célculos feitos

m (2.82), juntamente com a invariancia por translagao de I, e (2.85), obtemos que

L(() = Lo((z = X,(n) — a5 = 7X,(n)))

visto que, se 0 < s < 1, entao

[ Xs(n)| = [sg + (1 = s)ny| = |(s = sn+n)y| > [y,

[7Xs(n) = Xs()| = sy + (1 = s)ny — 7(sy + (1 = s)ny)|
= [s(—7y) + (1= s)n(y — 77|

Z |g_7—g|7

para todo n > 1.

20=0 se t=0
Zng(;) se t>0
n > 1, que ligam respectivamente os pares de vetores {zo, 2,5(5)} € {zng(5), 25(5) 1

Finalmente, consideramos os caminhos v(t) := { e Yn(s) para
e denotamos por 7, o caminho que liga o par {z;(3), 21 = z5(z5)} dado por % (t) =

Zﬂ(tng—&-('l—t)L)'
Fazendo a composicao destes trés caminhos, v, o v, o vy construimos um caminho em
I' tal que a partir do ponto z,5(;) até z; o funcional I, assume valores negativos por

(2.90), (2.91) e (2.85). Portanto

), (2.92)

max Ioo(71 0 m 0 Y0(t)) = Ioo(zng(t B
ny

0<t<1

Assim, pela defini¢ao de ¢, como dada em (2.86) e (2.82) obtemos

ho < max Ing (710 Y5 0 70(1)) = Too(Zng(+—)) < 2Moe + 0pg(1) = M7, + 0ng(1).
0<t<1 g

Agora como § esta fixado, tomando o limite quando n — oo concluimos que

o S mg. (2.93)
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Portanto de (2.88) e (2.93), segue que ¢, = m7 e assim concluimos a demonstragao do

lema.

]

Lema 2.18. Se u € uma solugao do problema (2.1) que muda de sinal mais de uma vez,

entio I(u) > 2m7,.
Demonstragdo. Suponhamos que o conjunto {x € RY : u(z) > 0} tem k componentes
conexas Aj, ..., Ag, k > 2. Consideremos

u'(z) = (2.94)

0  caso contrario,

{ u(z) se wxe€ A UTA,

onde u' é solugao de (2.1) e u' € E7, logo u’ € P™ e I,(u’) > m7, . Por outro lado, como
G(0) =0, entao
Lo(u) = Io(u) + -+ + Lo (u¥) > 2m],

— [

[
Demonstragcao do Teorema 2.1. Pelo Teorema Ghoussoub-Preiss A.2 e Lema 2.16 existe

uma sequéncia {u,} C E7, tal que
Ioo(un) = c5g € (14 [Junl) | 5|7 (un) || — O

Em seguida o Lema 2.17 verifica que ¢, = m] . Além disso, do Lema 2.9, temos que
como {u,} C E7 é uma sequéncia (Ce). do funcional I, restrito ao subespago E7, entao
{u,} ¢é limitada. J& pelo Lema 2.8 temos que {u,} C E7 ¢ uma sequéncia (PS) do
funcional I, restrito & E7, I|g-, e portanto {u,} é uma sequéncia (PS) para I,. Logo,
a menos de subsequéncias, u, — uy fracamente em E com I (uy) = 0. Em vista do
Lema 2.10 temos que ou u, — ugy fortemente em F e uy # 0, ou ug = 0 e desta
forma k1 = 1 e ky = 0ou bk = 0 e ky = 1, j4 que a energia nao pode ser superior
a 2my,. Porém a primeira possibilidade, ug # 0, nao ocorre devido ao resultado de
M. J. Esteban e P. L. Lions (ver [27]). Segundo este resultado a tnica solu¢do nao
negativa para o problema autoénomo (2.2), em um semi-espaco (R"*)* com condicao
de Dirichlet no hiperplano {(x1,zs,..,7x,0,..,0) € RV}, é a solugao trivial. Se ug fosse
nao trivial, ela mudaria de sinal exatamente uma vez, pelo Lema 2.18, e seria nula no
hiperplano {(x1,zs, .., z1,0,..,0) € R¥} por A.5. Neste caso uj seria solugio de (2.2)
estritamente positiva no semi-espaco (R"7%)* com condigao de Dirichlet no hiperplano
{(x1, 79, .., 71,0, ..,0) € RN} dando uma contradigao.

Por outro lado, se ks = 1, entao



2.3 Demonstracao do Teorema 2.1 74

Unp, _u(' _yn) - 07

onde u é solugao T-antissimétrica de (2.2) por (2.54) com u = u'. Porém, como no caso
anterior, segue por M. J. Esteban e P. L. Lions (ver [27]) que v = 0, gerando novamente
uma contradicgao.

Assim, a tnica possibilidade que resta no Lema 2.10 é k; = 1, {y,} C RY, |y,| — oo,

tal que

e o teorema fica provado.



Capitulo

3

Existéncia de solucoes antissimétricas

para o problema nao auténomo

Usando o principio de concentragao de compacidade, encontraremos condigoes

suficientes para a existéncia de solugoes para o seguinte problema

—Au+V(z)u=K(z)f(u), em RY
u(tx) = —u(x) (3.1)

u(z) =0 se |z] — oo,

onde N > 3er : RY — RN ¢ uma involucdo ortogonal nao trivial, isto é, uma
transformacao linear ortogonal em RY tal que 7 # Id e 7> = Id, onde Id ¢ a identidade
em RY. Para tanto, as funcoes V : R — R e K : RV — R devem satisfazer

(V;

1) V' é continua e existe V5 > 0 tal que V(z) > Vp;
(V) Jim V() = Ve, V() S Vo

(V3) V(rz) = V(2);

(K;) K é continua e existe Ky > 0 tal que K(z) < Koy;
(Ky) lim K(z) =Ky, Ko S K(2);

|| —o0

(K3) K(tz) = K(x).

Neste capitulo consideraremos a seguinte fungao nao linear

83
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Observacao 3.1. Seja

(H) A= inf{/RN Vul? — K () : /RN fuf? = 1},

Entao por (V1), (V2), (K1) e (K2) temos que V(z) < Ko < —A. Portanto como em
D. G. Costa e H. Tehrani [14] e Stuart [50], teremos a existéncia de uma solu¢ao positiva

para o problema (3.1), (ver apéndice).

Seja E o espaco de Hilbert H'(R") munido da norma |ju|* = / (|Vul* + V(2)u?).
RN

Assim, a involucao 7 de RY induz uma involucao 7T : E — E definida como segue:

Tr(u(z)) := —u(r(z)).

Denotemos por £ :={u € E : T;(u(z)) = u(z)}, o subespago das fungdes 7-invariantes.

Definimos o funcional [ : £ — R por

I(u) = %/RN (|Vul®> + V(z)u?) do — - K(z)F (u)dz, (3.3)
em que . .
F(u) = /0 F(s) ds = % — Sln(1+ ). (3.4)

Notemos que o funcional I est4d bem definido e aléem disso, I € C'(E,R) com

I'(u)p = / (VuVe + V(x)up) dx — K(z)f(u)pdx paratodo u,p € E.  (3.5)
RN RN

Consequentemente, pontos criticos do funcional I sao precisamente solugoes fracas do

problema (3.1). Agora, relembrando o problema (2.1), temos que o funcional I, é dado

por
Io(u) = L / (|Vul® + Voor?) da — Ko F(u)dx. (3.6)
2 Jan o
Assim I, ¢ continuo, I,(0) = 0 e 0 maximo de Io(u(;)) > 0 acontece quando t = 1. Mais
ainda, temos a existéncia de um nimero L, suficientemente grande tal que Io(u(;)) <0,
para V't > L.

Assim existe um Ly > 1 tal que

Lo(a( 7)) =0, (3.7)
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Ioo(a(é)) <0, se t> Ly,

onde @ é uma solugao positiva e radialmente simétrica de (2.2). Com base nisto, definamos

ap = : (3.8)

Por (V3) e (K3), temos que
I(u) < Io(u) Yu€eeE". (3.9)

Seja zp = 0 e, como no Capitulo 2 (ver(2.84)), existe z; € E7 tal que I(z1) < 0.
Definimos entao

¢ := inf max I(v(t)), (3.10)

~eT 0<t<1
onde I'={y e C([0,1], E7) : v(0) = z0 e (1)) = 2 }.
O seguinte teorema é o nosso resultado principal

Teorema 3.1. Sejam V e K satisfazendo (Vi) — (V3) e (K1) — (K3), respectivamente.

Suponha que existe ao menos um numero real oy > 0 ou ap > 0, tal que
(V) V(z) € Voo — Ceml?l 0 < ay < ag, para todo z € RY, ou
(K4) K(z) > Koo + Ce2l7l 0 < ay < ay, para todo z € RY.

Entao existe uma solug¢do T-antissimétrica nao trivial do problema (3.1), isto €, existe
u e HY(RM)\{0} tal que u(tx) = —u(x) € solugio de (3.1).

Observacao 3.2. No Teorema 3.1 podemos ter ag = 0 e, em particular K constante, ou

a; =0 e, em particular, V constante.

Lema 3.1. Se {u,} ¢ uma sequéncia (Ce). do funcional I restrito a E™ entio {u,} €

limitada, a menos de subsequéncias.

Demonstracao. A prova deste lema segue os mesmos passos feitos na demonstragao do
Lema 2.7 encontrada no Capitulo 2, sendo que, neste caso, as desigualdades sao obtidas
apenas observando-se que Vo < V(z) S Vo e K S K(z) < K.

m

Observacao 3.3. Se {u,} € uma sequéncia de Cerami (Ce). limitada, entao {u,} €
sequéncia (PS) limitada.
Lema 3.2. FEziste uma sequéncia {u,} C E7 satisfazendo

T

Hup) =™ e (14 funl]) '] - (un) || — 0.
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Demonstragao. A existéncia da sequéncia de (Ce).- sera garantida se pudermos aplicar o
Teorema de Ghoussoub-Preiss (ver Teorema A.2 ). De fato, para mostrarmos a existéncia
de uma sequéncia de Cerami convergindo para ¢” como definida em (3.10), precisamos
apenas mostrar que existe um conjunto fechado F C E7 tal que F N I separa zp =0 e
z1, em que

I-={ueE":I(u)>c"},

é subconjunto fechado de E7.

Sejam u solugao “ground state” radial positiva da equagao (2.2),

zy(x) = u(r —y) —u(r —Ty) € E7, (3.11)

zyé):—{ L

u(f —y) —u(f —7y), t>0.

Por (3.9) temos que
I(Zy<1;f)) < Ioo(zy(;)), set > 0. (3.12)

Agora consideremos L de modo que z; = z,() satisfaz I(z,(7)) < 0. Seja

F={ueFE :I.(u) >0},

que é claramente fechado. Notemos que, como [ satisfaz a geometria do Passo da

Montanha (ver A.4), entao existe p > 0 tal que
0<I(u) se 0<|ul <np. (3.13)
Portanto de (3.9) e (3.13) u € F, se u € B,(0). Além disso, verificaremos que se u € B,(0)
0<I(u)<c. (3.14)

De fato, pela Geometria do Passo de Montanha (ver A.4), temos que

1

I(u>:§

3
2 2 2
lall™ = o([ful”) < 5 lull”, s Jlull < p.

3
Logo, se considerarmos —p* < ¢”, temos (3.14).
Desta forma, se |[u|| < p, entdao u ¢ FNI.-, de modo que zy € B,(0) ¢ FNI-. Ainda,
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por (3.10) e (3.12), temos que
I(z1) < Io(21) <0,

implicando que z; ¢ F N L.
Portanto concluimos que o subconjunto fechado FN 1.~ separa zy e 21, e assim podemos

aplicar o Teorema de Ghoussoub-Preiss, com X = E7, ¢ = [|gr e 7 = (".

Lema 3.3. Se {u,} C E™ é uma sequéncia (PS) do funcional I restrito a E™, I|g-, entao

{u,} € uma sequéncia (PS) para I.

Demonstracao. Como a acao T, é isométrica, provaremos que
T I (u,) = I'(uy). (3.15)

Como F' é par, temos que F(s) = F(—s). Com isto, usando uma mudanga de variavel,
(V3), (K3) e a definigdo de T, temos que

(T, (uy)) = I(uy). (3.16)

Por outro lado, novamente pelo fato de que F' é par, por uma mudanga de variavel, (V'3)

e (K3), temos que

F(Tn(o() = (=ulr()e()
= [ V)V =ulm) + Vi) —olro)dy

- K(y) f(un(y))(—v(y))dy,

de onde segue que
I'(Trun(x))v(z) = I'(up(2)) T (v(x)). (3.17)
Como T é isométrica, entao
(I'(un), Tr(0)) = (T-(I'"(un)), T7(T+(v))) = (T (I'(un)), v) - (3.18)

Segue de (3.17) e (3.18) que

I'(u) T (1) = T (I (u)). (3.19)
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Como {u,} C E7, entdo por (3.19) obtemos que
T, (I'(up)) = I'(Tr(uy)) = I'(uy,), (3.20)

e assim I'(u,) € E7, implicando que I'(u,)v = 0 para todo v € (E™)*. Como I’ (u,)v — 0
para todo v € E7, segue que I'(u,)v — 0 para todo v € E.
[

3.1 Resultado de Compacidade

Lema 3.4. Seja {u,}nen C E™ uma sequéncia limitada, tal que
I(u,) —c¢ e  I'gr(uy,) — 0.

Entao, a menos de subsequéncias, existem dois inteiros ki, ko > 0, ki + ko sequéncias
{4}, uma solugio T-antissimétrica ug do problema (5.1), ki solugoes w?, j =1,....k; e

ko solugoes T-antissimétricas v/, j = ki +1,....ky + ko da equacio (2.2), tais que, ou
1. u, — uqg fortemente em E, ou
2. sej=1,..ky, entio Tyl # yl, e |yl| — oo quando n — oo;

3. sej=ki+1,.. ki + ko, entao Tyl =yl e |yl| — oo quando n — oo;

kl k1+k2
b un(x) = up(x) + D [ (@ —y)) + Tl (=) + D v/ (@ —y)) + on(1);
j=1 j=k1+1
k1 . k1+k2 '
5. I(uy) — I(ug) + 2 Io(u) + > Lo(ud).
j=1 j=k1+1

Demonstrag¢ao. Pelo Lema 3.3, vimos que se {u,} C E7 é uma sequéncia (PS) do
funcional I restrito & E7, I|g-, entdo {u,} ¢ uma sequéncia (PS) para I. Por outro
lado, temos por hipotese que {u,} é limitada, entao u,, — uy. A prova de que I'(ug) =0
segue de forma analoga ao Lema 2.10 - Passo 2.

Seja u} := u, — up. Temos que
1) lunlls = llunllE — lluolls + 0a(1);
(ii) Too(uy) — ¢ — I(uo);

(iii) I’_(ul) — 0.
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De fato,
(i) Segue imediatamente da convergéncia fraca,;
(77) Os argumentos que se seguem sao analogos aos encontrados em [10] (ver Lema B.1) e

[17]. Optamos por detalhé-los para facilitar a leitura. Seja ug € L?(RY) tal que u, — ug

em L2 (RY), entdo

/ Voolln g = Vaotts + 0, (1).
RN RN

Para tanto, devemos verificar que
/ Veottg(ty, — ug) — 0, quando n — oo. (3.21)
RN

De fato, temos que

/ Voot (uy, — ug) = / Viotto(uy, — ug) + / Viotto (ty, — ug)
RN RN\BRr(0) Br(0)

< Voolluoll 2 @™\ oy lltun — woll 2@\ B (0))

+ Voo||uo||L2(BR(0))||Un - U0||L2(BR(0))~

Sabemos que, dado € > 0, podemos tomar R > 0 tal que

%
(/ |u0|2) <e. (3.22)
RN\ B(0)

Além disso, como {u,} ¢ limitada em H'(RY), entao existe M > 0 tal que

%
(/ |t — u0|2) < M para todon € N. (3.23)
RN
De (3.22) e (3.23) obtemos que

VOOHUOHLZ(]RN\BR(O))Hun — uOHLQ(RN\BR(O)) < SMVOO, (324)

se R > 0 ¢é suficientemente grande e para todo n € N. Por outro lado, como w,, — uy em
L? (RY) entdo

loc

Vo lluoll 28Ry [1un — ol 22(Br(o)) — 0, quando n — oco. (3.25)

Assim, por (3.24) e (3.25) obtemos (3.21).
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Por (3.21) obtemos que

1 1
—/ VoottZ — 2Vounug + Vaougdr = = / (Voo — 2Vaoug + Vaoug)da + 0,(1)
2 RN 2 RN
1
= - / (Vaoti2 — Vooud)da + 0,(1).
2 RN
Assim,
1
5/ VoottZ — Vi 2unug + Vioug — V(2)u? + V(x)u] (3.26)
RN

1

-2 /RN((VOO VY ()2 = (u0)2))d + op(1).

Finalmente, como u,, — ug em FE, entao
/ (Vu, — Vug)? — |Vu,|* + [Vue)* = / |Vu,|* — 2V, - Vug + |[Vug|* — |[Vu,|? + [Vug|?
RN RN

- / (—2Vuo - Vo + 2| Vg |2)dz + o0, (1)
]RN

= o,(1). (3.27)
Notamos que
1 1 2 2 2
Loo(uy) = I(un) + I(wo) = 3 /N(\V(un — u)|” — [Vun|” + [Vue[7)
R
1 2 2 2 2
+ 5 (Voous;, — Voo2upuo + Vooug — V(z)uz + V(x)ug)
RN

+ /RN(_KOOF(un —ug) + K(x)F(u,) — K(x)F(up)).
Logo, de (3.26) e (3.27) temos que
1 1 2 2
Tatd) = T() + o) = 5 [ (Vi = V)l = () + 00 (1) (3.28)
+ /RN(—KOOF(un —ug) + K(x)F(u,) — K(x)F(up)).

Além disso, se somarmos e subtrairmos o termo K (z)F(u, — ug) na equacao dada em
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(3.28) temos

) = T(wn) + Tun) = 5 [ (V= V() = ()

2
b [ (R )+ K )P - K)F0)
Por (V2), dado € > 0 existe R > 0 tal que

Voo = V(z)| <& em R\ Bg(0).

Usando esta desigualdade, (V'1), a limitagao de {u,}, a desigualdade de Holder e o fato

que u, — ug em L*(Bg) mostraremos que

[ Ve = V(0 = (@) = (1), (329

De fato, temos que

[ Ve = V) = (w0
< /B (Vi = V)l n)? — (o)’ +/ (Vi — V)] n)? — (0]

RN\Bg

< O (un)® = (u0)*)] +8/ [((un)* = (0)*)]

Bgr RN\Bg

< c / [l = ftol (1)) + 1 (0)]) + & (tnl32qgery + ol )
R

IN

Clutn = woll 2 1t + woll ) + € (Cllunllly + ol

IN

Cz (I[unll 20 + ltoll2asey) + (CM? + o))
Cz (Cllunll + luollzacony ) +2 (CM? + o))

Ce (OM + Jlusll 2wy ) +2 (CM2 + lluolF2qem ) = 0n(1).

IN

IA

De forma similar mostramos que

[ @) = K P = )| <€ [ 1) = ol = wl' ™ = ou(1). (330

N

Por outro lado, usando que K ¢ limitada, ou seja, Ko S K(x) < Kj e (2.24) temos que
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—K(x)F(u, —uy) + K(x)F(u,) — K(2)F(up) = on(1). (3.31)

RN
Portanto de (3.29), (3.30) e (3.31), temos que
To(ul) — ¢ — I(ug).
Para o restante da prova do lema, seguimos os mesmos célculos feitos no Capitulo 2, pois
os argumentos envolvem somente I,,. Contudo, a tinica diferenca a ser considerada é que

neste momento estamos assumindo que Vo < V(2) S Vo e Koo S K(x) < K.

]

Lema 3.5. O funcional I|g- satisfaz (Ce). para qualquer ¢ < 2m.

Demonstragao. Consideremos {u,} C E7 tal que
I(up) — ¢ < 2me € (L + {Junl) 1| 5 (un) || — 0,

o que implica em I'|g-(u,) — 0 e pelo Lema 3.3 temos I'(u,) — 0.
Por outro lado, pelo Lema 3.1 temos que {u,} ¢ uma sequéncia limitada em E7.
Portanto, a menos de subsequéncias, podemos supor que u, — ug em E’7 e que

I'(ug)p = 0, para toda ¢ € E. Em particular,
0= I'(up)ug = / (|Vuol* + V(z)ug) — K () f (ug)uo,
RN RN
isto é,
Jully = [ G (o) (3:32)
R

Assim, por (2.10) e (3.32), obtemos que

Iwo) = 3lhult ~ [ K@F@) = [ K@ (1f<uo>uO—F<uo>) >0, (333)

2

N

Se {u,} nao convergir fortemente & uy em FE entdo, pelo Lema 3.4, obtemos dois

inteiros ki, ks > 0, em que k; > 1 ou ky > 1, k; solucoes v/, j = 1,...,k; e ky solucoes
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T-antissimétricas v/, j = ki + 1, ..., k1 + ko da equacao (2.2), satisfazendo

k1 k1+ko
T}Lrgol(un): c = ](uo)—l—Zle(uj)—i- Z Io(uw?)
J=1 J=k1+1
k1+k2
> I(ug) + 2kimee + Y Ino(u)
j=ki1+1

> k12me + kaml, > 2me,

o que contradiz a nossa hipotese. Portanto, a menos de subsequéncias, u,, — ug em FE e

temos que o funcional I satisfaz (Ce). para qualquer ¢ < 2mq. O

3.2 Demonstracao do Teorema 3.1

Esta secao sera dedicada a demonstracao do Teorema 3.1, resultado principal deste

capitulo.

Lema 3.6. Suponhamos que V' e K satisfacam (V1) —(V4), (K1) — (K4) e seja f como
em (3.2). Entao
cm < 2mey.

Antes de darmos a prova para este fato, verificaremos alguns lemas. Primeiramente
faremos estimativas analogas aquelas apresentadas no Lema 2.6, obtendo uma maior

precisdo do termo de ordem pequena o,(1).

Lema 3.7. Se 0 < ¢ < 2* — 2 entao existe § > 0 (independente de y) tal que

[t = il = 0,(1),

quanda |y| — 00 e |y — 7y| — 00, € Oy(l) — C(é)e_a()'y_m'g%(l_%),

Demonstragio. Sejam 0 < § < 3 a ser escolhido posteriormente, A4, = B\yffy\(lfa)(O) -
q+2

RY e R, = %(1 — 0). Como u é solugdo de (2.2), temos pelo Lema A.1 que

la(z)] < Ce =l para todo a € (0,v/Vx). Tomamos a = ap = Y= < /Vo,, pois

Lo
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Lo > 1 e pela desigualdade de Holder, obtemos que

q+1 s
s q+2
[ a@ra -t < ([ lar) (/ |u<z+y—w>rq+2>
Yy RN Ay
%
q+
< Cllalyy ([ e
q Ay
1
ly—Tyl 2
=7yl (1_5) a+2
< (Cely=Tyl /q+2 eo(a+2)r,.N=1 7.
N 0
R =
L
< Ce—a0|y—7'y| (eao(q+2)yq;2y(1—6)/ yT’N_ldT)q
0
_1
— Cefaolynylea()Iy—Tyl(;lg) (TN |é%y> a2
X
— Ceoolvml(1-G5) (—'y —ml )
q+2
— 0(5)67a0|y77y|q+§15+5 ly — Ty|q%
_ C((S)e*ao|y*7y|%efao\y*‘ry\;%‘y _ Ty’q%
S C((S)e_aOly_Tyl%.
Assim,
/A @(2)| " a(z + y — Ty)|dz < C(8)e W TV, (3.34)
Y
Por outro lado,
ol )
q+2
[ @I a4y - s < ( / |a<z>rq+2> ([ 1 +u=rp)
RN\ A, RN\ A4, RN
g+l 1
q+2 )
_ ( / |u<z>|q+2> ([, )
RN\ A4, RN
g+l
<

1

a+2
—1at+1 —ap(q+2)2|
clalgis ([ e &
RN\ A4,
at1
e} q+2
ez —ao(g+2)r, .N—1
Cllullars e T dr :
\yfﬂ'y\(l_(;)

q+2
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Agora, da integragao por partes, para qualquer k > 0, (ver [42]), temos que

/e_kTrN_ldr = e " P(r),

onde
NN v NIV -2) v (V= D!
Py === k ' ey kY
Assim
/ e PN dr = ek P(r) |3§y: e " P(R,). (3.35)
Ry

Portanto, tomando k := ag(q + 2), obtemos que

q+1
— _ —a _ryl1=8 2 1—-6 q+2
/ oo RN ey = it < Clally (et ) (P<|y—ry|q >)
RN\ A,

_ C«Ha,,giée*aoly*ﬂﬁ%(lfﬁ)

g+1
5\
—aoly—Tyls _ -7
(et (Pl = mol 255 )

< C)falyhe im0,
Assim, tomando ¢ suficientemente pequeno, tal que (1 — 2§) > 0, obtemos que
/RN\Ay 0(2) [ iz +y — 7y)ldz < Oa)e TR (3.36)
Assim, por (3.34) e (3.36), com 0 < (1 —20) < 1 obtemos que
It = )iz < C@)e 0, (3.7

e o Lema esta provado.

Observacao 3.4. No Capitulo 2, no Lema 2.6, provamos que

/RN u(r — y)u(x — 1y)dr = o,(1), (3.38)

quando |y| — oo e |y —Ty| — oo. Pelo Lema 3.7, tomando ¢ = 0 e fazendo uma mudanga
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de varidvel, a expressao para o,(1) € dada por
0,(1) = C(8)e~0ly=mul3(1-20) (3.39)

para algum 0 > 0 independente de y.

Observagao 3.5. Argumentando como na prova do Lema 3.7, concluimos que
/ Viu(z —y)Vu(zr — ty)dx < 0(5)6_0‘0'3/_”"%(1_25). (3.40)
RN
Lema 3.8. Assumindo K como em (3.1) e F' como em (3.4), temos

[ K@)FG) = [ K@n)FGe =)+ [ K@) P - )+ o),

quando |y| — oo e |y — Ty| — oo, uniformemente em t € R.

Demonstragao. Como F € C*(R,R,) ¢ uma fungao convexa, par, F(0) = 0 e f(s) =

F'(s) > 0 para todo s € [0,00), entao pelo Lema A.7 e mudanga de variavel, temos que

K(te)F(zy) — | K(te)F(u(z —y)) — |  K(tx)F(a(z - 1y))

RN RN RN

< 2o [ (fale = )ite = )+ fale = ro)ite ~ 1)

— 92K, RNf(ﬂ(z))ﬂ(z—i-y—Ty)—i-?Ko faz)u(z - (y —7v))
= 4K, RNf(ﬂ(z))ﬂ(z—i—y—Ty).

Seja A, = B\y o 0) CRY tal que 0 < § < % Assim, pelo Lema 2.2 obtemos que

(-5
/’fﬂ Z+y—7y|<0/ (=) a(z +y — 7y)ldz.

Segue do Lema (3.7) que

q+1

/ |f(u(2))a(z +y — Ty)|dz < C(5)e 0l ¥aw, (3.41)
De maneira analoga, obtemos que

/RN\A F@(=)a(z +y - my)ldz < C(@)e b0, (342)
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1 1
Como 0 < (1 —2§) < 1, por (3.41), (3.42) e do fato que = < 4+

, obtemos que
2 q+2

F@2)alz +y—ry)dz < CO(8)e 0l i0-29)
RN

IA

0(5)€fao\y*7'y\%(1*25)7
de onde segue o lema, observando que
0y(1) := Cemoly=Tyl5(1-20), (3.43)

]
Agora, se 0 < t < Lo, Ly escolhido como em (3.7), (V4) e uma mudanga de variavel,
obtemos C' > 0 tal que

/R WVlt) -~ Valale —y)dr < ~C [ e latr — g

RN

_ —C/ €—a1t\z+y||a(z)|2dz
RN

< —CealL()'y'/ e~ bolzl |5 (2) 2dz
RN
< —Cemorboll, (3.44)
Da mesma forma, temos que
/ (V(tx) — Vao)|a(z — 1y)|*de < —Ce kol — _CemenLolmyl, (3.45)
RN

Analogamente, por (K4) e uma mudanga de variavel, obtemos que

[ = K@) P —aide < € [ (o = K(ta)lato = )17
< _C/RN efazlta:\ll—L(x o y)‘q+2
_(]/ e—azt|z+y\|a<z)|q+2dz

—C’e_O‘2L°|y|/ e_“2L°|Z||ﬂ(z)|q+2dz
RN

IN

IN

—(Clem2Lolyl, (3.46)
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De forma anéloga, temos que

/ (Koo — K (tz))|F(u(x — 1y))|de < —Ce 2kl — _Cemazbolmyl, (3.47)
RN

Finalmente, estamos aptos para demonstrar o Lema 3.6. Pela defini¢ao (3.11) temos

que

zy(z) = u(r —y) —u(z —Ty) € £,

em que u ¢ a solugdo “ground state” radial positiva da equagao (2.2) e pela invariancia

por translacao de I, temos:

1(,(3)

tN—Q tN—Q
[ watz = pPae+ - [ Vae - rp)Pas
2 RN 2 RN
tN_2
2 5 Viu(x —y)Vu(z — 1y)dx
RN
tN tN
— V(tx)|u(z — y)|*de + — V(tz)|u(z — Ty)|*dw
2 RN 2 RN
tN
27 V(tx)u(z — y)u(z — Ty)dx
RN

t K(tz)F(tu(z — y) — tu(x — 7y))dx

Le(a(z = ) + Lo(al: = 7))
T | W)~ Valate — )P+ 5 [ (Vit) = Vit = my) P
N2 » Via(z — y)Va(zr — Ty)dx

N /RN(KOO — K(tx))F(u(x — y))dx + tV /RN(KOO — K(tx))F(u(z — Ty))dx

t - K(tx)F(u(x —y) — a(x — 7y))dx + » K(tx)F(u(x —y))

t - K(tx)F(u(x —y)) — tV /RN V(tx)u(z — y)u(z — Ty)dx

Ioo(a(;)) + Ioo(a(é)) + R(V, Voo, K, Koo, y).

Logo, por (3.39), (3.40), (3.43), (3.44), (3.47), |y| e |y — Ty| suficientemente grandes, e
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COMmO 1max ]“(“(Z)) = I.(u), temos que

I(z(3))

t

IN

Io(a(+)) + Io(a(-)) + R(V, Vo, K, Koo, y)

< 2my, — Cekolmul _ Cre—aalolryl 4 O(g)e*ao\y*w\%(lﬂﬁ)'

Pelas hipoteses (V4) ou (K4) e sabendo que as constantes C' s@o positivas e independem
de y, segue que
I(Z?J(Z)) < 2Meo, (3.48)

para |y|, |y — Ty| suficientemente grandes e 0 < ¢t < L.

Agora definimos G(u), para u € E™ como

Vi(z)

G(u) = 9 |Zy|2 + K(7)F(2,).

Observagao 3.6. Fizado y € RY, |y| > 0 suficientemente grande, entdo

/RN G(z) > /RN G(z) > 0.

De fato, usando que Vo < V(x) S Vo, Koo S K(2) < Ky € (2.76), temos que

/RN Glzy) = /RN {—@lzﬁ +K(:)3)F(zy)}

v | 2

Observagao 3.7. Pela observagio 3.6, fizrado ij € RN, |jj| suficientemente grande, existe

ty tal que

I(Zg(g)) = maxI(z(7))-

A confirmacao deste fato seque do fato que / G(zy) > 0 e da demonstragio do Lema
RN

2.12.

Observagao 3.8. Fizadoy € RY, |j| > 0 suficientemente grande e t; como na observagao
3.7, entao 0 < t; < Ly, onde Ly independe de § e € dado como em (3.7). De fato, sabemos
que

I(Zy(é)) < Ioo(zy(é)), vVit=0.

Se t; > Lo e |y| > 0 € suficientemente grande, temos que Ioo(zg(g)) < 0 e como

I?;aoxl(zg(é)) > 0, seque que 0 <tz < Ly.
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Sejan € N, n > 1, das observagoes 3.6, 3.7 e 3.8 com ny no lugar de §y temos que

I(zag(;—)) = max I (z(5))

tng t>0

com 0 < t,5 < Lo, logo por (3.48) temos

I(zng(t;_)) < 2Mee. (3.49)

ny

Finalmente observamos que o caminho 7y; o, o 7y construido no Capitulo 2, dado em

(2.92), pertence ao conjunto I' definido em (3.10) e liga 2y a z;. Além disso,

I(m(t) < To((t)) <0,

I(7a(s)) < Io(m(s)) <0,

logo
max (109, 0 %0(t)) = I(zng(-—))- (3.50)

0<t<1 tng

Portanto, de (3.49), (3.50) e da definigdo de ¢”, dada em (3.10), temos que

" < Izpg(+—)) < 2,
ny

e o Lema 3.6 esta provado.

Demonstragao do Teorema 3.1. Seja {u,} C E™ sequéncia limitada, dada pelo Teorema

de Ghoussoub-Preiss em A.2 e pelo Lema 3.1. Pelo Lema 3.3, temos que

/

I(u,) = e TI'(u,) =0, emFE.

Logo, a menos de subsequéncias, u,, — ug fracamente em E com I'(uy) = 0. Pelo Lema
3.4 temos que ou u,, — ug fortemente em F ou existem dois inteiros k1, ko > 0, ky solugoes
uw, j =1,...,k e kg solugbes T-antissimétricas uj, j = k1 + 1, ..., k1 + ko da equagao (2.2),
satisfazendo as conclusoes do Lema 3.4. Pelo Lema 3.6 temos que ¢ < 2m.,, portanto

segue do Lema 3.4 item 5 e do Lema 2.11 que ky, ko = 0. Caso contrario, sem perda de
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generalidade, se k; > 1 entao

k‘l k1+k2
o= I(u0)+22100(uj)+ Z Io(uy)
j=1 j=k1+1

Z 2k'lrnoo Z 2m007

contrariando ¢” < 2m,. Assim, k; = ky = 0, e portanto, u,, — ug fortemente em F e
™ = I(up). Como ¢ = I(ug) > 0, segue que uy # 0. Como ug # 0 é T-antissimétrica,
entdo ¢ uma solugao de (3.1) que muda de sinal.

0



Apéndice

A

Resultados Auxiliares

O lema a seguir, como visto em Stuart [50], trata do comportamento de qualquer

solugdo u do problema (2.2).

Lema A.1. Considere ¢ € C(RY) tal que lim q(x) =0. Se u € C*(RY) € uma solugio

|z|—o00
de
—Au—Mu=q(z)u em RN
: (A.1)
| l‘lm u(z) =0,
com \ < 0, entao
|l‘im u(x)e® =0, (A.2)

para todo o € (0, +/|\]).

Demonstragao. Consideramos a € (0, 1/|)]) fixado e 6 = [A\] — a®. Como l‘im q(z) =0,
r|—0o0

entao existe R > 0 tal que |¢(z)| < § para todo |z| > R. Consideramos, agora para x # 0,

a seguinte fungao

w(z) = Mee=R),

onde M = max{|u(x)|; |x| = R}, e para L > R, seja
QL) ={r e RV R < |z| < L eu(z) > w(x)}.

Entao Q(L) é um aberto. Juntamente com o fato de que u(xz) > 0 em Q(L) e x € (L),

temos que
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Alw —u)(z) = <a2 _ %) w(@) + O\ + q(x))u(x)
< oPw(z) + (|| + 0)u(x)

= o*(w(r) —u(r)) < 0.
Pelo Principio do Méximo, para todo = € (L), temos

w(x) —u(r) > min{(w —u)(zx);x € 0Q(L)}

> min{0, min(w — u)(x)}.

|z|=L
Como | l‘im u(z) = | 1|im w(x) = 0, quando L — oo, obtemos que
w(x) —u(z) >0, (A.3)

para todo |z| > R. Do mesmo modo, fazendo para —u, obtemos que
u(z) —w(z) >0, (A4)

logo de (A.3) e (A.4), temos que |u(x)| < w(z), para todo |z| > R e o resultado segue.
[

Observagao A.l. Para o nosso caso, nos Capitulos 2 e 3 consideramos: q(z) =

2
@)y
1+ u2(x)

A definigao e o teorema a seguir sao devidos a Ghoussoub-Preiss. Os mesmos podem

ser encontrados em [26], capitulo iv, defini¢ao 5 e Teorema 6.

Definicao A.1. Um subconjunto fechado F em um espaco de Banach X, separa dois

pontos zg e z1 em X se zg e z1 pertencem a componentes conezxas disjuntas em X\F.

Teorema A.2. Seja X um espaco de Banach e ¢ : X — R um funcional continuo, tal
que ¢ : X — X' seja continuo. Tome dois pontos {20, 21} em X e considere o conjunto

I' de todos os caminhos de zy para zy

[':={ceC0,1]; X)| c(0) = 20, c(1) = 2, }.
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Defina um numero v por

= gellf‘ max I(e(t)).

Assuma que existe um subconjunto fechado F' de X tal que F'N ¢, separa zy e z; com
¢, = {x € X|op(z) > v}. Entao eziste uma sequéncia {x,} em X tal que a distancia
geodésica & satisfaz

d(zp, F) — 0

O(zn) = ;
(L + [lzall) 1 (za) | — 0.
Observagao A.2. No nosso caso, consideramos X = E7, ¢ = Io|gr, y=¢ ¢ FF =P".

Os lemas a seguir verificam a geometria do Teorema do Passo da Montanha para os

funcionais I, e I respectivamente.

Lema A.2. Suponha que F satisfa¢a (2.16). Entao existem p > 0 e a > 0 tais que
Io(u) > a >0, para todo u € E com ||ul| = p.

Demonstragao. Por (2.16), pelas imersoes de Sobolev e por 2 < p < 2*, temos que

1 Voo
Io(u) = §/sz |Vu|2+7/ u? — Ko F(u)

RN RN

1
> Sl =<l = e llull,
1
> Sl = 5 ull® = ez jul”
1
= (5= 3) lul* = e |l
Tem-se para ||u|| = p, que
[N
[oo(u) Z (_ - _)10 - C2pp =a> Oa
2 2
para p = ||u|| suficientemente pequeno. O

Voo ,
Lema A.3. Sejam G(u) = (—7u2 + Koo F(u)) >0 e zy(%) € P” como definido em
(2.74) para algum t, > 0. Entdo existe z; € E\B,(0) tal que I.o(z1) < 0.

Demonstracao. A prova deste fato segue como uma consequéncia de (2.84).

Agora verificaremos a geometria do Passo da Montanha para o funcional I.
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Lema A.4. Suponha que F satisfaga (2.16) e Koo S K(2) < Ky. Entao existem p >0 e
a >0 tais que I(u) > a > 0, para todo v € E com |Ju|| = p.

Demonstragao. Por (2.16), pelas imersoes de Sobolev e como 2 < p < 2%, temos que

1
I(u) = 5/ |Vul? + V(z)u® — K(z)F(u)
RN RN

1

> 5 [ vl event - [ KoF
2 RN RN
1 2 3 2 p

> Ll - Kol - o
1 €

> Ll = Kol = ca Jul”
1 €

= = Kod) [l = Ca

Assim, para p suficientemente pequeno, temos que se ||ul| = p

I(u) > a>0.

Observagao A.3. Como I(u) < I, para todo uw € E, entao I(z1) < I(z1) < 0.

Os resultados a seguir encontram-se detalhados em [16]. Incluimos os mesmos
neste apéndice de forma a simplificarmos a consulta. Eles tratam da caracterizagao e

propriedades da 7-involucgao.

Observacao A.4. Se 7 : RY — RY ¢ uma involucio ortogonal néo trivial, ou seja,
uma transformacao linear ortogonal em RY tal que 7 # Id e 72 = Id, onde Id denota a

identidade em RY, entio 7 ¢ diagonalizdvel.

Demonstracao. De fato, é suficiente mostrar que 7 é simétrica, isto é, 7 = 7.
Temos que 72 = Id se, e somente se, 7 = 7!, onde 7! é a inversa de 7. Mas 7 ¢ uma

1

transformacao linear ortogonal, logo, 77+ = 7*, onde 7* é a adjunta de 7. Por outro lado,

7" = 7¢, aqui 7' denota a transposta de 7. Assim, 7 = 7!, e portanto, 7 é simétrica, de
onde segue que 7 é diagonalizavel.

]

Lema A.5. Usando a Observacao A.4, podemos supor, sem perda de generalidade, que

T(Z1y ooy Thy Tl 1y ooy TN) = (L1, ey Thoy —Tht1y ooey —TN)- (A.5)
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Demonstrag¢ao. De fato, visto que 7 é diagonalizavel, podemos considerar {ei,...,en}
uma base de autovetores. Sabemos que 7(e;) = \e;, onde \; é o autovalor associado
a e;. Por outro lado, como 7 é ortogonal, entdo |T(e;)| = |e;|, de onde segue que

lei| = |7(e;)| = |Nies| = |Ailles], isto implica que A\; = £1. Assim, qualquer que seja
N

N
v = (1, T, Thy 1, -, ) em RY temos que v = inei, logo 7(v) = Zxﬂ'(ei) =
i=1 i=1

N
E i€, 1810 &, T(X1, .o, Thy Tpg1s oy TN) = (M1T1, ooy ATy At 1Tkt 15 oy ANTN ), Onde

i=1
A; = 1. Portanto, sem perda de generalidade, podemos supor \;, = 1,7 = 1,....k e

Ai=—1,1=k+1,..., N, de onde segue (A.5).
O
O proximo lema pode ser encontrado em [51], (cf. Lema 8.3), e descreve a forma como

uma sequéncia que converge fracamente pode se decompor em H*(RY).

Lema A.6. Se |y,| — oo e
Un(- +yp) = u em HY(RY),

Un(- +yn) — u q.t.p. em RY,
Y(un) — ¢,
V' (uy) — 0 em HH(Q),

entio V' (u) =0 e v, 1= u, — u(- — yn) € tal que
[loall* = [Jual[* = [Jull* + o(1),
$(on) = ¢ —p(u),

V' (v,) — 0, em H Q).

O proximo lema apresenta uma importante desigualdade dada por Alves, Carriao e

Medeiros em [2], utilizada no Lema (3.8).

Lema A.7. Seja F € C?*R,Ry) uma fungio conveza e par tal que F(0) = 0 e
f(s) = F'(s) >0 para todo s € [0,00). Entao, para todo u,v >0,

[F(u—v) = F(u) = F(v)] <2(f(u)v + f(v)u). (A.6)
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A seguir verificaremos que V(x) < K, < —A, condi¢do dada como na Observagao

3.1, assim usando D. G. Costa e H. Tehrani [14] e Stuart [50], teremos a existéncia de

uma solugdo positiva para o problema (3.1).

Mostraremos primeiramente que A < —K,. De fato, sabemos que:

/ |Vul? — K (2)u?
A := inf &Y .

u#0
U2
RN

Do problema —Au — K(z)u = Au e do fato que K, S K(x), temos que

/ |Vul]? — K(z)u? = A/ u? < / Vul? — Kou?®.
RN RN RN

Consideremos agora o seguinte problema

—A’U,R = )\RUR em BR
ur =0 em OBg,

tal que up € Hy, / u% = 1. Logo, temos
Bg

A< / |Vugp|* — K(z)uj < Ag — Koo u%,
Br

Br

fazendo R — oo e Ag — 0, obtemos que
A< —K.
Por outro lado de (V'1), (V2), (K1), (K2), temos que
Vo <V(z) S Ve < Koo S K(x) < Ko,
logo de (A.7) e (A.8), obtemos que

Vo < V(2) S Voo < Koo < —A.

Agora, mostraremos que A é limitado inferiormente. De fato, por (K1), (K2) e tomando

/ u? =1 temos que
RN
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/RN(|Vu]2 — K(z)u*)dz = /B (0)(]Vu]2 — K(x)u?)dz + /BC (0)(|Vu|2 — K(z)u®)dz
K(z)u )dx+/ Ko — K(z))udx

= [, -
Br(0

+ / |Vul dx—/ Koou?d
c C(O)

/ (|Vul* = K(2)u?)dr — ¢ — Ko
Br(0)
> —Ky—¢e¢— K.

(
70)

v

Portanto A é limitado inferiormente, e temos a condicao para a existéncia de solugao

positiva para a equagao dada em (3.1).
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