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Resumo

Este texto faz parte de uma série de notas de aula de um curso de Teoria Ergddica
ministrado pelo autor no Departamento de Matematica da Universidade de Brasilia.
O objetivo central é apresentar diversas caracterizacoes das propriedades de mistura
fraca e forte (weak-mizing e strong-mixing) para transformagoes que preservam medida
em espacos de probabilidade. Iniciamos com a definicdo de mistura fraca e um resul-
tado sobre sequéncias que convergem para zero no sentido de Cesaro, o que permite
obter uma caracterizacdo equivalente via conjuntos de densidade nula. Em seguida,
para espagos de probabilidade com base enumeravel, demonstramos que o conjunto
excepcional de densidade nula pode ser tomado independentemente dos conjuntos A e
B. Estabelecemos também caracterizagoes funcionais para ergodicidade, mistura fraca
e mistura forte em termos do operador de Koopman em L?, e estudamos a relacdo
entre mistura fraca e produtos diretos, provando que T é fracamente misturadora se,
e somente se, T' x T' é ergédica (ou equivalentemente, fracamente misturadora).

Na segunda parte, relacionamos a mistura fraca com o espectro do operador de
Koopman, demonstrando que uma transformagao invertivel é fracamente misturadora
precisamente quando possui espectro continuo. Em seguida, apresentamos exemplos
que ilustram esses resultados: mostramos que rotagdes em grupos compactos jamais sao
fracamente misturadoras; que para endomorfismos sobrejetores de grupos compactos
abelianos as trés nogoes: ergodicidade; mistura fraca e mistura forte, coincidem. Em
seguida, estendemos essa equivaléncia a aplicagoes afins. Encerramos com os shifts de
Bernoulli e de Markov: provamos que o shift de Bernoulli é fortemente misturador e
estabelecemos, para shifts de Markov, a equivaléncia entre mistura fraca, mistura forte,
irredutibilidade e aperiodicidade da matriz de transicao, e a convergéncia das poténcias
da matriz ao vetor estacionario, conectando assim a teoria ergddica abstrata a teoria
cléssica das cadeias de Markov.
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1. Transformacoes Fracamente Misturadoras

Defini¢ao 1 (Transformagoes Fracamente Misturadoras). Seja T : X — X uma transfor-
macao que preserva medida de um espago de probabilidade (X, %, ). Dizemos que T é
fracamente misturadora se para todo par A, B € 4 temos

lim —Zm AN B) — u(A)u(B)| = 0.

n—oo n,

Teorema 2. Seja {a,}ney uma sequéncia limitada de nimeros reais. Entdo as seguintes
afirmacoes sao equivalentes:

n—1

1
i) lim — il =03
) Jim, 2 2 fa
(ii) existe J C Z, conjunto de densidade nula, isto &,

JN{0,1,....n—1 0o .
#U0{0L. . n=1) s >0, talque lim a,=0;
n n—oo
neN\J

(iii) lim — Z |a;|* =

n—oo n,

Prova. Ao longo de toda esta prova vamos usar a seguinte notacao. Para cada subconjunto
M C Z., defina

an(n) = #({0,1,...,n =1} N M),
(i) = (ii). Para cada inteiro k > 1 considere o conjunto

1
sz{nEZJr:kg]an]}.

Observe que segue diretamente da definicdo que J; C Jy C J3 C ---. Afirmamos que, para
cada k > 1 fixado, o conjunto J tem densidade nula. De fato,

11 1 s
n g ) S 2 Ja

e como k estd fixado segue da desigualdade acima e da hipotese que

. 1 ‘ k= 1
Jim. (n onk(n)> < lim — ; la;| = 0.

Portanto, segue da definicao de limite que existem inteiros 0 = [y < 1 < Iy < --- tais
que se n = [

1 1
504Jk+1(n> < m (1>



O proximo passo é considerar o conjunto J definido abaixo e mostrar que ele possui

densidade nula em Z

J = U {Jk—i—l N [lk, lk-i—l) .
k=0
Para provar a afirmacao feita acima, primeiro observamos que J; C J, C J3 C ---. Em

seguida, tomando n tal que I < n < 1 temos
J0[0,n) = [J0[0,1)] U [T [k,n)] € [JeN[0,4)] U [Jir N [0,m)].

Da continéncia acima e da desigualdade (1) obtemos

rleéJ(”) < i(ak(zk) + aJk+1(n)>

< i(ah(n) + O‘Jk+1(n))

1 1

<E+k?7—|—17 VRE{lk,lk+1,...,lk+1}.

Desta forma segue da observacao acima que

1
n
mostrando que J possui densidade zero.

Para concluir a prova observe que se n > [, e n ¢ J, entao existe algum inteiro m tal
que k < mely, <n <lpy. Mas como n ¢ J, entdao n nao pode pertencer a Jp, 11, caso
contrario n estaria em J. Mas como Jx11 C Jp, 41, entdo devemos concluir que n ¢ Jy,1.

Logo segue da definicao de Jiy1 que

Portanto, segue da definicao de limite que

A [n] = 0.
né¢J

(i) = (i). Suponha que |a,| < K para todo n € Z,. Por hipétese, podemos afirmar que
dado £ > 0, existe algum N. € N tal que, para todo n > N. com n ¢ J, temos |a,| < ¢ e
também ay(n)/n < e. Logo, para n > N.:

1! 1
- > lail =~ Yoo dal+ Y ail
i=0 i€JN{0,...,n—1} i€{0,..,n—1}\J
1 1
< EKOéJ(n)—F* Z ’CL1| (2)

i€{0,...,n—1}\J



Ja que toda sequéncia que converge para zero, também converge para zero no sentido de
Cesaro, segue da hipdtese que existe algum M. > N, tal que

Loy <o

la,| <e, Vne{M, M. +1,...}\J
T ief0,n—11\J

¢}

Usando a ultima desigualdade acima em (2) podemos afirmar que para todo n > M, temos

1 1
—Z|az\ Kou()—i— Y al < Ke+2e=e(k+2).
1€{0,...,n—1}\J

O que encerra a prova de que (ii)==(i).

(i) = (iii). J& sabemos que se vale (i), entao existe algum subconjunto J contido em Z
tal que
A fan] = 0.
n¢J
Evidentemente, segue da igualdade acima que
. 2
A fan]” =
né¢J
Aplicando o resultado provado acima, (ii)==>(i), para a sequéncia b,, = |a,|?, concluimos
que

lim — Z la;|* = |

n—oo n,

Teorema 3. Se T: X — X preserva medida em (X, %, 1), as seguintes afirmagdes sao
equivalentes:

(i) T é fracamente mixing;

(ii) para cada par A, B € 4, existe um conjunto J(A, B) C Z, de densidade zero tal que

Jim  u(T7"ANB) = u(A) p(B);
n¢J(A,B)

(iii) para todo par de elementos A, B € A:

—Z’u AN B) - (A),u(B)‘2 ===, 0.

Prova. Basta aplicar o Teorema 2 a sequéncia a, = u(T""AN B) — u(A) u(B). [

Defini¢ao 4. Dizemos que um espago de probabilidade (X, %, ) tem base enumeravel, se
existe uma sequéncia {By}72,; C Z tal que, para cada ¢ > 0 e cada B € %, existe By
satisfazendo pu(BABy) < e.



Proposicao 5. Um espago de probabilidade (X, %, 1) possui base enumeravel se e somente
se L?(X, B, 1) é separavel.

Prova. Suponha inicialmente que (X, %, 1) possui uma base enumeravel { By }x>1. Defina
DE{ZQi]]‘Bki :neN, ¢ eQ, k:iEN}.
i=1

Claramente D ¢ um conjunto enumerdvel. Afirmamos que D é denso em L*(X, %, ). De
fato, sejam f € L*(X, %, 1) e ¢ > 0. Nosso objetivo é mostrar que é possivel construir uma
c-aproximacao de f por um elemento de D. Isto sera feito em trés etapas.

1. Pela densidade do conjunto das fungoes simples em L?(X, %, 1) sabemos que existe
uma fungao simples ¢ : X — R escrita em sua forma canonica como ¢ =37, a; 14;,
onde os conjuntos A;’s sdo dois a dois disjuntos e

I =l < .
2. Para cada j com a; # 0, escolha By, tal que
g2
n(A;0By) < a2

€
Entio | Ls, — 1p, |l = A, ABL) <
ntao [|1 4, Bk]-||2 w(A;5By;) 3m|a

i e pela desigualdade triangular,
J

€
< Y lollita, ~tu,lle < 5

2 J=1

m m
Z(Ij ]lAj — Zaj]lgkj
=1 i=1

3. Para cada j, escolha ¢; € Q com |a; — ¢;| < &/(3m). Como ||]lBkj||2 <1,

m m
> a;lp, = qlp,
j=1 j=1

m m 6
< D lag =gl lla < Y lay—ql < 3
5 =1 ’ =1 3

Segue das trés desigualdades estabelecidas acima e da desigualdade triangular, o elemento
9 = X1, € D esatisfaz ||f — gl < . Como f é um elemento arbitrario de
J

L*(X, %, 1) concluimos que este espago é separavel.

Reciprocamente, suponha que L?(X, %, i) seja separavel e seja {f, }n>1 um subconjunto
enumeravel denso. Para cada n € N e cada r € QQ, defina

B,,={reX: f,(x)>r} e A

A colegao {B,,,} é enumeravel. Mostremos que ela forma uma base enumeravel para o espago
de probabilidade (X, %, u).

Sejam B € A e e > 0. Como estamos trabalhando em um espaco de probabilidade
temos que 1p € L*(X, A, ). Ja que {f,} é denso, entdo podemos garantir que existe algum

elemento f, tal que

g
ool < &



Tome r = 1/2. Afirmamos que vale a seguinte desigualdade

N | —

De fato, se x € B e x ¢ B, 1/, entao temos que f,(x) <1/2 e 1g(x) = 1. Logo

< 1= falz) = |ful2) = 1p(2)].

N —

Por outro lado, se * ¢ B e x € B, 1/, entao temos que Ig(z) =0 e f,(x) > 1/2, Logo

1

5 < @) = |fule) ~ 1p(@)].

O que estabelece a validade da desigualdade (3).

Portanto, segue de (3) que 1pap, ,,, < 4|fu—1 B|? p-qtp. Consequentemente, integrando
ambos lados desta desigualdade, concluimos que
€

M(BABM&) < 4|lfa—13l5 < 4-4 = .

Logo {B,,,} é uma base enumeravel para (X, %, p). |

Proposigao 6. Seja (X, d) um espago métrico e 74 a topologia sobre X induzida pela dis-
tancia d. Se a topologia 7; possui uma base enumeravel e B(X) = o(7y), entao (X, B(X), u)
possui base enumerével para qualquer medida de probabilidade p sobre Z(X).

Prova. A estratégia consiste em mostrar que a colecdo dos conjuntos arbitrariamente bem
aproximados, com respeito a medida u, pela algebra gerada por uma base enumeravel de 74
é uma o-algebra que contém essa algebra, logo coincide com Z(X).

Seja {U, },>1 uma base enumerével para a topologia 74. Defina A como a algebra gerada
por {Up,}n>1, isto é, a menor colegdo de subconjuntos de X contendo todos os U, e fechada
por unides finitas, interse¢oes finitas e complementagao.

Vamos mostrar que A é uma colecao enumeravel de subconjuntos de X. Considere a
torre indutiva Ag C A} C ---, onde Ay ={U, :n > 1}U{D, X} e, paracada k >0, Ay é
obtida juntando a Aj todos os complementos e todas as unioes finitas de elementos de Ay.
Cada Ay, é enumerédvel e A = Uy>o Ar ¢ uma unido enumerdvel de conjuntos enumeréveis,
sendo portanto enumeravel. Seja {Ay}r>1 uma enumeragao arbitraria dos elementos de A.

Vamos mostrar que o(A) = #(X). Como {U,},>1 € base de 74, todo aberto é uma uniao
enumeravel de elementos de {U,},>1. Sendo assim, 7; C o({U,}n>1) € 0(A) e, portanto,
PB(X)=0(1y) Co(A). A inclusdo reciproca é imediata, pois A C o(74) = B(X).

Seja p uma medida de probabilidade qualquer sobre Z(X). Considere a seguinte cole¢ao:
S={BeB(X):Ve>0, IA; € Atal que p(BAA;) < e},

Afirmamos que S é uma o-algebra que contém A.



De fato, A C S trivialmente, pois dado A € A e € > 0, basta tomar A, = A na definicao
de §. Para verificar que S é uma o-algebra, procedemos em trés etapas:

1. X €8, pois X € A.

2. Se Be€ See >0, escolha Ay € A com pu(BAAL) < e. Como B°AAS, = BAA;
(pois X \ EA X \ F = EAF para quaisquer E, F C X) e A} € A (pois A é algebra),
concluimos que B¢ € S.

3. Sejam {B,},>1 CSe B=U2, B,. Dado € > 0, para cada n escolha Ay, € A tal que

£

M(BRAA]C”) < ol

Da incluséo

UB.o (A, © UBAAkn)

n=1 n=1

e da o-subaditividade de pu, obtemos:

(55 U a) <a(Uimon)

n=1

Z B AAkn <

DO ™

Como p ¢é finita, segue da propriedade de continuidade da medida que existe N € N
suficientemente grande tal que

e N
u(U A\ U Akn> <
n=1 n=1
Seja A = UN_| A;,. Como A é uma algebra, A € A. Notando que A C %, Ay, , a

diferenca simétrica entre estes conjuntos coincide com a diferenca >, A, \ 4, e a
desigualdade triangular fornece:

uw(BAA) < u(B AU Akn> + u(U A, A A)
n=1 n=1

Do M

< -+

DO ™
DO ™

Portanto B € S.

Mostramos assim que § é uma o-algebra contendo A. Como o(A) = #(X), concluimos
que S = ZA(X). Isto significa precisamente que para todo B € #(X) e todo € > 0, existe
A € A com pu(BAAg) < e.

Ja que A = {Ag}r>1 é enumerdavel, segue da Definicao 4 que (X, B(X), ) possui base
enumeravel. [

Teorema 7. Seja (X, %, u) um espago de probabilidade com base enumeravel e T: X — X
uma transformacao que preserva medida. Entao T é fracamente misturadora se, e somente
se, existe um subconjunto J C Z, (independente de A e B) possuindo densidade zero tal
que, para todo A, B € A,

Jim 4 (T "ANB) = p(A) p(B).
néJ



Prova. Se existe um conjunto J C Z, de densidade zero, satisfazendo o limite do enunciado,
e se tomamos J(A, B) = J, para cada par A, B € %, entdo temos que a condicao (ii) do
Teorema 3 é satisfeita. Logo podemos concluir que T é fracamente misturadora.

Reciprocamente, suponha que T é fracamente misturadora e seja {By}ren uma base
enumeravel de (X, %, u), cuja existéncia é garantida por hipdtese. Defina, para cadan € Z,,

S ‘M<T_HBZ' M Bj) - ,U(Bz) M(Bj)‘

n = Z 9i+j

1,j=1

o0

Como cada termo é majorado por 2777 ¢ 3°°°_. 2777 = 1. a série converge absolutamente e
3,0=1 I

0 < a, <1 para todo n.

Parte 1. Vamos mostrar que
1 n—1

n—oo
— E a; —— 0.
n 5

Como cada a; é uma série absolutamente convergente de termos nao-negativos, a soma
finita em [ comuta com a série em (i, j):

1! 122 &\ w(T7'B; N B;) — (B (B,
+ Zal _ 72 Z | ( ]3+j 1(Bi) p(By)]
2o Nz i5=1 2

1

= > 5 G0,

ij=1
onde

¢ij(n) = 711"2‘: (T Bi 0 By) — u(B)u(By)|.

Pela hipétese de mistura fraca de 1" e por Teorema 3, ¢; j(n) — 0 quando n — oo para cada
par (7,7) fixado. Além disso, 0 < ¢;5(n) < 1 para todo n e 355,277 -1 =1 < oo. O
Teorema da Convergéncia Dominada, aplicado a medida de contagem em N x N, permite
passar o limite para dentro da série:

1 n—1 [e's) 1

lim — Z a; = Z it nh_>m ci,j(n) =0.

ﬁ
e D, ij=1

Parte 2. Como observado acima, a sequéncia {a,}n,eny é uma sequéncia de niimeros reais
nao-negativos, limitada e converge para zero, no sentido de Cesaro. Entao pelo Teorema 2,
existe algum conjunto J C Z, de densidade zero, dependendo apenas da sequéncia {a, }nen,
tal que

lim a, = 0.

n—oo

n¢J
Como cada parcela da série que define a,, é ndo-negativa, isto implica

lim p(T7"B;NB;) = u(By) u(By),  YijeN. (4)
n¢J



Note que J depende apenas da base { By} e da transformacao 7', sendo, portanto, indepen-
dente de qualquer par (A, B) especifico.

Parte 3. Agora, vamos mostrar como estender a igualdade (4) a conjuntos arbitrarios
A, B € AB. Sejam A, B € % e e > 0. Pela definicdo de base enumerdvel, existem B;, B; €

{ B }ren tais que
p(AAB;) <e e  p(BABj) <e.

Como T' é uma transformacao que preserva a medida p, podemos afirmar que vale a seguinte
igualdade (T "(AAB;)) = u(AAB;). Usando a desigualdade |u(E) — u(F)| < u(EAF) e
a inclusao (ENG)A(FNG) C EAF, obtemos:

(T"AN B) = u(T~"B:( By)| < |u(T~" AN B) — u(T~"B; 1 B)|
+|w(T"B;,NB)—u(T™"B;N B,)|
< p(T"AAT™"B;) + w(BAB))
= u(AAB;) + n(BAB;) < 2e.
Analogamente, como p(A), u(B), u(B;), u(B;) € [0, 1],
(Bu(B;) — m(A)u(B)| < |1n(By) — n(A)| u(B;) + p(A) |u(B;) — p(B)|
< u(B;AA) + p(B;AB) < 2e.
Combinando as duas estimativas com a desigualdade triangular,
(T AN B) — p(A)u(B)| < (T "B, By) — p(Bo)u(By)| + 4e.

Por (4), existe N € N tal que |u(T7"B; N B;j) — u(B;)pu(B;)| < € para todo n > N com
n ¢ J. Logo, para tais n,

(T "ANB) — p(A)u(B)] < 5e.
Como € > 0 é arbitrario, conclui-se

%rolo ,u(T‘”A N B) = (A u(B), VA BEe®B,
ne¢J

com J independente do par (A, B), como desejado. [ |

Observagao 8. Em espacos de probabilidade (X, %, 1) com base enumerével, o Teorema 7
admite a seguinte interpretacao probabilistica: se T é fracamente misturadora, entao os
eventos T "A e B sao assintoticamente independentes, ao longo dos tempos n ¢ J, sendo
J C Z, um conjunto de densidade nula comum a todos os pares A, B € A.



2. Caracterizacoes Funcionais: Ergodicidade e Misturas

Teorema 9. Suponha que (X, %, u) é um espago de probabilidade e T : X — X preserva
medida.

(i) As seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

(1) T é ergddica.

(2) Para todas f.g € 120, Jim ~ (U f.9) = (. 1)(1.0).
=0
(3) Para toda f € (). Jim = 5" (WhF. 1) = (1)1 1)
=0

(ii) As seguintes afirmagoes sao equivalentes:

(1) T é fracamente misturadora.

(2) Para todas f,g € L2(1), ggngoiiRU%f, 9) — (£, 1)1, 0)] =0.
(3) Para toda f € L?(u) , lim — Z‘ Uif, f) — (f,1><1,f)‘ =

(4) Para toda f € L?(u) hm — Z‘ Upf, f) — <f,1><1,f>‘2 =

(iii) As seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

(1) T é fortemente misturadora.
(2) Para todas f,g € L*(p), lim (Upf,g) = (£, 1)(1,9).
(3) Para toda f € L2(u), lim (U, f) = (£, 1){L, f).

Prova. As provas das equivaléncias em cada um dos itens (i), (ii) e (iii) s@o andlogas e
portanto vamos apresentar na integra apenas a prova das equivaléncias listadas no item (iii).

(2) = (1). Basta tomar f = x4 e g = xp na condicio (2), pois xa,xp € L*(u) e
(Ufxasxs) = p(T""AN B).
(1) = (3). Suponha que T é fortemente misturadora. Entao para todos A, B € 4,

dim p(T7"ANB) = p(A)u(B).

Em termos do operador de Koopman, isto se escreve como
Jim (U7xa, x8) = (xa, 1)(1, x5)-

Fixado B € 4, a igualdade acima se estende por linearidade a qualquer fungao simples

nh—>nc}o UTh XB Zaz XA;» ]- XB> = <ha 1><17XB>

10



Fixando, agora, h simples e repetindo o argumento para a segunda entrada (aqui é importante
observar que o produto interno é sesquilinear), obtemos

nh_{IOlo(UIT“Lh? h> = <h7 1><17 h>= (5>

para toda funcao simples h.

Seja agora f € L?(u) arbitrdria e € > 0. Pela densidade das fungdes simples em L?(p),
existe uma fungao simples h tal que ||f — h|l2 < e. Pela igualdade (5), sabemos que existe
N € N tal que para todon > N,

[(Uph, by = (h, 1)(1, h)| < e. (6)
Para n > N, decompomos a diferencga:
(URE£) = (£ O] < [(URE £) = (Uph, £)| + [(URR, £) = (Uh, b)|

+ [(Uh, By = (b 1)L B + (B 1)1, h) — (£, 1)(1, h)|

+ [ R) = (£, 0(1, ).

Estimamos cada parcela separadamente. Usando a desigualdade de Cauchy—Schwarz e que
Ur é uma isometria, obtemos a seguinte cota para a primeira parcela:

(URS, 1) = (Uh, )| = [UF(F = B), A <N = D)2 Flla = 1 = Blla 11l < & 1 f]]2-
Para a segunda:
(Uzh, f) = (Uph, h)| = [(Uzh, £ = B)| < |UZRI2 |1 f = Bll2 < ||2]l2=.

A terceira parcela é menor que ¢ por (6). Para a quarta parcela, como temos [(1, h)| < [|]]2,
entao obtemos a seguinte estimativa

[, (1, ) = (£, 1)1 Y| = (LW (B = £ 1] < (IRl 1 = Blla < (1Pl

A estimativa para a quinta parcela é analoga ja que é possivel concluir a partir de Cauchy-
Schwarz que [(f,1)| < ||f]|2 e portanto

(AR = (£ )| = KEDL A= A< Fll[1f = blla < [ fll2=.
Somando as cinco parcelas, concluimos que para todo n > N, temos
(URE, £) = (£ 0] < e(2l1F 112 + 201l +1).
Como ||hlla < Ifll2 + If = hll2 < || f]l2 + &, obtemos
(RS, 1) = (£ DAL D] < (4l fll2 + 22 + 1),

Ja que ||f||2 é fixo e £ > 0 é arbitrario, concluimos que

lim (URf, f) = (£, (L ), VfeLn.

n—oo

11



(3) = (2). Seja f € L?(u) fixada. Defina
Fr={ge L*(w): lim (UL f,9) = (£, 1)L 9)}.

Afirmamos que .%; é um subespago fechado de L?(u) que contém f e as fungdes constantes.
De fato, a linearidade de .# segue da linearidade do produto interno. Para verificar que .
é fechado, tome uma sequéncia {gy} C %y com g; — g em L?*(u). Para cada k,

(UZF,9) = (£ 11, 0)| < (U9 = 9| + |(URS, 98) = (£, 1)(L, 98)| + (£, 1)(1, 96 — 9)]

A primeira e a terceira parcelas sao majoradas por ||f||2||g — gk||2.- Fixando k e tomando o
limite superior em n, a segunda parcela tende a zero (pois g, € ). Desta forma segue que

limsup|(UZf, g) = (£, 1)(Lg)| < 2/ll2 g — gull2. ~ ¥heEN.

Como ||g — gkll2 = 0, o limite superior é zero e consequentemente g € .#;. A condigdo (3)
garante que f € %, e é imediato que toda func@o constante pertence a .#;.

Mostremos agora que Up.#; C %;. Se g € Fy, entdo
lim (U7 f, Urg) = lim (U3 f,9) = (f. 1)(L,9) = (f, 1)(1, Urg),

onde usamos que (1,Urg) = (1,¢), que é uma afirmacao verdadeira pois 1" preserva p.
Portanto, concluimos que Urg € .#;.

Seja #; o menor subespaco fechado de L?(u) contendo f e as fungdes constantes tal
que Urpst; C ;. Como %, é um subespaco fechado contendo f e as funcoes constantes e
também Up-invariante, temos J¢; C Z;.

Afirmamos que %’f C . De fato, se g € :%’}L, entdo para todon > 0, Upf € J¢; (pois
f € ; e H; é Up-invariante) e portanto (Upf, g) = 0. Além disso, (1,¢) = 0 pois 1 € ;.
Consequentemente,

dim (Urf, g) = 0= (f,1)(1,9),
e g € F, estabelecendo %ﬂfL C Z;.

Das duas inclusoes obtemos
T C A C Ty

Como % ¢ um subespaco fechado, L*(u) = F; & ﬁf J& que ﬁf C Z; e a intersegao
FiNFi = {0} segue que g"j = {0}, donde .%; = L?(u). Destes fatos concluimos finalmente
que para toda fungdo g € L*(p), temos

lim (U7 f,g) = (f,1)(1,9),

n—oo

provando (2) e encerrando a demonstragao. |
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3. Produtos Diretos, Misturas e Ergodicidade

Definicao 10. Seja T;: X; — X; uma transformacao que preserva medida sobre um espaco
de probabilidade (X;, %;, 1i), para i = 1,2. O produto direto destas duas transformagoes,
notacao, T x Ty é definido como sendo a transformacao, que preserva medida sobre o espago
de probabilidade (X; x Xy, %) ® $Bs, p11 X 12), dada pela seguinte expressao:

(Th x To) (w1, 29) = (T1(21), To(x2)).

O préximo teorema mostra a relacdo entre as propriedades de mistura fraca de uma
transformacao T : X — X e a ergodicidade de sua versdao duplicada, isto é, sua versao
duplicada T' x T":

Teorema 11. Se T' é uma transformacao que preserva a medida sobre um espago de proba-
bilidade (X, %, 1), as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

(i) T é fracamente misturadora.
(ii) T x T é ergbdica.
(iii) T x T é fracamente misturadora.

Prova. Primeiro vamos mostrar (i) = (ii7). Sejam A, B,C' e D € . Sabemos pelo
Teorema 3 que existem subconjuntos de densidade nula J(A, B) e J(C, D) C Z, tais que

dim  p(T"ANB) =p(A)u(B) e lim  p(T7"CND)=pu(C)u(D).
neN\J(A,B) neN\J(C,D)

Logo, segue das propriedades elementares da medida produto e das igualdades acima que

Tlim (1 x 1) ((T = T)™™(AxC) N (B x D))
neN\(J(A,B)UJ(C,D))

= lim w(T"ANB)u(T™"C' N D)

n—oo
neN\(J(A,B)UJ(C,D))

= p(A)p(B)u(C)p(D)

= (ux p)(Ax C) (ux p)(B x D).

Destas igualdades e do Teorema 2 segue que

n—1

,}iggloi > [ x w) (T X T)7(A X C)YN (B x D)) = (X m) (A x O x w)(B x D)| = 0.

J& que a colecao dos retangulos mensuraveis formam uma semi-algebra que gera a o-algebra
produto £ @ £ segue do Teorema 26 que (1" x T') é fracamente misturadora.

Para mostrar (iii) = (i), basta observar que sob a hipétese de (7' x T') ser fracamente
misturadora, podemos usar o item (i) do Teorema 26 para assegurar que (7' x T') é ergbdica.
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Vamos mostrar agora que (ii) = (i). Pelo Teorema 3 basta mostrar que

n—1

lim — 3" ((T~AN B) - u(A)u(B))’ =0,

=0

De fato, pela ergodicidade de (T' x T') e pelo item (i) do Teorema 26 temos que

n—1 n—1
T S (AN B) = Jim LS () (7 T)7A X X) 0 (B x X))
=0 1=0

= (nx m)(Ax X) (nx p)(B x X)

— W(A)u(B).

Observe que mais uma aplicagdo da ergodicidade de (T' x T') e do (i) do Teorema 26 fornece

tim L5 a0 B = im LS (@< T x 4 0 (8 5 B)
= (nx p)(Ax A) (ux u)(B x B)
— (AP (BF

Usando as igualdades estabelecidas concluimos finalmente que

lim ~ nzl(u(:r—iA N B) — u(A)u(B))’

n—oo n, “ 0
1=

n—1

= Jim S (T AN B = 2u(T AN Bu(A)u(B) + AV (B

= p(A)?u(B)? = 2u(A)*w(B)? + u(A)*u(B)?
=0.
O que encerra a prova do teorema. [ |

Proximo passo é relacionar a propriedade dinamica, fracamente misturadora, de uma
transformacao 7' : X — X, que preserva medida sobre (X, %, u) com as propriedades
espectrais do operador de Koopman Uy : L?(u) — L?(u), associado a T.

Definicao 12. Seja T : X — X uma transformacao que preserva medida sobre um espago
de probabilidade (X, %, ). Vamos dizer que A € C é um autovalor de T" se A é um autovalor
da isometria Ur : L?(u) — L*(u), isto é, se existe alguma f € L?*(u), com f # 0, tal
que Urf = Af. Equivalentemente, f(7(x)) = Af(z) p-qtp. Tal fungdo f é chamada de
autofunc¢ao associada ao autovalor \.

Observacoes

(i) Se A € C é um autovalor de 7', entdo [A\| = 1, ja que
LA = 11U fII? = (Urf, Urf) = (ML A = PP
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(ii) Toda transformacao T': X — X que preserva medida tem A = 1 como autovalor e
qualquer fun¢ao constante nao-nula é uma autofuncao correspondente a este autovalor.

Definicao 13. Dizemos que uma transformacao T : X — X que preserva medida sobre um
espago de probabilidade (X, %, 1) tem espectro continuo, se A = 1 é o unico autovalor de T" e
além do mais, as unicas autofungoes correspondentes a este autovalor sao apenas as fungoes
constantes.

Proposigao 14. Seja T : X — X uma transformagao que preserva medida sobre um espago
de probabilidade (X, %, u). A transformagao T possui espectro continuo se, e somente se,
A =1 ¢ o Unico autovalor de T" e T' ¢é ergodica.

Prova. Suponha que T possui espectro continuo. Entao, por definicio, A = 1 é o tunico
autovalor de T' e as Uinicas autofungoes associadas a este autovalor sao as fungoes constantes
p-qtp. Em particular, se f € L?(u) satisfaz f(Tx) = f(x) u-qtp., entdo f é constante u-qtp.,
logo T' é ergodica.

Reciprocamente, suponha que A\ = 1 é o tnico autovalor de T" e que T' é ergddica. Da
ergodicidade de T segue que as tnicas fungoes f € L*(u) satisfazendo f(Tz) = f(z) p-qtp.

sao as fungoes constantes p-qtp. Como A = 1 é, por hipodtese, o tnico autovalor de T,
concluimos que as tnicas autofungoes de 1" sdo as fungdes constantes (associadas a A = 1).
Portanto T possui espectro continuo. |

A seguir, enunciamos o Teorema Espectral para Operadores Unitarios. Este resultado
serd usado na prova do Teorema 17 que relaciona o conceito de mistura fraca e espectro
continuo. A prova do Teorema Espectral pode ser encontrada por exemplo na referéncia [2].

Definicao 15. Seja H um espaco de Hilbert sobre C. Um operador linear limitado U : H —
‘H ¢ dito unitario se satisfaz as seguintes condigoes:

UU=0U"=1
onde U* é o operador adjunto e I é a identidade em H.

Observamos que segue diretamente da definicdo que todo operador unitario U : H — H
preserva produto interno, isto é, (Ux, Uy) = (x,y) e que a aplicagdo U : H — H é sobrejetiva.
Outra observacao importante é que o espectro de um operador unitario U estda contido no
circulo unitdrio do plano complexo, S' = {z € C: |z| = 1}.

Teorema 16 (Teorema Espectral para Operadores Unitarios). Sejam H um espaco de Hil-
bert e U : H — H um operador unitario. Entao para cada f € H existe uma tnica medida
de Borel ndo-negativa e finita p; definida sobre Z(S') tal que para todo n € Z temos

W) = [ X g0 (7)

Em particular, se T : X — X é uma transformacao invertivel que preserva medida, entao
o operador de Koopman Uy : L?*(u) — L?(u) é um operador unitario. Além do mais, se T
possui espectro continuo e (f, 1) = 0, entdo p1; ndo possui &tomos o que implica p7({z}) = 0,
para todo z € S!.
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Teorema 17. Se T : X — X é uma aplicacao invertivel que preserva medida sobre um
espago de probabilidade (X, %, 1), entao T é fracamente misturadora se, e somente se, T
possui espectro continuo.

Observacao 18. A hipdtese de invertibilidade é necessaria apenas para a reciproca, onde
utilizamos o Teorema Espectral para Operadores Unitarios. A implicagao direta (T fraca-
mente misturadora = espectro continuo) é valida para qualquer transformagao que preserva
medida, sem a exigéncia de invertibilidade.

Prova. Vamos supor inicialmente que 7' : X — X seja uma transformacao fracamente
misturadora. Seja f € L*(u) tal que Urf = Af. Vamos mostrar que se A € S'\ {1}, entdo
f(z) = 0 p-qtp e consequentemente A nao é autovalor de T'. De fato, integrando ambos lados
da igualdade Ur f = A\f ficamos com

/de,ll:/XUde,u:)\/dep — <f’1>:/de#:0.

Por outro lado, segue da propriedade de mistura fraca, do item (ii) do Teorema 9 e da
ultima igualdade acima que

n—1 n—1

1 n—oo 1 n—00
YU A0 = SR 2,

=0 1=0

Como |A| = 1, segue da igualdade acima que (f, f) = 0 e, consequentemente, f = 0 pu-qtp.

Agora, resta mostrar que as Unicas autofuncgdes associadas a A = 1, sdo as fungoes
constantes pu-qtp. De fato, como T é fracamente misturadora, temos que T é ergddica.
Portanto se f(T'z) = f(x) p-qtp, entao segue que f é constante p-qtp. (Esta parte da prova
nao utilizou o teorema espectral.)

Para provar a reciproca, é suficiente, pelo item (ii) do Teorema 9, mostrar que se T" possui
espectro continuo entao vale a seguinte igualdade

hmfZ|UTff LILDP =0, Ve L.

n—oo n,

Vamos separar a analise em dois casos.
Caso 1. A funcao f é constante u-qtp. Suponha que f = «, onde a € C é uma constante.
Neste caso, temos que

llm—Z|UTff (f, 1)1, ) hm—Z|aa a,1){(1,a)]* = 0.

n—oo n, n—o0 n,

Caso 2. A funcao f pertence ao subespaco perpendicular ao subespaco gerado pelas fungoes
constantes p-qtp. Agora, o que precisamos mostrar é que (f, 1) = 0 implica

n—>oo

fim L5 Wih ) — DR = i S 1w 0R 0. vr e span(),
=0 1=0

Como estamos assumindo que 7' : X — X é uma transformacao invertivel que preserva
medida sobre o espago de probabilidade (X, %, u), podemos aplicar o Teorema Espectral
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para Operadores Unitarios, e portanto para provar que o limite acima é zero, basta mostrar
que para cada f € L?*(u) satisfazendo (f, 1) = 0, temos

2
— 0.

1 n—1

" s

LA iy (A)

Note que segue das propriedades elementares do valor absoluto de niimeros complexos,
das propriedades elementares da integral de Lebesgue de fungoes complexas e do Teorema
de Fubini para fun¢des complexas que

1 n—1

o2

2
MNodur(\)| =
n 2 frr(A)

L ni:l ( AN iy (A) - /51 A duf()\))
1”21 ([ s [ 7 s ()

Sl

n

_1 n //slel M) d(pg x )N, 7)  (pelo Teorema de Fubini)
- //S o (3200 g < 7). ®)

Note que para cada par (A, 7) fixado, fora da diagonal A = {(z,2) : 2 € S'} de S* x S,
2 1

temos
— (A7)"
— (A7) n |l — AT|
Como (f,1) = 0 e T possui espectro continuo, segue do Teorema Espectral que pf ndo possui

dtomos. Portanto a diagonal A de S' x S! tem medida p; x p1f nula. De fato, pelo Teorema
de Fubini, a medida produto da diagonal A pode ser calculada como segue

500

n—00
0
n .-

(g % i) (@) = [ [ xa o) digtw)] dug2)
= [ [, xer ) digtw)] g2

= [, r({2}) dps(2)

Desta observacdo e da anterior concluimos que (1/n) X020 (A7) — 0 (up x pp)-qtp. J&

que o médulo do integrando em (8) é limitado por 1, segue do Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue que

1n1

M 2

2

Ndpp(M\)| =0.

Sl

Para finalizar a prova da reciproca, basta observar que L?(u) = span(1) @ span(1)t e
portanto para cada f € L?(u) existem tnicas constante o e g € span(1)* tais que f = a+g.
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Logo

llIIl *Z‘ UTff <f71><17f>|2

n—oo n,

n—1

= lim lZI (Ur(e+g), (a+9)) = ((a+g), (L (a +g))|*

n—00
nz 0

n—1

= Jim, S 1{(a+ Upg). (o ) = (o) )0 (o + 9

1nl

= lim ~ Y [[a? + (Ukg,a) + (Ukg, g) — |af?

n—oo n, 0
=

2

1n1 2

= 2

=0

/XgoTidM+<U%g,g>

1 n—1 2

= Jim =3 |a

1=0

/X gdu+ (Urg, g)

1 n—l . ‘2

= lim — % [(Upg,9)| =0.

4. Exemplos

A aplicacao identidade I : X — X sobre um espago de probabilidade (X, %, u) é uma
transformagao ergddica se, e somente se, para todo B € A temos u(B) € {0,1}. Similar-
mente, [ : X — X é fortemente misturadora se, e somente se, para todo B € 4 temos
wu(B) € {0,1}.

Uma rotagdo T : S' — S! dada por T(z) = az, nunca ¢ fracamente misturadora sobre
(SY, B(SY), i), onde p é a medida de probabilidade de Haar. De fato, a fungao f : S! — C
dada por f(z) = z satisfaz a equagdo de autovalor f(Tz) = Tz = az = af(z). Desta
forma, T" nao possui espectro continuo, logo segue do Teorema 17 que T nao é fracamente
misturadora.

Teorema 19. Nenhuma rotacao 7' : G — G com Tx = ax, definida sobre um grupo com-
pacto (G, #B(G), i), onde p é a medida de probabilidade de Haar, é fracamente misturadora.

Prova. Suponha, por contradicao, que T é fracamente misturadora. Como visto anterior-
mente, se T' é fracamente misturadora, entao T é ergédica. Neste caso, G é necessariamente
abeliano (se uma transla¢do x — ax é ergddica, entdo a érbita {a™} é densa em G, o que forga
a comutatividade de G; veja, por exemplo, [3]). Além do mais, temos v(T'z) = v(a)y(z), para
todo x € G, logo T nao possui espectro continuo. Portanto, outra aplicacdo do Teorema 17
mostra que T nao pode ser fracamente misturadora, o que é uma contradicao. [ |

18



Teorema 20. Seja 7' : G — G um endomorfismo (homomorfismo continuo) sobrejetor
definido sobre um grupo compacto abeliano (G, Z(G), i), onde u é a medida de probabilidade
de Haar. Neste caso, temos:

T ¢ ergédica <= T ¢ fracamente misturadora <= T' ¢ fortemente misturadora.

Prova. E suficiente mostrar que se T é um endomorfismo sobrejetivo ergddico, entao 1" é
fortemente misturador.
Primeiro, lembramos que se v, € G sao caracteres distintos, entao

{7, 6) E/Gv(x) (x) du(z) = 0.

Para um endomorfismo sobrejetivo de um grupo compacto abeliano, T é ergoddico se, e
somente se, o endomorfismo dual 7 : G — G dado por Tfy ~v o T nao possui Orbitas finitas
ndo-triviais (veja, por exemplo, [3]). Em particular, sendo T ergédico, a sequéncia {Us }iez,
é formada por caracteres dois a dois distintos para todo v # 1. Logo (Uly,d) = 0, exceto
para no maximo um indice n. Portanto, se v, € G sdo caracteres distintos, entao

lim (UZy,d) = (v, 1)(1, )

n—0o0

Para finalizar a prova precisamos estender a igualdade acima para quaisquer pares de
fungoes L?(u). Primeiro, fixe § € G e considere o conjunto

= {s e lmUpL.0) = (£1)(1L8)}.

Afirmamos que H;s é um subespaco fechado de L?*(u). A verificagdo que Hs ¢ um subes-
paco vetorial segue diretamente das propriedades elementares de limites e da linearidade do
produto interno em sua primeira entrada. A verificagao de que Hs é um subconjunto fechado
é um pouco mais delicada. Vamos provar este fato, considerando separadamente os casos:
(1)d=1e(2)d#1.

Suponha que { fi }reny ¢ uma sequéncia em H; tal que || fr — f|l2 — 0, quando k — oo, para
alguma fungao f € L*(u). Temos que mostrar que f € Hs. Vamos considerar inicialmente
o caso (1) § = 1. Neste caso, temos para qualquer f € L*(u) que (URf, 1) = (f,1)(1,1) e
portanto H; = L*(p).

No caso (2) temos § € G\ {1} e consequentemente (1,8) = 0. Usando a desigualdade
triangular e a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos, para cada k € N,

(URF,8)| < |(URS,8) = (U fr. 0)| + [(U i 6)|
<If = fall2llollz + [{U7 £, ).

Tomando o limite superior, quando n — oo, em ambos os lados e usando que f; € Hs implica
limy, 00 (UF fr, 0) = (fr, 1)(1,0) = 0, obtemos

limsup (UL, )] < IIf = fellalldll2, V€N,
Como a desigualdade acima é vélida para todo k& € N e ||[fx — fll2 — 0 quando k& —
00, concluimos que limsup,, . [(U%f,0)| = 0. Logo lim, . (Urf,0) = 0 = (f, 1)(1,6) e
portanto f € Hs. Isto mostra que Hs é fechado.

19



Como G C Hs, entao segue do Teorema de Peter-Weyl que Hs = L?(j1).

Para finalizar, fixamos f € L?(u) e consideramos a colecio
2= {ge L lim (Upf.9) = (/. )(Lg) }.

Argumentando como acima, podemos verificar que Z; ¢ um subespago de L*(u). Pelo
resultado anterior sabemos que G C %;. Portanto &y = L*(p), para qualquer fungio
f e L*(p). [ |

Teorema 21. Seja G um grupo compacto abeliano métrico e T' : G — G uma aplicacao
afim dada por T'(x) = aA(z), onde a € G e A: G — G é um endomorfismo sobrejetor. As
seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

(i) T é fortemente misturadora.
(ii) T é fracamente misturadora.
(iii) A é ergddica.

Prova. (iii) == (i): Definimos o endomorfismo B : G — G por B(z) = A(x)z~". Para
mostrar que B ¢ sobrejetor consideramos o seu homomorfismo dual B : G — G, dado por
B(7) = (y 0 A)yy~'. Note que se B(y) = 1, entdo yo A = 4. Como A é ergbdica, as tinicas
fungoes 1nvar1antes em L*(G,%(G), i) sdo as constantes. Como vy € @G, isso implica que
v = 1. Logo, o ntcleo de B é trivial, o que mostra que B¢ injetor. Uma vez que G é um
grupo compacto abeliano, a injetividade do dual implica a sobrejetividade do endomorfismo
original, portanto B(G) = G.

Dessa forma, existe b € G tal que B(b) = a, ou seja, A(b)b~! = a, o que implica ba = A(D).
Definimos a translagdo ¢ : G — G por ¢(z) = bx. Note que ¢ é um isomorfismo de espacos
de medida que preserva a medida de Haar p. Além disso, para qualquer = € G, temos:

(9o T)(x) = plaA(r)) = baA(x) = A(b)A(x) = A(br) = (Ao ¢)(x).

Como assumimos que a transformacao A : G — G é ergddica, segue do Teorema 20 que
a transformacao A : G — G é fortemente misturadora. Observe também que poT = Ao ¢
implica ¢ o T~ = A" o ¢, para todo n € N. Desta forma dados C, D € #(G) temos

u(T"C'N D) = p(é(T"C N D))

= W(H(T"C) N 9D)

w(A™"oC N ¢D).

Como A é fortemente misturadora, temos que pu(A~"¢C N ¢D) — pu(pCu(éD), quando

n — o0o. Além do mais, como ¢ preserva p, temos pu(¢pC)u(pD) = u(C)u(D). Portanto
w(T"C' N D) — u(C)u(D), mostrando que T' é fortemente misturadora.

(1) = (4i): Esta implicagao é trivial.

(11) = (i4i): Suponha que T é fracamente misturadora mas A nao é ergbdica. Como A é
um endomorfismo de um grupo compacto, se A nao é ergddica, entdo existe um caractere
nao-trivial cuja érbita sob o dual A & finita (lembrando que o dual A age em um elemento
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v € G da seguinte forma ﬁfy = y0 A). De fato, como A nado é ergddica, existe algum
f e L*G,%(G), ) ndo constante com fo A = f u-qtp. Escrevendo

f=> ¢
j=1

na base ortonormal de caracteres, a invariancia f o A = f implica

Cj = Chny) 7 €N
O suporte S = {v; : ¢; # 0} ¢é invariante por A, ou seja, E(S) C S. Como f € L?, temos
da identidade de Parseval que 332, |¢;|* < co. Se algum v € S\ {1} tivesse 6rbita infinita
{7, A(7), A%(5), ...} (com todos os elementos distintos), entdo os coeficientes ao longo dessa
orbita seriam todos iguais a ¢, # 0, o que contradiz a convergéncia da série. Logo todo
elemento de S\ {1} tem érbita finita sob A. Em particular, existe v € G\ {1} cuja érbita
{yo A" : n € N} sob A é finita. Seja V C L*(G) o subespaco gerado por essa érbita
finita. Claramente, V é um subespago de dimensao finita que é invariante pelo operador de
Koopman Usf = f o A.

Note que o operador de Koopman associado a T' é dado por (Urf)(x) = f(aA(z)). Se
f €V, entao f é uma combinagao linear de caracteres, digamos f = > 7", ¢;7;. Entao:

m

(Upf)(x Z ;v (aA(x ZCﬂJ () = > _(¢j7;(a))(Uay;) ().

J=1 J=1

Como cada Uyy; pertence a V, segue que Ur(V) C V. Sendo V um subespaco invariante de
dimensao finita, Ur restrito a ) possui pelo menos um autovalor A € C e uma autofuncio
correspondente f € V \ {0}. Como Ur é uma isometria, |A\| = 1. Além disso, como cada
elemento de V é ortogonal as funcoes constantes (pois v € G \ {1}), temos que f é uma
autofuncdo nao constante. Isso contradiz o Teorema 17, que afirma que uma transforma-
¢ao fracamente misturadora possui espectro continuo (ou seja, nao possui autofungdes nao
constantes). Portanto, A deve ser ergddica. |

Teorema 22. Sejam Y = {0,1,...,k — 1}, X = Y% e p = (po,p1,---,Pr_1) um vetor
de probabilidade de coordenadas estrltamente positivas. Seja T : X — X a aplicacao de
deslocamento (shift) para esquerda, definido por

(Tz)y = Tpia, Vne€Z, Ve € X.

Considere a medida de Bernoulli i sobre a o-algebra produto de X, que para cada cilindro
da forma [ag, a1, ..., aq)lm = {r € X 1 2y, = ag, Tppy1 = @1, ..., Tyqg = 4}, € dada por

u([ao,al,...,aq]m> = Pao Pay *** Pay- (9)

Entao T : X — X é uma aplicagao que preserva medida sobre o espago de probabilidade
(X, A, 1) e além do mais, T' é fortemente misturadora.
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Prova. Pelo Teorema 26 basta verificar que

lim p(T~"AN B) = p(A)u(B)

n—oo

para quaisquer elementos da semi-algebra dos cilindros finito-dimensionais.
De fato, considere um par arbitrario de cilindros no espaco produto X, da forma

A=lag,a1,...,04m € B=][by,by,...,b]s.
Observe que T~"A = [ag, a1, - . ., Gg|mtn. Para que os suportes desses cilindros sejam disjun-
tos, os conjuntos de indices {m+n,m+n+1,... . m+n+q}le{s,s+1,...,s+r} nido devem

se interceptar. Isso ocorre sempre que m +n > s + r, ou seja, para todon > s+ r — m.
Nestas condigoes, pela propriedade de independéncia da medida produto (medida de
Bernoulli), temos:

w(T"ANB) = u(lag, a, . .., aglmtn N [bo, b1, .., by]s)

= (pao o 'paq) ' (pbo o 'pbr)

— u(A)u(B).
Como a igualdade u(T""AN B) = u(A)u(B) vale para todo n suficientemente grande, o
limite, quando n — oo, é imediato, o que mostra que 1T’ é fortemente misturadora. [ |

Observagao 23. De forma similar, podemos mostrar que o deslocamento (shift) para es-
querda em X = YN é uma transformacao que preserva a medida (po, ..., pr_1) de Bernoulli
e além do mais é uma transformacao fortemente misturadora.

Seja Y = {0,1,...,k — 1} um conjunto finito e considere o espaco produto X = YZ
equipado com a o-dlgebra produto #. Dada uma matriz estocastica P = (P;;); jey € um
vetor de probabilidade p = (pg, p1,- -, Pr—1), satisfazendo pP = p, sabemos do Teorema 23
da referéncia [1] que existe uma tnica medida de probabilidade p em (X, %) tal que, para
qualquer cilindro da forma [ag, aq, . .., aplm € &, temos

,u([a@; ai, ... 7an]m> = DPag Paga1 Palag to Panflan; (10>
Esta medida p é chamada de medida (p, P)-Markoviana.

Teorema 24. Sejam Y = {0,1,...,k— 1}, X = Y2 e (X, %, ) o espago de probabilidade
onde, & é a o-algebra produto sobre X e p a medida (p, P)-Markoviana dada em (10).
Assuma que p; > 0 para todo j = 0,1,...,k —1. Se T': X — X denota a aplicagdo de
deslocamento para esquerda, entao as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) T é fracamente misturadora.
(ii) T é fortemente misturadora.

(iii) A matriz P é irredutivel e aperiédica (isto é, existe N > 0 tal que a matriz PY nao
possui entradas nulas).

(iv) Para todos os estados 7,5 € Y, temos Pi(j") — pj, quando n — oo.
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Prova. Claramente (ii)= (i).

Vamos mostrar que (i)= (iii). Fixados i,7 € Y temos da definigdo de transformagao
fracamente misturadora que

3 2 T 000) 1 o) = ()] 250 (1)

Pela construcao da medida (p, P)-Markoviana temos

W@ ([lo) N lilo) =piPS e ulldo)u((s)o) = pip;-

Como estamos assumindo que todas as coordenadas do vetor de probabilidade p € R¥ sio
estritamente positivas segue de (11), colocando p; em evidéncia, que

1 = n N—oo
5 2 B =il A0, (12)
n=0

Da convergéncia acima e do Teorema 2, podemos afirmar que existe algum conjunto
J(i,j) de densidade nula em Z* tal que
: () _
A By =py
neN\J(z,5)
Ja que para cada i, € Y o conjunto J(i,j) possui densidade nula em Z* temos que a
unido finita dada por

J= U J(i,7),

ijey
também possui densidade nula em Z, e além do mais temos

lim P =p,, Vi jeyY.

n—oo W

neN\J
Como estamos assumindo que as coordenadas de p € R* sdo todas estritamente positivas,
segue que existe algum N € N tal que PZ-(]-N) > 0, para todo i,j € Y e portanto que P é
irredutivel e aperiddica.

(iv)=-(iii). Assuma que lim,_, Pl-(f) = p;, para todos 7, j € Y. Como, por hipétese, p; > 0
para todo estado j € Y, a defini¢do de limite nos garante que para cada par de estados (i, j),
existe um inteiro N(i,7) > 0 tal que para todo n > N(i,j), temos PZ-(]@) > 0. Sendo o espaco

de estados Y finito, podemos tomar o maximo N = max; jey N(i,7). Segue que PZ-(J-N) >0
para todos 4,5 € Y. Ou seja, todas as entradas da matriz PV sdo estritamente positivas.
Isto significa, por defini¢ao, que a matriz P é primitiva, o que é equivalente a dizer que P é

irredutivel e aperiodica.

(ili)==(iv). Assuma que P é irredutivel e aperiddica. Por defini¢do, existe um inteiro N' > 1
tal que PV tem todas as suas entradas estritamente positivas, isto é, PZ-(]-N)
1,7 €Y. Seja e = nglérl} PZ-(]-N) > ( e considere o seguinte simplexo de vetores de probabilidade

> 0, para todos

SE{QERk;QjZO, Viey, e 2:(]]-:1}7

JjeY
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equipado com a métrica de variacao total

Z lg; —
jey

I\D\’—‘

Nosso préximo passo serd mostrar que a aplicacio @ : S — S dada por Q(q) = ¢PV,
define uma contragdo no espago métrico (S, d).

Primeiro, vamos verificar que () manda elementos de S em elementos de §. De fato, para
todo ¢ € S, temos

Q) =@PY); =Y aly” = Y 0Q@;=Y> Y el =Y ey P =1

€Y JEY JEY ieY €Y  jeyY

Para cada i,j € Y, defina R;; por P( )=t R;;. Pela definicao de € temos que R;; > 0.
Além do mais, como PN ¢ uma matriz estocéstica e € é estritamente positivo, temos

1= PV =ke+ Y Ry = 1-ke=)Y Ry<) Py’ =1

jey jey jey jey

Dados dois vetores de probabilidade ¢, ¢ € S, temos

1
d(Q(9), Q(¢) = d(qP™ ¢ PY) = 5 3|3 (¢ — 4) Py
JeEY ieY
1 /
=5 2|2 (@~ d)(e+ Ry)
jey'liey
1 /
=2l (a—a)+> (¢
jEY €Y €Y
1 .
D) > (4 — ¢) Ry (pois Y ;= ¢ =1)
JEY ieY ey icYy

//\

5 Z > g — | Ry;

zEY]EY

= *Z |9 — il (Z Rz’j)

'LGY JjeY
(1 —ke)= Z A
ZGY
= (1 = ke)d(q,q"). (13)

Como na definicdo da medida (p, P)-Markoviana, temos que pP = p, entdo o vetor
p = (po,--.,Pk—1) pode também ser pensado como um ponto fixo da aplicagdo @, definida
acima. Além do mais, temos que pP™ = p, para todo m € N.

Para cada indice i € Y seja €' € S o vetor de probabilidade cujas coordenadas sdo dadas
por €; = 05, onde 0;; ¢ a funcdo delta de Kronecker. E claro que podemos pensar em ¢
como os vetores da base candnica de R¥ (sua i-ésima coordenada é 1 e as demais sdo 0).
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Ja que todo nimero n € N, pode ser escrito como n = mN +r, onde 0 < r < N e
m = [n/N|, temos como consequéncia da desigualdade (13) que

d(e'P",p) = d((e'PT) P, pP™™)
= d(Q™(e'P"), Q"(p))
< (1= ke)"d(e'P",p)
< (1 — k)Nl 222y,

Finalmente, para quaisquer 7,5 € Y, temos

n—oo

IPS” = pyl = |(€P"); — py| < 2d(e'P",p) =25 0.
Isso completa a prova de (iii)==-(iv).
(iv)==(ii). Pelo Teorema 26, basta mostrar que para quaisquer cilindros em X da forma
A=ligy.. . irla € B=1[jo, -, Jslo,

temos u(T""AN B) = u(A)u(B), quando n — oo.

* * 10 1 (5 iy
. . . . . . 7
b b+1 a a+1 a+2 a+r

| |

Base de A
Base de B

I |
jO jl js—2 js—l js *
. . ° . . . 7
b b+1 b+s—2 b+s—1 b+s a+r

Para n € N tal que n 4+ a > b+ s, os conjuntos de indices das bases dos cilindros T-" A
e B nao se interceptam.

* * io (S T
. . . . . 7
b b+s n+a n+a+l n+a+r
| |
Basede T "A
«---n>1----»
Base de B
I 1
jO jl e js * *
. . . . . 7
b b+1 b+s n+a n+a4r

Desta forma, j& que p é uma medida (p, P)-Markoviana, temos

/J(TinA N B) = Djo F)jojl cee %5,1js R(z:a—(b—&-ﬁ) Boh e ‘P’L.'rflir' (14>
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Como estamos assumindo que Pz(j IO p; segue da igualdade acima que existe o seguinte
limite

- P,

.jsfljs

=)

Tr—10r

dim u(T™"ANB) = pj, P

Joj1 *’

(hm plnta— (b+s))> P

n—oo Js0 iot1
- ij PjOjl e ‘Pjsfljs piOPiOil U PiT*li'r

— j(A)u(B).

[ |

Observagéo 25. Sabemos que T é ergédica se, e somente se, para toda f € L'(u),
(1/n) S0g Usf — [ f du p-qtp. Existe a seguinte conexao entre mistura forte e a convergén-
cia de medlas ergodicas: a transformacao T que preserva medida é fortemente misturadora
se, e somente se, para toda sequencia crescente ky < ky < de niimeros naturais e para

toda f € L*(u), temos ||(1/n) S d Uk f — [ fdulls — 0 (Blum e Hanson).

Apéndice - Resultados de Notas Anteriores

Abaixo enunciamos um importante resultado usado ao longo do texto. A prova deste teorema
pode ser encontrada nas referéncias [1, 3].

Teorema 26. Sejam (X, %, 1) um espago de medida e .¥ uma semi-algebra que gera 4.
Seja T': X — X uma transformagido que preserva medida. Entao:

(i) T é ergddica se, e somente se, para todos A, B € .

n—1

lim = 3" p(T~' AN B) = u(A)u(B):

(iii) T é fortemente misturadora se, e somente se, para todos A, B € ./

lim p(T"AN B) = pu(A)u(B).
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