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Resumo

Nestas notas estudamos a densidade condicional de um par de variaveis aleatorias
conjuntamente continuas. O ponto de partida é a dificuldade de atribuir sentido a
expressdo P(Y < y | X = z) pela férmula usual de probabilidade condicional, ja que
o evento {X = x} tem probabilidade zero quando X possui densidade. Resolvemos
o problema condicionando na faixa x < X < x + dx e passando ao limite quando
dx | 0, o que produz a funcao de distribuicdo condicional G e a densidade condicional
fyix(y | ®) = fxy(z,y)/fx(x). Mostramos que a fungdo assim definida é de fato uma
densidade de probabilidade e discutimos a independéncia, a férmula de Bayes para
densidades e o fato de que a densidade condicional fica determinada apenas em quase
todo ponto. Desenvolvemos trés exemplos: uma densidade conjunta sobre o dominio
triangular 0 < = < y, a normal bivariada, cuja densidade condicional é novamente
normal, e a densidade uniforme sobre um tridngulo. Propomos também exercicios,
alguns resolvidos, que fixam a definicdo e o calculo das densidades condicionais. A
exposicao segue de perto a Segdo 6.6 e parte da Secdo 6.8 do Capitulo 6 da referéncia

[1].

1. Introducao

Nas notas anteriores sobre vetores continuos aprendemos a descrever o comportamento con-
junto de um par de varidveis aleatdrias (X,Y’) absolutamente continuo por meio de sua
densidade conjunta fxy e vimos como recuperar as distribui¢des marginais integrando a
densidade conjunta na coordenada restante. Aqui damos o passo seguinte: descrever a dis-
tribuicao de Y quando recebemos alguma informagao sobre o valor assumido por X. Esse
é o problema central destas notas. A partir da densidade conjunta, queremos atribuir um
sentido preciso a expressao “distribuicao condicional de Y dado que X = x” e obter uma
densidade que a represente. Como veremos, a densidade condicional em = depende apenas
dos valores de fxy(z,-) e de fx(z), o que torna o célculo simples depois que a definigao
correta ¢é estabelecida.

Vamos comecar recordando o que a densidade marginal representa. Suponha que estamos
interessados apenas em Y e que nenhuma informacao sobre o valor assumido por X seja dada.
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Neste caso, podemos recuperar a distribuicao de Y simplesmente integrando a densidade
conjunta sobre todos os valores possiveis de X, isto ¢,

) = [ Fxvlay)do,

nos pontos em que essa integral é finita. No caso discreto, o procedimento analogo seria
somar sobre todos os valores possiveis que a varidvel aleatéria X assume, ou seja, >, P(X =
xz,Y = y). Em outras palavras, se ndo ha disponivel nenhuma informacao sobre X, a
descrigao da distribuicdo de Y ¢é dada simplesmente pela marginal fy.

Consideremos agora a situacao oposta, na qual temos informagao completa sobre o valor
assumido por X. Suponha que nos seja informado que X assume o valor z. Essa informacao
altera, em principio, a distribuicao de Y, e queremos descrever a “distribuicao condicional
de Y dado que X = z”. A primeira tentativa seria usar a férmula usual de probabilidade
condicional,

P(AN B)
P(B)

aplicada a A = {Y < y} e B = {X = x}. Essa tentativa fracassa, e vale a pena entender
exatamente por qué. Como X ¢é uma variavel aleatéria absolutamente continua, o evento
{X = z} tem probabilidade zero, ou seja, P(X = z) = 0. Esse fato ja foi discutido nas
notas sobre fungoes de distribuigdo: a probabilidade de qualquer ponto isolado é nula para
variaveis com densidade. Assim, a férmula acima envolveria uma divisao por zero.

P(A| B) =

A ideia que resolve o problema é substituir o evento exato {X = x}, de probabilidade
nula, por um evento de probabilidade positiva que o aproxima, a saber, o evento {z < X <
x + dz}, com dx > 0 e pequeno. Por questdao de clareza, vamos assumir que a fungao de
densidade fx seja continua no ponto x considerado e que fx(z) > 0. Neste caso, segue das
propriedades elementares da integral de Riemann que a probabilidade P(z < X < z + 0x)
é aproximadamente fx(z)dx e consequentemente positiva. Desta forma podemos apelar
para a definicao usual de probabilidade condicional para obter a férmula para a densidade
condicional. Voltaremos a discutir os detalhes destas observacoes ao longo da prova da
Proposicao 1.

Sob as condigoes impostas acima, a probabilidade condicional P(Y <y | z < X < z+dx)
estd bem definida para dz > 0 suficientemente pequeno. Nosso objetivo sera estudar o seu
comportamento quando dz | 0. E esse limite, e ndo a razio de probabilidades original, que
dara sentido a distribuicdo condicional de Y dado X = z. A Figura 1 mostra a faixa de
condicionamento e a regiao do plano envolvida nesse calculo. Nas préximas se¢oes, executa-
mos essa ideia passo a passo: primeiro derivamos o limite com cuidado, depois formulamos
a definicao de densidade condicional, em seguida estabelecemos suas primeiras propriedades
e, por fim, apresentamos exemplos e exercicios que fixam a definicao.



Figura 1: A regiao sombreada representa a parte da faixa x <
X <z+dxrem que Y <y e se estende para baixo além da janela
desenhada. A integral da densidade conjunta sobre essa regiao é
P({Y <y} n{z <X <a+dx}).

2. A Densidade Condicional

2.1. Condicionando em uma Faixa

Vamos lembrar um fato de Calculo que sera til logo a frente. Se ¢ : R — R é uma funcao
integravel em intervalos limitados e continua em x, entdo a média de ¢ sobre o intervalo
[z, x 4+ dx] converge para p(z) quando dx | 0, isto é,

1

[ ptwdn — () (L)

Isso decorre da estimativa

;r /:cx-i-éz (Sp(u) B SO(:E)) g < (Slx /xx-&-écc

1 z+oz
<[ s fp(w)— (@) du

r<uLe+ox

1 x4z
= sup fp(w) —p@)| 5= [ Ldu

r<u<lz+ox

= sup [p(u) —o(z)],
r<u<Le+ox
cujo lado direito tende a zero pela continuidade de ¢ em x. Quando ¢ é continua em um
intervalo que contém x, esse fato é uma consequéncia do Teorema Fundamental do Calculo.
Antes de estudar o limite das probabilidades condicionais, vamos fixar a escolha das
densidades marginais que usaremos ao longo destas notas. Fixada a densidade conjunta



fx vy, escolhemos

fx@) = [ r@ode,  fr@) = [ ey da

sempre que a integral correspondente for finita. Como fxy ¢é nao negativa e sua integral
sobre o plano vale 1, o Teorema de Tonelli garante que essas integrais sao finitas em quase
todo ponto. Nos pontos excepcionais em que uma dessas integrais for infinita, atribuimos
o valor 0 a marginal correspondente. Esses pontos formam um conjunto de medida nula,
de modo que essa escolha nao altera as distribui¢des marginais. Com essa convencao, a
identidade entre a marginal e a integral da conjunta vale em cada ponto em que a marginal
é estritamente positiva.

Proposigao 1 (Limite das probabilidades condicionais). Seja (X,Y’) um vetor aleatério
possuindo densidade conjunta fyy e densidade marginal fx. Fixe z € R tal que fx seja
continua em x e fy(z) > 0, e suponha que, para todo y € R, a funcao

ur— /y fxy (u,v) dv

seja continua no ponto u = z (esta hipdtese serd satisfeita em todos os exemplos destas
notas, em cada ponto onde fx(x) > 0). Entéo, para cada y € R, existe o seguinte limite
4 fX7Y(xav)

%E&I&P(ng’arg)(éx—i—éx): _mmdv:(}(y). (1)

Prova. Fixamos z com fx(x) > 0 e tomamos dz > 0.

Etapa 1 (o evento condicionante tem probabilidade positiva). Como fx é continua
emz e fx(z) > 0, podemos escolher uma vizinhanga aberta I de x na qual fy > 0. Tomando
dz suficientemente pequeno de modo que [z, z + dx] C I, segue que fx(u) > 0 para todo u
nesse intervalo e, portanto,

z+6x

IP’(:z:éXéx—l—éz)z/ fx(uw)du >0,

T

pois a integral de uma funcao positiva sobre um intervalo ndo degenerado é positiva. Essa
verificacao é necessaria porque vamos dividir por essa probabilidade: sem ela, a probabilidade
condicional nao estaria definida.

Etapa 2 (escrita das duas probabilidades como integrais). Pela definicdo de proba-
bilidade condicional, temos

P(ng, x<X<x+5x)
P(z<X<x+5m) ‘

P(ng]x<X<x+5x):

O evento no numerador corresponde ao conjunto
{(u,v) ER*:z<u<ao+dr, v <y},

que é uma faixa semi-infinita do plano. Pelo resultado das notas sobre vetores continuos,
sabemos que a probabilidade de o vetor (X, Y") pertencer a regiao descrita acima é dada pela
integral da densidade conjunta sobre esta regiao. Logo,

z+0x ry
]P’(Y <y, < X<x+ (5:6) = / fxy(u,v)dvdu,



onde integramos primeiro em v, para cada u fixado, e depois em u sobre a faixa. Para o
denominador, usamos a densidade marginal de X:

IP’(:L' < X<z+ 5x) = /:Mx fx(u) du.

Etapa 3 (divisao por dx). Substituindo as duas expressoes acima na razao que define a
probabilidade condicional, obtemos

z+0x
/ hy(u) du

z+dx )
/x fx(u)du

P(ng’x<X<x+5x>:

em que definimos
Yy
hy(w) = [ frr(u,v)do.

No intervalo I, temos fx(u) > 0 e, pela escolha da marginal, 0 < hy(u) < fx(u). Portanto, as
duas fungoes sao integraveis nos intervalos limitados contidos em I. Dividindo o numerador
e o denominador por dz, o lado direito se escreve como o quociente de duas médias:

1 /:EJréxh( )d
- u u
P(Y <yle<X <a+tdr)= 0t 7

1 T4z '
5r /x fx(u) du

Etapa 4 (passagem ao limite). Nossa hipotese garante que h, é continua em x e que fx
é continua em z. Aplicando o fato de Calculo recordado antes do enunciado a cada uma das
médias, com ¢ = h, no numerador e ¢ = fx no denominador, segue que

1 1

ox ox
quando dz | 0. Como fx(z) > 0, o limite do quociente é o quociente dos limites e assim
concluimos que

z+6x z+éx
/m hy (1) du — hy(z), / Fx(w) du — fx(z)

hy(z) 1 v v fxy(x,v)
PY<y|lz<X<z+0r) — 2 = / fxy(z,v)dv = e,
(<] ) = R~ @ P e = [ TR
onde a ultima igualdade vale porque fx(x) nao depende de v e pode, portanto, sair da
integral. Esse é exatamente o limite exibido em (1). [

A férmula (1) merece alguns comentérios. Primeiro, o limite ndo depende de dz, que era
apenas um artificio de aproximagao, e depende de x somente através da densidade conjunta
avaliada em z, isto é, de fxy(z,-), e do valor fx(z) da densidade marginal. Assim, apenas
a informacgao local em x sobrevive ao limite.

Segundo, o limite é uma integral, em v, de uma fun¢do nao negativa. Por isso, a fungao
G é nao decrescente. E natural esperar que G(y) — 0, quando y — —o0 e que G(y) — 1
quando y — +o00. Esses dois limites serao verificados na préxima subsecao. Além do mais,
podemos mostrar que G é uma fun¢ao continua. Estabelecidos esses fatos, sabemos, pelo
critério apresentado nas notas sobre fungoes de distribuicao, que G é a fungao de distribuicao
de alguma variavel aleatéria. Usaremos essa funcao para descrever a distribuicao condicional
de Y dado X = z. A densidade dessa variavel é discutida na subsecao seguinte.



2.2. Definicao e Primeiras Propriedades

Na subsecao anterior partimos de IP’(Y <y ‘ < X <z+ 53:) e mostramos, sob certas
hipdteses de regularidade da funcao de densidade conjunta, que esta probabilidade condicio-
nal converge, quando éx | 0, para a integral G(y) = [Y fxy(z,v)/fx(z)dv. Esta deducao
poderia ser feita em casos mais gerais, mas exigiria um ferramental matematico bastante
sofisticado e que esta completamente fora do escopo destas notas. No que segue, vamos usar
esta dedugao como motivacao para introduzir diretamente o conceito de densidade condici-
onal para os casos em que a hipotese de continuidade das densidades conjuntas e marginais
nao sao satisfeitas.

Definigao 2 (Densidade condicional). Sejam X e Y varidveis aleatorias possuindo densidade
conjunta fxy, densidade marginal fx e satisfazendo 0 < fyx(z) < 400, para todo x € R\ N,
onde P(X € N) = 0. A densidade condicional de Y dado que X = x é denotada por

fyix(- | ) e definida para cada y € R por

7fX’Y(x’y) sex e R\ N:
Frix(yla) =14 Ix@) SR (2)

0, sex € N.

Sobre a relacdo com a subsegdo anterior, note que a funcdo g(v) = fxy(z,v)/fx(z) é
precisamente o integrando que apareceu no limite. Portanto, G(y) = [Y_ fyx(v | ) dv, ou
seja, fyix(- | ) é uma densidade de G. Em cada ponto y em que y — fxy(z,y)/fx(x)
é continua, o Teorema Fundamental do Calculo garante que G é derivavel e que G'(y) =
frix(y | ). E por isso que chamamos G de fungdo de distribuicao condicional de Y dado
X =ux, e fyx(- | z) de densidade condicional correspondente.

Vale a pena explicitar o status logico da defini¢cao acima, porque ele difere do que fizemos
com probabilidade condicional de eventos. Expressoes como P(Y < y | X = x) ndo podem
ser interpretadas pela formula usual P(A | B) = P(AN B)/P(B), pois o evento {X = z} tem
probabilidade zero e a razao seria uma divisao por zero. O que fizemos foi mostrar que sob
certas condigoes nas densidades conjuntas e marginais temos uma razao natural para definir

P(Y <y X =2)=G) = [ fx(v]z)dv.

A Proposigao 1 justifica essa escolha, pois mostra que G é o limite das probabilidades con-
dicionais em faixas estreitas. Em outras palavras, a densidade condicional (2) nao é conse-
quéncia direta da féormula de probabilidade condicional. Ela é o objeto que escolhemos para
representar a ideia intuitiva de “distribuicdo de Y sabendo que X vale z”.

Proposicdao 3 (A densidade condicional é uma densidade). Sejam X e Y conjuntamente
continuas, com densidade conjunta fxy e marginal fx escolhida conforme a convencao
anterior. Fixe z € R tal que 0 < fx(x) < co. Entao a fungio g(v) = fxy(x,v)/fx(z) é nao
negativa e integravel, e satisfaz

/_O:Og(v) dv = 1.

Consequentemente, G(y) = [Y_ g(v) dv é continua, ndo decrescente e

lim G(y) =0, lim G(y) = 1.

Yy—r—00 Yy—r—+00



Prova. A ndo negatividade de g é imediata: tanto fxy(z,v) quanto fx(x) sdo nao negativos
e o denominador ¢ estritamente positivo. Para a normalizagao, usamos a escolha da densidade
marginal e dividimos por fx(z):

- = L - Tr,v)av = fX(x) =
[ord= g | mrtide ==t

Como ¢ é nao negativa e tem integral finita, ela é integravel. Resta estudar G. Se y; < o,
entdo {v < y1} € {v < y2} e a monotonicidade da integral d& G(y;) < G(y2), ou seja, G
¢ nao decrescente. Para os limites, usamos o teorema da convergéncia dominada, estudado
nas notas sobre funcoes de distribuicao. Se y, — —00, as fungoes g(v) 1 (oo y,](v) convergem
para 0 ponto a ponto e sdo dominadas por g. Como g é integréavel, o teorema da G(y,) — 0.
Analogamente, se y,, — 400, essas fungoes convergem para g(v) e sao dominadas por g, de
modo que G(y,) — [Zo g(v)dv = 1.

Para a continuidade, fixe y € R e uma sequéncia y, — y. As indicadoras 1(_ny,(v) con-
vergem para 1 (_,(v) em cada ponto v # y. Novamente, os produtos por g sao dominados
por g, e o teorema da convergéncia dominada da G(y,,) — G(y). Logo, G é continua. |

A escolha da densidade marginal garante a identidade [°% fxy(x,v)dv = fx(x) em cada
ponto admitido pela definigdo. Por isso, a normalizagdo vale para todo x com 0 < fx(z) <
00. Se usassemos uma versao arbitraria da marginal, a identidade entre ela e a integral
da conjunta estaria garantida apenas em quase todo ponto. Nos exemplos destas notas,
calculamos as marginais diretamente por integragao e a proposicao se aplica em cada ponto
em que a marginal é positiva.

Observacgao 4 (Independéncia). Se X e Y sao independentes, entao fxy(z,y) = fx(z)fy(y)
em quase todo ponto do plano. Substituindo em (2), obtemos, para quase todo x com
fx(x) > 0 e quase todo y,

_ Ix(@)fr(y) _
frix(y|z) = (@) fy (y).

Esse resultado é coerente com as notas sobre vetores continuos, nas quais a independéncia
foi caracterizada pela fatoracdo da densidade conjunta. Em palavras, saber o valor de X
nao altera a distribuicdo de Y, para quase todo valor de x. Se escolhemos a representacao
Ixy(z,y) = fx(z)fy(y) em todos os pontos, a igualdade entre as densidades vale para cada
x com fx(z) >0 e cada y.

Observacao 5 (Férmula de Bayes para densidades). Trocando os papéis de X e Y na
defini¢do, sempre que fx(z) > 0e fy(y) > 0 vale também

fxy(@y) frix(y | z) fx(z)
fr(y) fr () '

Essa é a versao para densidades da férmula de Bayes, vista nas notas sobre probabilidade
condicional para eventos. Ela é 1til quando a densidade condicional de Y dado X é conhecida
e queremos inverter a ordem do condicionamento, ou seja, obter a distribuicdo de X dado
Y = y a partir da distribui¢do de Y dado X = x e da marginal de X.

Para obter a forma total, usamos a defini¢ao na forma fxy(z,y) = fy|x(y | ) fx(x) nos
pontos com fx(z) > 0. Com a extensao por 0 nos demais valores de z, essa identidade vale

fX|Y($ | y) =



em quase todo ponto do plano. De fato, as se¢bes da conjunta com integral nula se anulam
em quase todo y, e as se¢des com integral infinita tém abscissas em um conjunto de medida
nula. Integrando em x, obtemos

fy(y) = /O:o frix(y | z) fx(x)dx

para quase todo y. Essa é a forma continua do Teorema da Parti¢do (ou da Probabilidade
Total), estudado nas notas sobre esperanga condicional. Nos pontos com fx(z) = 0, o
produto fy|x(y | x) fx(x) é nulo, qualquer que seja o valor finito atribuido a fy|x(y | ).
Por isso a integral nao depende dessa escolha.

Observacgao 6 (Unicidade). Densidades nao sao unicas: duas fungoes nao negativas que co-
incidem em quase todo ponto produzem as mesmas probabilidades e, por isso, representam
a mesma distribui¢ao. A densidade condicional herda essa ambiguidade: se duas densidades
conjuntas coincidem em quase todo ponto, entao, para quase todo z, as densidades condi-
cionais correspondentes coincidem em quase todo ¥y, nos pontos em que as marginais sao
positivas. Assim, fixar a marginal por integracao garante a normalizacdo em cada ponto
admitido, mas outra versao da conjunta pode alterar a condicional em valores excepcionais
de x. Nos exemplos, adotaremos a representacao que atribui valor 0 fora do suporte, como
foi feito nas notas anteriores, pois ela torna as formulas mais transparentes.

3. Exemplos

Passamos agora a exemplos concretos, que mostram como o suporte da densidade conjunta
afeta o calculo. No primeiro, o suporte é a regiao 0 < x < y < oo, limitada pela reta
y = x; por isso os limites de integragdo das marginais passam a depender do valor fixado.
No segundo, a normal bivariada, a densidade condicional é novamente normal. No terceiro,
o suporte é um triangulo limitado e a densidade conjunta é constante.

3.1. Um Dominio Triangular

Exemplo 7 (Densidade conjunta em um dominio triangular). Suponha que X e Y sejam
conjuntamente continuas, com densidade conjunta

277V se0<x <y < o0,
fX,Y(xvy) = (3)

0, caso contrario.

Determine as densidades marginais fx e fy, as densidades condicionais fyx(y | z) e fxy(z |
y) e interprete os resultados.
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Figura 2: O suporte S = {(z,y) : 0 < x < y}, sombreado, é
verticalmente simples e horizontalmente simples. As se¢oes desta-
cadas em vermelho correspondem, respectivamente, a x = xy, com
To <y <o00,eay =1y com0<x<1yy; asecao vertical continua
além da janela desenhada.

As duas descrigoes simples do suporte na Figura 2 determinam os limites de integracao
das marginais calculadas a seguir.

Solugao. (1) Marginal de X. Fixemos x > 0. A condi¢ao 0 < z < y < 0o impde y > &
sobre a variavel que estamos integrando, de modo que o limite inferior da integral em y é x,
e nao 0. Logo

fx(r) = /O:O Ixy(@,y)dy = /;o 2"V dy

= 26’”3/ e Vdy=2e" {—e’y} e
T y=x
=2 " (0 + e_x) = 2¢7 22,
Se x < 0, nenhum ponto (z,y) pertence ao suporte e fx(z) = 0. Assim

2e % sex >0,
fx(z) = (4)
0, se r <0,
isto é, X ~ Exp(2).
(2) Marginal de Y. Fixemos y > 0. A condi¢do 0 < x < y diz que = percorre (0,y).
Portanto

fr(y) = /_o:o fxy(z,y)de = /Oy 2e Y dx

=2e7Y /Oy e Pdr =2e7Y [—e_x] o

=0
=2e7Y (1 — e*y) .
Para y < 0, a reta horizontal de ordenada y nao intercepta o suporte, logo fy(y) = 0. Assim

2¢e7Y (1 —e™Y), se 0,
P )

0, se y < 0.



Diferentemente de (4), essa densidade nao é exponencial, pois o fator 1 —e~¥ impede que ela
tenha a forma Ae V.

(3) Conferéncia da normalizacdo. Antes de usar essas densidades, convém conferir que
elas integram 1. Para X, [;°2e % dx =2 - % =1,eparay,

/Ooze—y (1-e) dy:?/ooe_ydy—Z/ooe_2ydy
0 0 0

=2.1-2.--=1.
2

A mesma conferéncia vale para a conjunta: a integral em y é exatamente fx(x), calculada
no item (1), de modo que

/ / 2 " Vdydr = / 2e 2 dg = 1.
0 T 0

Isso confirma que a constante 2 faz de (3) uma densidade.

(4) Densidade condicional de Y dado X = z. Fixemos = > 0, de modo que fx(x) =
2¢7% > () e a razdo estd bem definida. Para y > z temos fxy(x,y) = 2¢7*7¥, logo

fxy (@, 2e Y .
fristy | ) = P00 B2 e, 6

Se y < x, o numerador se anula e fyx(y | ) = 0. A normalizacdo em y confirma-se para

cada z fixado: - ~
/ e W) gy = / e “du=1,
x 0

com a substituicao u = y — x. Note que x apenas desloca o ponto de partida da integracao
e desaparece no resultado.

(5) Densidade condicional de X dado Y = y. Fixemos y > 0, de modo que fy(y) =
2¢¥(1—e¥)>0. Para 0 < x <y,

_ fxy(zy) 2e %Y e
fX|Y<x ’ y) - fY(ZJ) - 2e—v (1 _ e_y) - 1— €_y7 (7>

e fxy(x |y) =0 fora de (0,y). A normalizacao é

vy e’ 1 y 1—eY
/0 1—ev v 1 —e¥ 06 o 1—ev

(6) Leitura dos resultados. O item (4) diz que, dado X = z, a densidade condicional de
Y é e~ sobre (x,00): a distribuicao condicional de Y —x dado X = x é Exp(1), qualquer
que seja x > 0. O conhecimento de X desloca o suporte de Y para (x,c0), mas ndo altera a
forma e~¥~%) da densidade.

Esse fato tem uma explicacao estrutural. No suporte,

fX,Y ('Ia y) = 26_2$ 6_(y_x)7

que é um produto de uma fungdo de x apenas, a densidade de X ~ Exp(2), e de uma
fungdo de y — x apenas, a densidade de Y — X ~ Exp(1). Mais precisamente, a mudanca
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de variaveis (z,y) — (x, y — ), cujo jacobiano vale 1, leva o suporte ao quadrante (0, 00) X
(0,00) e transforma a densidade conjunta nesse produto. Isso mostra que X e Y — X sédo
independentes.

O item (5) ¢é diferente: dado Y = y, a densidade condicional de X ¢ a de uma Exp(1)
truncada a (0,y), renormalizada pelo fator 1/(1 —e™¥) > 1. Esse fator diminui quando
y cresce e tende a 1 quando y — oo: para y grande, o truncamento em (0,y) quase nao
restringe X.

3.2. A Normal Bivariada

A distribuicdo normal bivariada é o exemplo tipico de densidade conjunta cuja densidade
condicional é novamente normal. Veremos que a densidade de Y dado X = x é uma normal
cuja média é uma funcio afim de z. E nesse ponto que o pardmetro p ganha sentido: ele
mede quanto a observacao de X desloca o centro da distribuicao condicional de Y. Esse
parametro é a correlacao entre X e Y, conceito que serd estudado mais adiante.

Fixe p € (—1,1) e defina

1 2 — 2pzry + y? 5
f(xﬂy)zmexp(_ 2<1p_yp2)y >7 (I,y)GR : (8>

f(z,y) A

p=20 p=038

Figura 3: Densidades normais bivariadas padrao para p = 0 (a
esquerda) e p = 0,8 (a direita), na mesma escala vertical. Para
p = 0, a superficie é radialmente simétrica; para p = 0,8, a malha se
alonga na direcao y = x. As curvas vermelhas destacam as sec¢oes
x =1/2 e y = —1 da densidade conjunta; para obter as densidades
condicionais, dividimos cada se¢do pela marginal correspondente.

Essa funcdo é ndo negativa. Que sua integral sobre R? vale 1 é verificado no Exercicio 1,
ao final da subsegdo, como consequéncia dos calculos a seguir. Dizemos que (X,Y) tem
distribui¢io normal bivariada padrao com pardmetro p quando sua densidade conjunta é (8).
Para obter a densidade condicional, precisamos da marginal de X. Para isso, completamos
o quadrado no expoente, uma técnica que reaparece em todos os calculos com a normal
bivariada.
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Proposigao 8 (Densidade condicional da normal bivariada padrao). Suponha que (X,Y)
tenha densidade conjunta dada por (8). Entdo a densidade marginal de X ¢é a densidade
normal padrao

() = \/12_7Te_”32/2, rER, ()

e, para cada x € R, a densidade condicional de Y dado X =z é

_ 1 e[ = p2)?
ity 9= e ) veR (10

Em outras palavras, a distribui¢do condicional de Y dado X = z é N(pz, 1 — p?), isto é,

normal de média px e varidncia 1 — p?.

Prova. Por defini¢do, fx(z) = [, f(z,y)dy. Completando o quadrado em y, obtemos

2 = 2pxy +y°* = (y — pr)® + 2*(1 — p?).

Ao dividir pelo fator 2(1 — p?) do denominador do expoente a parcela 2%(1 — p?) se reduz

a 22/2, que ndo depende de y. Usando €™ = e%?, a dependéncia em z se separa no
produto exp(—z?/2) exp( (?é ”i

multiplicando e dividindo por {/2m(1 — p?), reconhecemos a densidade de N(px,1 — p?):

1 AW (y — px)?
fx(x) = WGXP<_2> /_Ooexp<—2(1_p2)> dy

x (y — px))) a.

el 5) [ g

) A exponencial que depende de z sai da integral em y e,

O integrando destacado é a densidade de N(pz,1 — p?) na varidvel y, logo sua integral vale
1, e segue (9). Como fx(z) > 0 para todo x € R, podemos dividir a densidade conjunta por
fx(x) em todos os pontos. Dividindo por (9), os fatores exp(—z?/2) se cancelam e resta

 fxy(zy) 1 oo [ W = pT)’
fxllo) == ey = on(1 — p?) p( 2(1 —p2)> ’

que é (10). [

Observacao 9 (Caso geral e independéncia). Sejam iy, s € R, 01,00 > 0e p € (—1,1).
Dizemos que (X,Y) tem distribuicio normal bivariada com esses pardmetros quando sua
densidade conjunta é

oz, y) = 1 exp _ Qz,y)
’ 2mo109y/ 1 — p? 2

onde () é a expressao quadratica

o= () -~ () () (5]
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O caso padrao corresponde a ;= s = 0 e 0y = 03 = 1, pois entdo Q(x,y) = (22 — 2pxy +
v /(1= p?), e —Q(z,y)/2 é o expoente de (8).
Para reduzir o caso geral ao padrao, definimos
X —
U — iy o

01 02

Y — o

A transformacao inversa é x = py + o1u e y = s + o9v. Sua matriz jacobiana é diagonal,
com entradas oy e 0o, de modo que o jacobiano vale gy09. Pela formula da densidade de
uma transformacao afim de um par de variaveis com densidade, vista nas notas sobre somas
de variaveis aleatorias continuas e mudanca de variaveis, a densidade de (U, V) é

(1 + o) 1 u? — 2puv + v?
o1u 09V ) 0109 = —F——=€X —
g\ 1U, 2 2 102 27Tm p 2(1 — p2) 9

que é exatamente (8). Logo, (U, V) tem distribui¢do normal bivariada padrao e, pela Pro-
posicio 8, a distribuicdo condicional de V dado U = u é N(pu,1 — p?).

Como Y = g + 05V, a densidade condicional de Y dado X = z é obtida da de V dado
U =u, com u = (x — p1)/01, pela mesma transformagao afim unidimensional: ela divide a
densidade por oy e troca v por (y — pa)/02. Obtemos

Foxly | 2) = —2 exp(—<y —H2 — poa(v — pu)/on) ) . (13)

2103(1 — p?) 203(1 — p?)

A distribuigao condicional de Y dado X = z é, portanto, normal, com média ps + pos(x —
p1)/oy e varidncia o3(1 — p?). A média condicional é afim em z, e a varidncia nao depende
de z.

Quanto a independéncia, se p = 0, entao (11) se fatoriza como o produto das densidades
de N(p1,0%) e N(ug,03); logo, X e Y sdo independentes. Reciprocamente, se X e Y sdo
independentes, a distribui¢ao condicional de Y dado X = x coincide com a marginal de Y
para quase todo x. Sua média deve, portanto, ser constante em . Como a média condicional
é us + pos(x — 1) /o1, com oq,09 > 0, isso for¢ca p = 0. Assim, no caso normal, X e Y sao
independentes se, e somente se, p = 0. Fora do caso normal, essa equivaléncia pode falhar:
h& variaveis com covariancia nula que nao sao independentes, o que sera discutido no estudo
da covariancia e da correlacao.

1 Normalizacao da densidade normal bivariada. Mostre que a funcao f definida em
(8) integra 1 sobre R?. Sugestao: integre primeiro na varidvel y, use o cdlculo da integral em
y na prova da Proposicao 8 para identificar a integral interna e lembre que a normal padrao
tem integral 1. Nao é preciso refazer a integral gaussiana.

3.3. Uma Densidade Uniforme em um Triangulo

No primeiro exemplo desta se¢ao, o suporte era ilimitado e a densidade conjunta decaia
exponencialmente. Vamos agora considerar uma regiao limitada e uma densidade conjunta
constante, para ver como o formato do suporte se reflete na densidade condicional. Seja

D:{(x,y)E]RQ:x}O, y >0, x+y<1}

o tridngulo de vértices (0,0), (1,0) e (0,1), cuja drea é 1/2.
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Exemplo 10 (Uniforme em um tridngulo). Suponha que (X, Y") tenha distribui¢ao uniforme
sobre D, isto é, que sua densidade conjunta seja

2, sex>0,y>0, z+y<1,

fxy(z,y) = { (14)

0, caso contrario.

O valor constante 2 nao é arbitrario: a densidade de uma distribui¢ao uniforme sobre uma
regido plana é o inverso da drea dessa regiao, e aqui 1/(1/2) = 2. Como a fronteira de D
tem &area zero, atribuir o valor 0 & densidade nessa fronteira nao altera as probabilidades.

Determine a densidade marginal de X e a densidade condicional de Y dado X = z; em
seguida, calcule P(Y < 1/4 | X =1/2).

Solugao. Fixado x com 0 < x < 1, a secao vertical do tridngulo na abscissa x é o intervalo
[0,1—z], de comprimento 1 —z. A densidade é positiva no interior desse intervalo e se anula
nas extremidades. Integrando a densidade conjunta nessa se¢ao, obtemos

frte)= [ ody=20-1), (15)

e fx(z) = 0 fora do intervalo (0,1). Conferimos a normalizacao:
1 2271
/ 2(1 — ) dz = 2 x—} ~1.
0 2

0
Note que fx decresce linearmente em x: as segoes verticais do tridngulo encurtam quando
x se aproxima de 1, e a marginal herda esse comportamento.

Com a marginal em maos, a densidade condicional é o quociente fxy(z,y)/fx(x), defi-
nido para os z com fx(z) > 0, isto é, para 0 < z < 1. Para 0 < y < 1 — x, o ponto (z,y)
estd em D, de modo que fxy(z,y) =2, e portanto

2 1

Pixwle) =5a =5 =174 (16)

enquanto fyx(y | z) = 0 fora do intervalo (0,1 — x). A normalizacao ¢ imediata:

1—x ]_ ]_ 1—x
dy — / dy = 1.
/o 1—=zx y 1—xJo 4

Logo, dado X = z, a distribui¢do condicional de Y é uniforme no intervalo (0,1 — z). A
leitura geométrica é direta: condicionar em X = x equivale a cortar o tridngulo pela reta
vertical de abscissa x e olhar a distribui¢ao sobre o segmento restante, de comprimento 1 —x.
Como a densidade conjunta é constante sobre D, a distribuicdo ao longo desse segmento é
uniforme.

Por simetria, trocando os papéis de x e y, obtemos, para 0 <y <lel <z <1—y, a
densidade fxy(z|y) =1/(1 —y). Ou seja, dado Y = y, a distribuicdo condicional de X ¢é
uniforme em (0,1 — y).

Para calcular a probabilidade pedida, fixamos z = 1/2. Entao 1 —x = 1/2 e a den-
sidade condicional vale 2 no intervalo (0,1/2). Pela definicao de P(Y < y | X = x), essa
probabilidade é a integral da densidade condicional sobre (—oo, 1/4]:

1 1 141 11
PlYy<-|X=-= :/ L ogy—9. 11
( 4’ 2> o 12T 7472

O resultado é coerente: dado X = 1/2, o segmento disponivel para Y tem comprimento 1/2,
e até y = 1/4 percorremos a metade dele.
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O exemplo ilustra um mecanismo geral. Ao integrar a densidade conjunta, que é cons-
tante, sobre a secao vertical, o resultado ¢ essa constante vezes o comprimento da secao.
Assim, o fator 2 é a densidade uniforme sobre D e o fator (1 — x) é o comprimento da
secdo, o que deu fx(z) = 2(1 — z). Quando a densidade conjunta é constante, a marginal
de X ¢é proporcional ao comprimento das se¢des verticais. Ao formar a razao que define
a densidade condicional, a constante da densidade conjunta se cancela, restando o inverso
do comprimento da secao, que ¢ uma densidade constante sobre a secao. Esse mesmo me-
canismo aparece nas notas sobre vetores continuos, no calculo das marginais de uniformes
sobre retangulos.

4. Exercicios

Reunimos aqui dois exercicios resolvidos, que retomam o calculo da densidade condicional
em outros dominios triangulares. A receita é, em geral, a mesma: determinar as marginais,
dividir a densidade conjunta pela marginal apropriada e, por fim, conferir a normalizacao
do resultado. Os dois exercicios complementares, na secao seguinte, tratam da uniforme no
disco e de um modelo em que a densidade condicional de Y dado X = z é especificada
diretamente.

2 Condicionais em outro dominio triangular. Suponha que X e Y tenham densidade
conjunta

e ¥ sel <z <y < oo,
fxy(z,y) = (17)

0, caso contrario.

Determine as densidades condicionais de Y dado X = x e de X dado Y = .

Solucao. Antes de comecar, observe que o suporte da densidade conjunta é o tridngulo
{(z,y) : 0 <z <y < oco}. Sobre esse conjunto, fyy ¢é positiva, e fora dele vale 0. Como as
duas densidades condicionais se obtém dividindo a conjunta pela marginal correspondente,
comecamos determinando as duas marginais.

Densidade marginal de X. Fixado = > 0, a varidvel y percorre o intervalo (z,00). Assim,
integrando a conjunta em g, obtemos

fx@) = [ pev@y)dy = [T ey = [—e] = e, (18)
para x > 0, e fx(x) = 0 se x < 0. Essa é a densidade de uma varidvel exponencial de
parametro 1.

Densidade marginal de Y. Fixado y > 0, a variavel x percorre o intervalo (0,y). Como
o integrando e~¥ nao depende de x, a integral é imediata:

fr(y) = /_o:o fxy(z,y)dr = /Oy e Vdr=ye, (19)

paray > 0, e fy(y) = 0sey < 0. Reconhecemos em fy a densidade Gama(2, 1), que também
¢é a densidade da soma de duas variaveis exponenciais independentes de parametro 1, como
estudado nas notas sobre somas de variaveis aleatorias continuas. Isso nao é coincidéncia. No
suporte, fx.y(z,y) = e e~ o que mostra, pela mudanca de varidveis (z,y) — (z, y—=2)
(de jacobiano 1), que X e Y — X sdo independentes e exponenciais de pardmetro 1. Logo,

15



Y = X+ (Y — X) é uma soma desse tipo. A presenca do fator y é o que distingue fy de fx,
cuja forma ¢é apenas e™”.
Condicional de Y dado X = z. Fixe x > 0, de modo que fx(z) = e~ > 0. Dividindo a

conjunta pela marginal em x, obtemos

_Sxy(@y) e
fY\X(y | LU) - fX(x) e T € ’ <20>

para y >z, e fy|x(y | ) = 0 caso contrario. Vamos conferir a normalizacdo. Substituindo
u =1y — x, de modo que dy = du e os limites y > = se tornam u > 0,

/ e~ W) gy :/ e “du=1.
T 0

Portanto, fy|x(- | z) ¢ de fato uma densidade de probabilidade sobre (z,00). Reconhecemos
nela uma exponencial de parametro 1 deslocada em x.

Condicional de X dado Y = y. Fixe y > 0, de modo que fy(y) =ye~¥ > 0. Dividindo a
conjunta pela marginal em y, encontramos

fxy(z|y) = fXg/((z’)y) = yee_yy = ;a (21)

para 0 <z <y, e fxyy(z | y) = 0 caso contrario. A normalizagao também ¢ imediata, pois
o integrando é constante no intervalo de integracao:

Logo, fxy(- | y) é a densidade da distribuicao uniforme no intervalo (0, y).

Por fim, interpretemos o resultado. A igualdade em (21) diz que, uma vez dado Y = v,
a varidavel X ndo tem preferéncia por nenhum ponto de (0,y): ela é uniforme ali. Vale
comparar com o Exemplo 7, no qual a conjunta era 2¢7*~¥ e a condicional de X dado Y =y
resultava ser a exponencial truncada e™* /(1 —e™¥), concentrada perto de x = 0. A diferencga
estd na conjunta. L&, fxy(z,y) = 2e”*¥ depende de z, e essa dependéncia sobrevive na
condicional. Aqui, fxy(z,y) = e ¥ nao depende de z sobre o suporte. Como fy(y) também
nao depende de z, a condicional de X dado Y = y é constante em x, isto é, uniforme.

3 Posicao de X dado o valor da soma. Sejam X e Y varidveis aleatorias independentes,
cada uma com distribuicao exponencial de parametro A > 0. Determine a densidade conjunta
de X ede X +Y e deduza que a densidade condicional de X dado que X +Y = a é uniforme
no intervalo (0,a), para cada a > 0. Interprete o resultado: saber que X +Y = a restringe
X ao intervalo (0,a), mas nao favorece nenhum ponto desse intervalo.

Solugdo. Como X e Y sdo independentes e ambas tém distribuigdo Exp()), a densidade
conjunta de partida é

fxy(z,y) = e A N\ N = N2 AT MY, (22)

paraz >0ey >0, e fxy(z,y) =0 caso contrario.
Passamos da descrigdo pelas coordenadas (X,Y) para a descri¢ao pelas coordenadas
(U,V), com
U =X, V=X+Y.
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A segunda coordenada é justamente a soma que queremos estudar. Invertendo o sistema,
obtemos r = u e y = v—u. Assim, as condi¢ées > 0 ey > 0 se traduzem em 0 < u < v, que
¢ a imagem do suporte pela transformagcao. Para aplicar a férmula de mudanca de variaveis,
calculamos o determinante jacobiano da aplicagdo inversa (u,v) +— (z,y). As derivadas
parciais sao

Oz _, Oz _, 9% _ _, 9% _,
ouw ' ow T ou 7 ow
e portanto
or o
J—det| %% O :det<1 0):1-1—0-(—1):1.
@ @ -1 1
ou Ov

Como |J| = 1, a mudanga de varidveis preserva areas infinitesimais. Substituindo z = u e
y =v —u em (22) e multiplicando por |J| = 1, obtemos, para 0 < u < v,

fov(u,v) = fxy(u,v—u) = Mg e AMv—w),
O ponto-chave esta na simplificacdo dos expoentes:
e—Au e—A(v—u) _ e—)\u—)\v—i-)\u _

€ )

isto é, os termos que dependem de u se cancelam. Assim, no suporte 0 < u < v, o valor da
densidade conjunta de (U, V') depende apenas de v:

ANe ™ sel<u<w,

fo (u,0) = - (23)
0, caso contrario.
Ua L
/,,
,I
/,,

Vo < ro}
7 |
‘0
/,, :
’ |
4 |
/, !
A l
! |
4 I |
y I I

1 : >

0 Uo Vo u

Figura 4: O suporte S = {(u,v) : 0 < u < v}, sombreado, é
verticalmente simples e horizontalmente simples. As secoes desta-
cadas em vermelho correspondem, respectivamente, a u = ug, com
Uy < v <00, eav =1 com0<u< vy asecao vertical continua
além da janela desenhada.

Para cada v fixo, a expressio A2e~* ndo depende de u: sobre o tridngulo 0 < u < v, a

densidade conjunta tem sempre a mesma altura, e toda a variacao fica por conta de v.
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Passamos a marginal de V' = X + Y, integrando (23) em u sobre o suporte compativel.
Fixado v > 0, a varidvel u percorre (0,v) e o integrando nao depende de u, de modo que

fv(v) = /U N dy = Ne™ /U du = N2ve ™, (24)
0 0

para v > 0, e fy(v) = 0 caso contrario. Reconhecemos em (24) a densidade de uma
Gama(2, \), pois a forma geral é A*v® te™*/T'(a), com a = 2 e ['(2) = 1. Esse é o mesmo
resultado que obteriamos pela férmula da convolucdo para a soma de duas exponenciais
independentes, vista nas notas sobre somas de variaveis aleatérias continuas.

Finalmente, calculamos a densidade condicional. Para 0 < u < v temos fy(v) > 0, de
modo que a definicao se aplica e

~ fuv(u,v) A 1

fop (u | v) = fv(v) T Npe vy (25)

enquanto fyy(u | v) = 0 fora do intervalo (0,v). O cancelamento de A\*¢™*” mostra que a

densidade condicional é uniforme em (0, v), qualquer que seja v > 0. Sua normalizagao é
Jo(1/v)du = 1. Traduzindo para as variaveis originais, dado que X +Y = a com a > 0,

1
fuyv(ula)== para0<u<a,
a

isto ¢, a distribuigao condicional de X = U dado X + Y = a ¢ uniforme no intervalo (0, a).

A interpretacao é a esperada. Saber que a soma vale a informa que X estd em (0,a),
mas nao privilegia nenhum ponto desse intervalo: a densidade condicional é constante e
igual a 1/a, a altura necessiria para que a drea total seja 1. O resultado também tem uma
interpretacao em termos de chegadas: se o instante da primeira chegada e o intervalo entre
as duas chegadas sao independentes e exponenciais, entao, sabendo apenas o instante da
segunda chegada, o instante da primeira ¢ uniforme no intervalo (0, a).

5. Exercicios Complementares

Os exercicios a seguir aplicam a formula da densidade condicional a dois modelos concretos.
No primeiro, a densidade conjunta é dada, e basta obter a marginal e a condicional. No
segundo, a densidade condicional é dada, e é preciso primeiro obter a conjunta. Em ambos,
justifique cada passo.

4 Uniforme no disco. Seja (X,Y’) um vetor aleatério uniformemente distribuido sobre o
disco unitdrio D = {(z,y) : 2> + y* < 1}, de drea T, isto &,
1
—, sex’+y’ <1,
fxy(@y) =T (26)
0, caso contrario.

Escolhemos o valor 0 na circunferéncia que delimita D, pois ela tem area zero. Faca o que
se pede.

(a) Mostre que

fe@) = 2VT=a2,  ze(-11), (27)

m
e que fx(z) =0 fora desse intervalo.
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(b) Mostre que, para z € (—1,1),
NP ——
)= ——,
v|ix\Y o/l — 2

e que fyx(y | x) = 0 fora desse intervalo.

ye (—vVi-22Vi-a?), (28)

(c) Conclua e comente: dado X = z, a varidvel Y ¢é uniforme no segmento vertical de
comprimento 2v/1 — 22 que constitui a secao do disco pela reta vertical de abscissa x.

Sugestdo. Para obter a marginal de X, integre 1/7 na vertical: a se¢do do disco pela reta
de abscissa x tem comprimento 2v/1 — 22. A condicional é o quociente entre a densidade
conjunta e a marginal, definida apenas para z com fx(z) > 0.

5 Um modelo em duas etapas. Seja X uniforme no intervalo (0,1). Suponha que, dado
X =z, a varidvel Y seja uniforme no intervalo (0, x), de modo que a densidade condicional
de Y dado X =z é

1
fY\X(y|fl7):;, O<y<ax<l.
Faca o que se pede.

(a) Mostre que a densidade conjunta de (X,Y") é

1
— sel<y<ax<l,
x

fxy(z,y) = (29)

0, caso contrario.

(b) Integre em z para mostrar que a densidade marginal de Y é
fY(y) = _lnya Yy e (07 1)7 (30)
e que fy(y) = 0 fora desse intervalo.

(c) Mostre que, para y € (0,1),

Fev(e |9) = == v ) (1)

—Iny)’

e que fyy(x |y) =0 fora desse intervalo.

Sugestdo. Use a defini¢cdo de densidade condicional na forma

Ixy (@) = fyix(y | ©) fx(z),

isto é, multiplique a densidade condicional de Y dado X = z pela densidade marginal de X
para obter a conjunta. Depois, integre em x para obter a marginal de Y e, por fim, aplique
novamente a definicdo de densidade condicional.
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