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Resumo

Neste texto apresentamos alguns fatos elementares da teoria dos espagos de Hilbert
sobre o corpo dos ntimeros complexos, com foco na classe dos espacos separaveis de
dimensao infinita e em aplicagoes a Teoria de Probabilidade. A apresentacao é feita
em carater introdutdrio e praticamente todos os resultados apresentados sao provados
em detalhes. Apos estabelecidos os fatos mais simples sobre espagos de Hilbert e apre-
sentadas algumas de suas estruturas algébricas e topoldgicas introduzimos o conceito
de base ortonormal no sentido de Schauder e provamos que todo vetor admite uma
representagao Unica como uma série incondicionalmente convergente. Em seguida, es-
tudamos o problema de aproximacao 6tima em subespacos finito-dimensionais e como
consequéncia mostramos a validade da famosa Identidade de Parseval. Na sequéncia
provamos outro resultado fundamental que afirma que quaisquer dois espacos de Hil-
bert separaveis de dimensao infinita sdo isometricamente isomorfos, explicitando como
qualquer bijecao entre suas bases pode ser unicamente estendida a uma isometria li-
near entre os respectivos espagos. Por fim, aplicamos estes resultados para estudar as
propriedades probabilisticas dos elementos de um subespaco fechado de L?(€2,.%#,P),
muito especial, construido a partir de variaveis aleatérias normais independentes. Esta
aplicagdo revela uma fascinante e nao-trivial relagdo entre a geometria do espaco e
propriedades probabilisticas de seus elementos. Mais precisamente, todos elementos de
cada esfera centrada na origem, vistos como variaveis aleatérias, possuem distribuigao
gaussiana de média zero e varidncia igual ao quadrado do raio desta esfera. Com in-
tuito de manter esta parte de aplicacbes mais autocontida possivel, apresentamos na
integra e em detalhes as provas da Desigualdade Maximal de Kolmogorov e do Teorema
de Khintchine-Kolmogorov. Mostramos como estes dois resultados podem ser usados
como poderosas ferramentas para “promover” convergéncias no sentido L? para conver-
géncias no sentido quase certo, tornando assim vidveis a identificacdo da distribuigao
dos elementos das esferas mencionadas acima.

Este é um texto de divulgacdo e tem como um dos seus principais objetivos o de
apresentar os resultados mencionados acima em material escrito na lingua portuguesa
com enfoque didatico e acessivel. O texto é voltado para estudantes de Matematica,
Fisica e de outras areas que estejam interessados em aplicacoes da Teoria de Probabi-
lidade. Ressaltamos que o texto ndo possui conteido original ou inovador e é baseado
nas referéncias [1, 2, 3].
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1. Espacos com Produto Interno

Nestas notas relacionamos alguns resultados elementares a respeito de espagos de Hilbert
sobre C. Para as aplicagboes que temos em mente é suficiente trabalhar com espacos de
Hilbert separaveis. Portanto, decidimos conduzir as discussoes neste nivel de generalidade.
Uma exposi¢do, muito clara e bem feita, do caso geral pode ser encontrada, por exemplo, na
classica referéncia [2].

Definigao 1 (Produto Interno). Seja H um espago vetorial sobre C. Um produto interno
em H é uma aplicagao (-,-) definida em H x H e tomando valores em C que satisfaz para
todo a, B € C e u,v,w € H:

1. {au+ pv,w) = alu,w) + f{v, w);

2. (u,av + pw) = alu,v) + B(u, w);

(
(

3. (u,u) >0 e além do mais (u,u) = 0 se, e somente se, u = 0;
(

4. (u,v) = (v,u), para qualquer par u,v € H.

Exemplo 2. Seja ([0, 1], (|0, 1]), A) um espago de medida, onde Z(][0, 1]) é a sigma-algebra
de Borel de [0, 1] e A a medida de Lebesgue. Denote por W o conjunto das fungoes complexas
definidas sobre [0, 1] que sdo Borel-mensuraveis e de valor absoluto ao quadrado integréavel,
isto é,

W= {f :[0,1] = C :a funcdo f é Borel-mensuravel e /[ ] |fI?d) < +oo} .
0,1

Considere o espaco quociente

V=W/x

onde a relagao de equivaléncia % é definida da seguinte forma. Dadas f,g € W dizemos que

f~ g se, e somente se,
M{z € [0,1]: f(x) # g(x)}) = 0.

A rigor, os elementos de V sdo classes de equivaléncia de fung¢oes que coincidem maédulo
conjuntos de medida A-nula. Uma maneira precisa de se referir a classe de equivaléncia de
f poderia ser, escrevendo [f],, onde [f], = {g € W : g% f} mas como de costume vamos
abusar da notacao e denotar a classe de equivaléncia de f simplesmente por f. Com esta
convencao em mente, podemos mostrar que V' possui estrutura natural de espaco vetorial
sobre C e a aplicagao (-,-) de V x V em C dada por

(f,9) = [gdA
[0,1]
define um produto interno sobre V.

Para mostrar que V' possui estrutura de espacgo vetorial sobre C, usamos as operagoes
usuais de soma de fungoes e multiplicacao por escalar em W e observamos que estas operagoes
induzem naturalmente uma estrutura algébrica em V. Porém resta argumentar que para
qualquer par f,g € V temos que |f + g|* é integrdvel, com respeito & medida . Isto pode
ser feito com auxilio da seguinte desigualdade 2ab < (a? + b?) que é valida para quaisquer



a,b € R. De fato, das propriedades elementares do valor absoluto de niimeros complexos e
da desigualdade que acabamos de mencionar segue que

< |fIP +2IRe(f - g)| + |g]?
<|fP+21f g+ g
< 2|f* + 2|9/,

|f+gl? = |fI>+2Re(f - g) + |gI?

para quaisquer que sejam f e g em V. Portanto
/ ’f+9|2d>\<2/ |f\2d)\—|-2/ lg|? d\ < +oo0,
[0,1] [0,1] [0,1]

o que mostra que soma de dois elementos de V' também pertence a V. O produto por escalar
segue diretamente das propriedades elementares da integral de Lebesgue.

Para mostrar que (f, g) estd bem-definido para qualquer par f, g € V', é necessério provar
que a integral abaixo existe (como nimero complexo)

[g dA
[0,1]

e nao depende das escolhas dos representantes das classes de equivaléncia de f e g.

Para a existéncia da integral basta mostrar que o valor absoluto da fungio produto |f g|

¢é integravel com respeito a medida de Lebesgue. Para isto podemos usar novamente a
desigualdade 2ab < (a® + V%) e que |fg| = |f|- 9] = |f| - lg| = |f g]- De fato,

1
/ /] dA:/ |fgld\ < (/ Fis d)\+/ 9] d)\> < +o0.
[0,1] [0,1] 2 \ [0,y [0,1]

A verificagdo que (f,g) é independente das escolhas dos representantes da classe de
equivaléncia é padrao, mas vamos apresenta-la para conveniéncia do leitor.

Sejam f1, fo € [f], e 91,92 € [g]x. Entdo pela definicdo da relagio de equivaléncia ¥
podemos afirmar que existem Z e N € %4([0,1]), conjuntos de medida de Lebesgue nula tais
que filze = folze e gilne = galye.

Observe que (N°NZ¢)U (N UZ) é uma partigdo mensuravel do intervalo [0, 1]. Portanto
segue das propriedades elementares da integral de Lebesgue que

/ figid\ = / f191 (Inenze + Tyuz) dA
[0,1] [0,1]
=/ f@-nmzcdH/ F1T0 Loz d
[0,1] [0,1]

- fl]].Zc 'E]]_Nc d)\

0,1]

= Jilze - g1 Ine dX
[0,1]

= fg]lzc 'gg]lNc d)\:/ fQ%']lZCONC d/\:/ fgﬁd/\,
[0,1] [0,1] [0,1]



o que prova que (f, g) independe das escolhas dos representantes das classes de equivaléncia
de f eg.

Finalmente, vamos mostrar que as propriedades 1 a 4 da Definicao 1 sao satisfeitas.
Sejam o, 3 € C e f,g,h € V. Entao segue da linearidade da integral de Lebesgue

(of +69.h) = [ (af +Pg)hdX

:a/ fEdAJrB/ g7 dA
[0,1] [0,1]

= off,h) + B{g, h).

Analogamente, usando também as propriedades elementares da conjugacdo complexa temos

(f.oh+fg)= [ ah ¥ Ty dx
:/ f%d/\Jr/ ghB d\
[0,1] [0,1]

:f/ fhdx+5 [ ghdx
0.1

[0,1]

=a(f,h)+ B{g,h),

0 que prova que as propriedades 1 e 2 sao satisfeitas.
Para qualquer f € V' temos

_ r _ 2
(f f) = /[0,1] ST d) = /[071] F[2dA > 0.

Além do mais, segue das propriedades da integral de Lebesgue que (f, f) = 0, se e somente
se, | f(z)|> = 0, A\-quase todo ponto e portanto f = [0], que é o elemento nulo do espago
vetorial V. Mostrando que a propriedade 3 ¢ satisfeita.

Para verificar que a propriedade 4 também é satisfeita basta notar que

(o= saar=] Taax=[ Fgax=[ Foax=[ oTa={7).

[0,1]

Portanto (-,-) define um produto interno em V. Neste ponto é importante mencionar
que o espaco V é conhecido na literatura como o espago de Lebesgue das fungoes com-

plexas de valor absoluto ao quadrado integravel. Este espago ¢ comumente denotado por
L*([0, 1], ([0, 1]), A).



Teorema 3 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se (-, -) é um produto interno em um espacgo
vetorial H sobre C, entao

[{u, ) < (w,u) (v,0),  Yu,v e M.

Prova. Considere a fungao auxiliar P : C — C dada por P(a) = (u — av, u — av). Pela
propriedade 3 da definigdo de produto interno podemos afirmar que a imagem de P esta
contida em [0, +00) e P(a) = 0, se e somente se, u — av = 0, ou seja u = awv. Neste caso
segue, das propriedades 2 e 4 de produto interno que

[(u, v) > = [{aw, v)]? = |a*|{(v,v)]* = aa (v,v) (v,v) = a (v, av) (v,v) = (av, av) (v, v)
= (aw, av) (v, v)

= <u7 u> <U7 U>7

mostrando que a desigualdade ¢ na verdade uma igualdade se, e somente se, u ¢ um multiplo
escalar de v.

Vamos mostrar agora a validade da desigualdade estrita no caso em que u nao é multiplo
escalar de v o que no caso de dois vetores é equivalente a dizer que eles sdo linearmente
independentes. Neste caso temos para todo a € C

0< (u—av,u—av) = (uu) —alu,v) — alv,u) + |a/*(v,v)
= (u,u) — alu,v) — alu,v) + |a|*(v,v)
= (u,u) — 2Re(@(u, v)) + |a|*(v,v)

Tomando « na desigualdade acima como sendo o = t{u,v), onde ¢t € R, ficamos com

(v,0)

= (u,u) — 2|{u, v)|* - t + [(u,v)* (v, v) - 2.

0 < (u,u) — 2Re(@(u,v)) + |a*(v,v) = (u,u) — 2Re (t{u, v) (u,v)) + ‘th

Note que podemos pensar no lado direito da desigualdade acima como uma fun¢ao polinomial
p: R — R, com coeficientes em R de grau dois, dada por

p(t) = at?> + bt +¢, onde a=|(u,v)]* (v,0), b= =2|(u,v)]* e c= (u,u)

Da desigualdade acima sabemos que p é polindomio quadratico que assume apenas valores
estritamente positivos, logo podemos afirmar que seu discriminante é necessariamente estri-
tamente negativo, isto é,

4w, v)[* = 4w, )P (v, o) (u,u) = 02 —dac <0 <= 4[{u,0)|* < 4|(u,v)]* (v, v)(u, u).

Note que se |(u,v)| = 0, entdo a conclusdo do teorema com desigualdade estrita segue da
propriedade 3 da definicdo de produto interno e de u e v serem linearmente independentes,
o que implica que nenhum destes dois vetores pode ser o vetor nulo. Caso contrario, isto
é, |(u,v)| # 0, podemos dividir ambos lados da desigualdade acima por 4 |(u,v)|* e concluir
que

[{u, V)" < (u, u){v, v).

O que encerra a prova do teorema. [ |



2. Norma Induzida por um Produto Interno

Definicdo 4 (Norma). Seja H um espago vetorial sobre C. Uma norma em H é uma
aplicagao || - || definida em H e tomando valores em R que satisfaz para todos a € C e
u,v € H:

1. |lu|]| = 0, valendo a igualdade |Ju|| = 0 se, e somente se, u = 0;
2. |law]] = ferl - flull;
3. [lu+ vl < lull + [lol;

Corolario 5. Sejam H um espago vetorial sobre C e (-, -) um produto interno em H. Entao
a aplicacio u — ||ul = (u,u)? define uma norma em .

Prova. Vamos ver a seguir que segue diretamente das propriedades da definicao de um
produto interno que a aplicacio u — ||| = (u,u)? satisfaz as propriedades 1 e 2 da
definicao de uma norma. Entretanto, para verificar que esta aplicacao também satisfaz a
propriedade 3 da definicao de norma, conhecida como Desigualdade Triangular, vamos ter
que utilizar a Desigualdade de Cauchy-Schwarz (Teorema 3).

Para verificar a validade da propriedade 1 da definicdo de norma, basta observar que
|ul| = (u, uﬁ > 0, para qualquer u € H, pela propriedade 3 da definicao de um produto
interno. Além do mais, segue da propriedade 4 da defini¢do de produto interno que ||u|| =
(u, u>% = 0 se, e somente se, u = 0. O que prova que a propriedade 1 da definicdo de norma
6 satisfeita pela aplicacio u — ||ul| = (u,u)2.

Para verificar a validade da propriedade 2 da definicdo de norma, bastar usar as propri-
edades 1 e 2 da definicdo de produto interno. De fato, para todos a € C e u € H temos

loul| = {au, au)z = ((aa)(u, u>)% = (| (u,u))? = |a] - (u,u)? = |a| - |Ju].

Vamos finalmente mostrar a validade da desigualdade triangular, propriedade 3 da defi-
nigdo de norma. Sejam u,v € H vetores arbitrarios. Entao temos da definigao de || - || e das
propriedades 1 e 2 da definicdo de produto interno que

Jlu+ol? = (u+v, utv) = (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v)
= [lull® + (u,v) + (u, v) + [Jo]|?
= [Jull* + 2Re({u, v)) + [|v]*
< lull® + 2[Re({u, )] + [|v]|*

< Jlull® + 2w, v)] + [lo]|*.

Para prosseguir vamos precisar da desigualdade de Cauchy-Schwarz. J& que esta desigual-
dade garante que |{u,v)|* < (u,u)(v,v), tomando raiz quadrada em ambos lados, temos
|(u, v)| < (u,u)2(v,v)2 = |ju]| - |v]|. Usando este fato na desigualdade estabelecida acima
temos

[+ ol* < flull® + 21w, o) + vl < flull® + 2llull - f[oll + [l]I* = (lull + [v])*.

Finalmente, tomando a raiz quadrada em ambos lados da desigualdade acima ficamos com
|lu+ | < JJul| + |Jv]|, o que encerra a prova do corolario. |
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3. Espacos de Hilbert

Um espago vetorial H, sobre C, com um produto interno (-,-), pode sempre ser equipado
com a norma || - || induzida pelo produto interno, como visto no Corolario 5. Além do mais,
esta norma por sua vez induz uma noc¢ao de métrica ou distancia em H. Mais precisamente.

Defini¢ao 6 (Espago Métrico). Um espago métrico é par ordenado (M,d), onde M é um
conjunto qualquer e d é uma funcao definida em M x M e tomando valores em R, chamada
distancia (ou métrica), que satisfaz para todo z,y,z € M

« d(z,y) =d(y,z);
e d(x,y) = 0 e além do mais, d(z,y) = 0 se, e somente se, x = ¥;
o d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2).

Note que a definicao de espago métrico é muito geral. Em particular, ela nao exige que
o conjunto M tenha nenhuma estrutura particular. Por exemplo, nao ha necessidade que
haja qualquer nocao de soma ou produto por escalar definida em M. O que sdao exigéncias
presentes, por exemplo, nas defini¢goes de produto interno e norma.

Definig¢ao 7 (Convergéncia de Sequéncias em Espagos Métricos). Sejam (M, d) é um espago
métrico e {x, tnen € uma sequéncia em M. Dizemos que x, converge para x, em (M,d),
quando n — o0, se para cada £ > 0 dado existe ny € N tal que para todo n > ng temos
d(z,z,) < e.

Observamos que a nogao de convergéncia de sequéncia em um espago métrico definida
acima, é completamente dependente da métrica de (M, d). Caso fique claro pelo contexto qual
métrica estamos considerando em M, podemos escrever simplesmente x,, — x, quando n —
00 ou usar notacao lim, . x, = x, para denotar que {z,},en converge para z, em (M, d),
quando n — oo. Além do mais, o limite de uma sequéncia {z, },eny em um espago métrico
(M, d) é tnico. De fato, se x, — = e x,, — y, quando n — oo, em (M, d), entao temos da
desigualdade triangular e da definigao de distancia que 0 < d(z,y) < d(z, z,)+d(z,,y), para
todo n € N. Logo, tomando o limite, quando n — oo, em ambos lados desta desigualdade
concluimos que d(z,y) = 0 e consequentemente que x = y.

Em contextos nos quais é natural considerar um conjunto M equipado com métricas
distintas é importante mencionar com respeito a qual métrica a convergéncia esta sendo
considerada.

Definigao 8 (Sequéncia de Cauchy em um Espago Métrico). Sejam (M, d) um espago métrico
e {x, fnen uma sequéncia em M. Dizemos que {x, }ren € uma sequéncia de Cauchy em (M, d),
se para cada £ > 0 dado, existe ny € N tal que para todo n,m > ng temos d(z,, z,,) < €.

Definigao 9 (Espago Métrico Completo). Dizemos que (M, d) é um espaco métrico completo,
se toda sequéncia de Cauchy em (M,d) é convergente. Em outras palavras, para cada
sequéncia de Cauchy {z,}nen, em (M, d), existe um unico z € M tal que x,, — x, quando
n — oo.

Se H é um espago vetorial sobre C e (-,-) é um produto interno em H chamamos a
métrica d(-,-) definida, para cada par u,v € H, por d(u,v) = |lu —v|| = (u—v,u — v)2
de métrica induzida pelo produto interno. Obviamente se d é a métrica induzida por um
produto interno em H entdo o par ordenado (#,d) é um espago métrico.
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Definicao 10 (Espago de Hilbert). Um par ordenado (H, (-, -)), onde H é um espago vetorial
sobre C e (-,-) é um produto interno em H é chamado de um espago de Hilbert se o espago
métrico (H,d), onde d é a métrica induzida pelo produto interno (-, ), é um espago métrico
completo, no sentido da Defini¢ao 9.

Em geral, provar que um espaco normado é completo pode nao ser uma tarefa das mais
simples, dependendo do caso. Abaixo apresentamos uma ferramenta muito poderosa para
provar que um espaco normado é completo. Vamos usar este resultado mais a frente para
provar uma versao, para espacos de Hilbert, do famoso Teorema de Riesz-Fischer.

Antes de apresentar o enunciado e prova deste resultado vamos apresentar a seguinte
definicao.

Definigao 11 (Séries Convergentes e Absolutamente Convergentes em Espagos Normados).

Sejam (H, || - ||) um espago normado e {h,, },eny uma sequéncia em H. Vamos dizer que uma
série Y, h, converge se a sequéncia de somas parciais s, = hy + ... + h,, converge, com
respeito & norma || - ||, para algum elemento h € H. A série Y 72, h, é dita absolutamente

convergente se > oo ||hy|| < 400.

Teorema 12. Um espaco normado arbitrario (H, || - ||) é completo se, e somente se, toda
série absolutamente convergente em H ¢é convergente.

Prova. Suponha inicialmente que (#, || - ||) é um espago normado completo. e Seja {hy, }rnen
uma sequéncia arbitraria em H tal que a série Y0, ||, || < +o00. Considere a sequéncia de
somas parciais s,, = hy + ...+ h,. Entao segue da convergéncia da série acima que dado
e > 0 existe ng € N tal que se m > n > ng temos

180 = smll = [[Pmss + -+ | < [hmga I+ -+ (Al < e

Mostrando que a sequéncia das somas parciais {s,}ney ¢ uma sequéncia de Cauchy em
(H, || - ]|).- Como estamos assumindo que este espago é completo, entdo temos que {s, }nen é
convergente.

Reciprocamente, suponha que toda série absolutamente convergente em (H, || - ||) é con-
vergente. Seja {h, }neny uma sequéncia de Cauchy arbitraria em (#, || - ||). Observe que para
cada j € N fixado, podemos encontrar n; € N tal que se m,n = n;, entao ||h, — hy,|| < 277.
Além do mais, os indices n;’s podem ser escolhidos de modo que a sequéncia {n;} ey seja
estritamente crescente, isto ¢, n; < n;;1, para todo j € N.

Considere a sequéncia {x, }neny dada por x1 = hy,, € x; = hp; — hn,_,, para cada j > 2.
Observando que as somas parciais da sequéncia {z,},en s30 somas telescépicas, temos a
seguinte igualdade zy + ... + x; = h,,, para todo £ € N. Além do mais, temos da defini¢ao
da sequéncia {n;},en e da desigualdade triangular que

[e.9] o0
Dol < el 4+ 3 gl
j=1 j=2
o
= llzall + > A, = Fon, |
j=2

=1
< [l l +j2_%2j < oo



Como estamos assumindo que toda série absolutamente convergente é uma série convergente,
entao podemos concluir da desigualdade acima que existe o seguintes limite

h = lim ij = hm hnk

k;—>oo

Como estamos assumindo que a sequéncia {h,}n,eny é uma sequéncia de Cauchy, entao
podemos concluir facilmente que h,, — h, quando n — oo. O que encerra a prova da
completude de (H, || - ||)- |

Vamos mostrar agora como usar o teorema anterior para provar a seguinte versao do
Teorema de Riesz-Fischer.

Teorema 13 (Riesz-Fischer para L?). Sejam (X, 2", ) um espaco de medida arbitririo e
L3(X, 2, 1) o espaco das funcdes (médulo p) 2 -mensuraveis, definidas sobre X e tomando
valores complexos com de valor absoluto ao quadrado integravel. Entao o espago normado

(I(X, 2 ), ]| - 1), onde
(/1) duto))

1flle= (f, £)2

é completo.

Prova. Como mencionado acima a ideia é usar o Teorema 12. Seja {f, }neny uma sequéncia
em L*(X, 2, u) satisfazendo 3% || full2 = B < +00. Defina para cada n € N

Eim’ € G5i|fk|‘
k=1

k=1

Observe que segue da desigualdade triangular que para todo n € N, temos

1Gnll2 < Zka||2 (1)
Como todas as parcelas de GG, sao nao-negativas temos que
G2 <G, — G? 1 G2
Portanto segue do Teorema da Convergéncia Monétona e da desigualdade (1) que
/XG2 dy = /ani_{gOGidu - nhi?o/)< G dp = lim |G} < B? < +oc.

e portanto que G' € L*(X, 2", ). Em particular, G(x) < 400 para u-quase todo x. Ou seja,
para p-quase todo x temos

> @) = G(o) < +oc

Da desigualdade acima, concluimos que para cada z fixado (no conjunto em que vale a
desigualdade acima) que Y72, | fx|(z) < +oo. Portanto segue das propriedades elementares
de séries de nimeros reais que a série >3, fr(z) é convergente. Vamos denotar o valor para
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o qual esta série converge por F(z). Observe que segue da desigualdade triangular na reta
que |F(z)] < G(z), portanto |F(z)*> < G(z)? e como esta desigualdade vale para u-quase
todo z segue que F' € L*(X, 2", ). Além do mais, para cada n € N temos

2

‘mw—éiﬁm> < 4G(2)?

<2G(z) = Fm—ih@

Da segunda desigualdade acima e da integrabilidade de G? segue que podemos aplicar o
Teorema da Convergéncia Dominada para concluir que

2

:g&Xﬂ@_ghm dp(x)

n—oo

k=1

= [ i [F@) =3 )| dut)

X N—00

=0.
mostrando que a série >.°°, f, converge em L*(X, 2, 1) e consequentemente pelo Teo-
rema 12 que (L*(X, 2, u),|| - ||) é um espaco normado completo, encerrando a prova do
teorema. [ |

Exemplo 14. O espago finito dimensional C" = {(z1,...,2,) : z; € C} munido do produto
interno definido por

n
(z,w) = Z 21 Wk
k=1

é um espaco de Hilbert.
Exemplo 15. O espaco das sequéncias de nimeros reais de quadrado somavel
*(N) = {(al,ag, L) ERY Y akl < +oo}
k=1

é um espaco de Hilbert sobre R. Neste exemplo, se substituindo as sequéncias de RY por
sequéncias em CN agora com valor absoluto ao quadrado somével também obtemos um novo
exemplo de espaco de Hilbert, mas agora sobre C. Para verificar a completude deste espago
basta aplicar o Teorema de Riesz-Fischer (Teorema 13) com X =N, 2" = Z(N) e p sendo
a medida de contagem.

Exemplo 16. Seja (X, 27, 1) um espago de medida arbitrario. Entao o espago de Lebesgue
L3(X, 2, 1) das funcdes a valores complexos de valor absoluto ao quadrado integravel com
produto interno e norma dados, respectivamente, por

0.0) = [ @@ 0t)  Wlson = ([, 17@R )’

é um espago de Hilbert, pelo Teorema de Riesz-Fischer (Teorema 13).
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4. Bases Ortonormais em Espacos de Hilbert Separaveis

Defini¢ao 17 (Ortogonalidade). Seja (H, (-,-)) um espaco de Hilbert. Dizemos que u,v €
H sdo ortogonais (ou perpendiculares) se (u,v) = 0. Mais geralmente, dois subconjuntos
A, B C H sao ditos ortogonais se para todos vetores u € A e v € B temos que (u,v) = 0.

Teorema 18 (Teorema de Pitagoras). Sejam (H, (-, -)) um espago de Hilbert, um ntmero
inteiro n > 2 e {uy,...,u,} um conjunto de vetores em H dois-a-dois ortogonais. Entao

lur + -l = [+

Prova. A prova sera feita por inducdo em n. O caso base serda o caso n = 2. Para este
caso, vamos considerar uy,us € H dois vetores ortogonais arbitrarios. Entao a validade da
afirmacao neste caso segue diretamente da igualdade abaixo

||us + UQH2 = (u1 + ug, uy + uz) = (ug, ur) + 2Re((u1, ug)) + (ug, us) = ||U1||2 + ||U2||2

Assuma, como hipdtese de inducao, que a igualdade seja valida para n = k, isto é, para
qualquer conjunto de vetores {uy, ..., u} C H formado por k vetores dois-a-dois ortogonais
temos

luy + .o Fugl]® = [Jul]? + o+ [

Seja {uy,...,ur, ugr1} C H um conjunto arbitrario formado por k + 1 vetores dois-a-
dois ortogonais. Note que segue da propriedade 1 da definicdo produto interno que uy,; €
Sk = u1 + ...+ ug sdo vetores ortogonais. De fato,

(k1) = ((ug + .o 4 ug), upyr) = (g, ugprr) + -+ (ug, uger) = 0.

Agora, usando o caso base, para o par de vetores s; € ugy; € em seguida, aplicando a
hipdtese de inducao para s, obtemos a seguinte igualdade

lur + - g+ g [P = s+ una | = lsell* + [luga |
= lluall® + -+l + [l
O que encerra a prova do teorema. [ |

Definigao 19 (Familia Ortonormal). Seja (H, (-,-)) um espaco de Hilbert e A um conjunto
arbitrario de indices. Uma familia {u,}aepn de vetores em H é dita ortonormal, se para
quaisquer indices a, 5 € A temos

0, sea#pf;

1, sea=20.

<ua ) u5> =

Chegou finalmente o momento de introduzir o conceito de base de um espago de Hilbert
(H, (-,-)). Neste ponto a discussao fica bem delicada. A razao disto é que se H nao é um
espago vetorial de dimensao finita, entdo existem varias defini¢goes nao equivalentes de base,
usadas na literatura. Os dois conceitos de base mais conhecidos sdo: de base no sentido
Hamel; e de base no sentido de Schauder. Uma base de H no sentido de Hamel é uma
colecao {uq}aca de vetores linearmente independentes satisfazendo: se u € H, entao este
vetor pode ser escrito como um combinacao linear finita de vetores da base. Usando o
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Lema de Zorn podemos provar que qualquer espago vetorial possui uma base de Hamel. O
problema é que em dimensao infinita este tipo base pode ser de pouca utilidade, ja que
ela é necessariamente composta por um conjunto nao-enumeravel de vetores e, em geral,
nao apresenta uma relagdo muito boa com as estruturas herdadas da topologia de (H,d),
onde d é a métrica induzida pelo produto interno de H. Em muitos casos quando H tem
dimensao infinita a nogao de base no sentido de Schauder acaba sendo mais adequada ja que
ela estabelece de partida uma certa compatibilidade entre a estrutura algébrica de espaco
vetorial de H e a estrutura topoldgica que H possui quando munido da métrica induzida
pelo produto interno. Mas antes de apresentarmos esta definicao, precisamos lembrar de
mais uma definicdo importante da teoria de espacos métricos.

Sejam (H, (-, -)) um espago de Hilbert, d a métrica induzida pelo produto interno (-, -) e
A C H um subconjunto arbitrario. O fecho de A em H, com respeito a métrica d, notacao
A, é definido como sendo o conjunto

— existe alguma sequéncia {u, },en de elementos de A
tal que d(u,u,) — 0, quando n — oo

Dizemos que um subconjunto A C ‘H é denso em H, com respeito a métrica d, se o fecho
de A em H, com respeito & métrica d, e igual ao préprio H, ou seja, A = H.

Definicao 20 (Base Ortonormal). Sejam (#, (-, -)) um espaco de Hilbert e A um conjunto
de indices arbitrario. Uma familia {us}aep ortonormal em H é chamada de uma base
ortonormal (no sentido de Schauder) de H, se o conjunto de todas as combinagoes lineares
finitas de membros desta familia é denso em H.

De agora em diante, vamos usar o termo base exclusivamente no sentido da defini¢ao
acima, isto é, no sentido de Schauder.

Dizemos que um espago de Hilbert (#, (-, -)) é separavel se existe alguma base ortonor-
mal {u, }aca de H, onde o conjunto de indices A é enumerdvel. Todos os espagos de Hilbert
considerados nestas notas sao separaveis. A hipotese de separabilidade é muito conveniente
pois ela permite caracterizar varios conceitos topoldgicos usando apenas sequéncias conver-
gentes, evitando-se assim introduzir conceitos mais abstratos como, por exemplo, os de redes
topologicas.

Para alguns dos préximos resultados vamos assumir que H tem base enumeravel e que
o conjunto de indices A = N. Mais tarde, porém, vamos mostrar que nao ha perda de
generalidade em assumir que o conjunto de indices A = N.

Exemplo 21. Considere o espago de Hilbert ¢*(N). Entdo a colegao

_ 2 . ) .=
#B=qe; € *(N): paracada j €N, e; = (0,0,..., \1/,070,...)
j-ésima posigao
é uma base ortonormal de ¢*(N).

Exemplo 22. Considere o espago de medida ([0, 1], 2([0,1]),A), onde A é a medida de
Lebesgue e o espago de Hilbert L?([0,1], ([0, 1]), \), das fungoes a valores complexos defi-
nidas sobre [0, 1] e Borel mensuraveis. Entdo podemos mostrar, usando a Teoria de Séries
de Fourier, que a cole¢ao de fungoes

# ={e, :10,1] - C: para cada n € Z, a fungdo e, é dada por e,(z) = exp(2minz)}
¢ uma base ortonormal de L*([0, 1], 8([0,1]), A).
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5. Aproximacgoes em Subespacos Finito-Dimensionais

Lema 23 (Aproximacio Otima em Subespacos Finito-Dimensionais). Sejam #, (-,-)) um
espago de Hilbert e {u,},en uma base ortonormal de H. Para cada n € N defina H,, como
sendo o subespago finito-dimensional de ‘H dado por H,, = (uy,...,u,), isto é, o subespago
gerado pelos n-primeiros vetores da base {u, }ren. Entao para cada u € H fixado temos que

n

u = (u, us)uy

J=1

< Ju =], Vv € H,.

Prova. A prova deste lema é baseada na prova do Teorema de Pitagoras (Teorema 18).
Primeiro observamos que uw — ({(u, ui)uy + ... + (u, u,)u,) é ortogonal a qualquer vetor em
‘H,. Para isto basta mostrar que este vetor é ortogonal a todos os vetores da base de H,,
isto é, os vetores {uy,...,u,}. De fato, para qualquer k = 1,...,n temos da propriedade 1
da definicao de produto interno e da ortonormalidade dos vetores u,,’s que

T SR SR

= (u, up) — (u, up) (Ug, ug)
=0.

E claro que se v é um vetor arbitrario em H,,, entdo v é da forma v = aqu + ... + Uy,
e temos da propriedade 2 da definicao de produto interno e da igualdade acima que

n n
<u = Au,ujhuj > akuk> Z ag <u - Z U, Uj YU ,uk> = 0. (2)
j=1 k=1 j=1

Como H,, é um subespacgo vetorial, podemos garantir que para qualquer v € H,, temos
que o vetor diferenca ({(u,ui)u; + ...+ (u,u,)u,) — v pertence a H,. Pela afirmagao que
acabamos de provar, podemos afirmar que este vetor é necessariamente ortogonal ao vetor
u — ((u,up)uy + ... + (u,u,)u,). Este fato nos permite aplicar o Teorema de Pitdgoras
(Teorema 18) (justificando a igualdade abaixo) para mostrar que

2 2 2

n

+ 2w ug)uy —

j=1

2
= [lu =[],

n n
ZUUJ ZUU]

para qualquer que seja v € H,. Tomando a raiz quadrada de ambos lados concluimos a
prova do lema. [ |

Teorema 24. Sejam (H, (-,-)) um espago de Hilbert, || - || a norma induzida pelo produto
interno e {u, },eny uma base ortonormal de H. Entao para qualquer vetor u € H temos

Equivalentemente, todo elemento v € ‘H pode ser representado como
o

u= lim Z w,ujhu; =Y (u,ug)uyg, (3)

n—00
7=1
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onde o limite que aparece logo acima, deve ser entendido como um limite com respeito ao
espago métrico (H,d).

Prova. Dado u € H temos, por definicio de base, que existe uma sequéncia de vetores
{vn }nen contida no conjunto das combinagoes lineares finitas de {u,, },en tal que d(u, v,) — 0,
quando n — co. Mantendo a notagao do Lema 23, para cada inteiro n > 1, denotamos por
H,, = (uq,...,u,), o subespaco de H gerado pelos vetores {uy, ..., u,}.

Ja que para cada n € N o vetor v, é uma combinacao linear finita dos vetores da base
{tn }nen, podemos encontrar k, € N com a propriedade de ser o menor inteiro positivo para
o qual v, € Hy, . Pelo Lema 23 temos que

kn

u =Y (u,uj)u;| < [Ju— vyl
j=1

Portanto tomando o limite em ambos lado da desigualdade acima ficamos com

kn
lim ||u— Y (u,uj)u;| < dim [[u — v, [| = 0. (4)

n—00 .
Jj=1

O que mostra que alguma subsequéncia da sequéncia {s, },en definida por

n

Sy = Z(u,uj>uj,

=1

converge, em (H,d), para u.

Vamos mostrar a seguir que a sequéncia {s, },en converge para u. Para isto é suficiente
mostrar que a sequéncia de ntiimeros reais e, = ||[u — s, || é uma sequéncia de niimero nao-
negativos mondtona nao-crescente. A monotonicidade desta sequéncia é consequéncia direta
do Lema 23. De fato, para todo n € N temos que s,, € H,+1, portanto segue do Lema 23
que

enst =l = susall < llu = 5al] = en.

Uma vez que {e, }reny € uma sequéncia de niimeros nao-negativos mondtona nao-crescente

sabemos que o seguinte limite existe e coincide com o infimo abaixo

lim e, = inf e,.

De (4) e da definigao de e,, segue que a subsequéncia e, — 0, quando n — co. Portanto
o infimo da igualdade acima tem que ser zero. Logo e, — 0, quando n — oo, ou seja

n
Jim o — Eg(u, ujujl| = Jim |lu—s,| = lim e, = 0.
]:
o0 que encerra a prova do teorema. |
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Corolario 25. Sejam H, (-,-)) um espago de Hilbert, {u,},en uma base ortonormal de H
e m: N — N uma permutacgao(bije¢ao) arbitraria do conjunto dos niimeros naturais. Entao
para todo u € H temos

oo oo
Zuun Un Zuun(n Un(n)-

Prova. Seja 7 : N — N uma permutacao arbitraria do conjuntos dos niimeros naturais e
para cadan € N, defina v,, = tr(,). Claramente o fecho do conjunto das combinagcoes lineares

finitas (u1,ug,...) € (vy,vq,...) coincidem, ja que como conjuntos {uy,us, ...} e {vy,vq,...}
sdo iguais. Claramente {v, },en é uma familia de vetores ortonormais, e portanto podemos
concluir que esta familia ¢ uma base ortonormal de H. Para obter a igualdade do enunciado
basta aplicar o Teorema 24 para {v, }nen- [ |

Um fato muito interessante que decorre do corolario acima é que a expansao em série (3)
de um vetor u em um espago de Hilbert (H, (-, -)), com base enumerével, é incondicionalmente
convergente. Ou seja, qualquer que seja a ordem em que as somas parciais da série (3) sao
feitas, estas somas parciais serdo convergentes e vao convergir para o mesmo vetor. Desta
forma se {uy}aca é uma base ortonormal enumerdvel de (H, (-,-)), entdo podemos dar um
sentido preciso a notagao

St o)t

a€N

ja que escolhida qualquer enumeragao do conjunto A o Corolario 25 garante que a série (3)
associada a esta enumeragao converge em (,d) para u.

6. Identidade de Parseval

Teorema 26 (Identidade de Parseval). Seja H, (-,-)) um espago de Hilbert e suponha que
{tn }nen seja uma base ortonormal de H. Entao para todo v € ‘H temos

[e's)
lull* = D2 Ku, un)
n=1

Prova. A ideia da prova é usar o Teorema de Pitdgoras (Teorema 18) e o Teorema 24.
Para cada n € N, defina H,, como no Lema 23, isto é, o subespaco gerado pelos vetores
{uy,...,u,}. Como feito em (2) podemos verificar que os vetores

n

n
u—> (u,uj)u; e > u,uj)uy,
7j=1

j=1
sao ortogonais. Logo uma aplicacao direta do Teorema de Pitagoras garante que

2 2 2

n

u—> (u,uj)u

=1

lull* =

w = (u,uihuy + Y (u, u5)u Z u, uj)u
Jj=1 j=1 =1

para todo n € N.
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Além do mais, como os vetores {{u,uj)uy,..., (u,u,)u,} sdo ortogonais, também pode-
mos aplicar o Teorema de Pitdgoras a segunda parcela do lado direito da igualdade acima
ficando com a seguinte identidade

2
n

= 2
luall* = flu = >, wihuy |+ 3 [, )l
j=1

j=1

2

n n )
= flu =Y (u,ug)ug|| + > K, ug) [l
Jj=1 j=1
n 2 n
= U‘Z(%“j)%‘ +Z|<U7Uj>|2, Vn € N.
j=1 j=1

Note que podemos aplicar o Teorema 24 a primeira parcela da tltima igualdade. E assim
podemos concluir que esta parcela tende a zero, quando n — oo. Portanto

2
+ lim 37 ) = 3 [, w)
j=1 J=1

||uH2 = lim Hu||2 = lim
n—oo n—oo

n
u— Z(u, ;U
j=1

o que encerra a prova do teorema. [ |

7. Espacos de Hilbert Isométricos

Definigao 27 (Isometria Lineares entre Espacos de Hilbert). Sejam (Hi, (-,-)xn,) €
(Ha, (-, -)%,) espacos de Hilbert. Denote por || - ||3, a norma induzida por (-,-)y, em H; e
analogamente || - ||, a norma induzida por (-, )3, em Hs. Uma isometria linear de #; para
Ho € uma aplicacao linear bijetiva 1" : H; — Hs tal que para todo u € H; temos

[ullze, = T ()l

Note que a inversa T7': Hy — Hq, de uma isometria linear T : H; — Ho, também
define uma isometria linear, mas agora de Hy para H;. De fato, como T~ é a funcao inversa
de uma bijecao linear, entdo 7! é necessariamente uma bijecao linear. Para cada v € Ha,
existe um tnico u € H; tal que v = T'(u) e vice-versa T~'(v) = u. Como estamos assumindo
que T : Hy — Hs é uma isometria de H; para Hs, temos

1T W)l = Nl = 1Tl = 17T (0))ll322

ou seja,

[0l = 1T~ 0l -
Como v € Hy é um vetor abitrario segue que a aplicaciao T~ : Hy — H; é uma isometria
linear de Hy para H;.

Outro fato importante que seré necessario ao longo do texto sobre isometrias entre espacos
de Hilbert é que elas sao aplicacoes lineares que preservam distancias e também produtos
internos. Mais precisamente.
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Teorema 28. Sejam (Hi, (-, )n,) € (Ha, (-, )n,) espacos de Hilbert e T : H; — Hy uma
isometria linear de H; para Hs, entao para todo par de vetores u,v € H; temos

lu = vllgey = IT(w) =TO)llw, e (w0)5 = (T(w), T(V))n,

Prova. A primeira igualdade é consequéncia direta da definicdo de isometria. De fato,
= vlize, = [T (0 = 0) s = 1722) = T(0) 3

Para provar a segunda igualdade do enunciado do teorema vamos usar as seguintes iden-
tidades de polarizagao:

lu+ Xoll3, = (u+ Ao u+ My, = Jlully, + 2Re((u, M)y, ) + [AP[vlE, (5)

onde A € C é um escalar arbitrario (na verdade, como veremos logo abaixo, vamos precisar
considerar esta identidade apenas para os casos A = 1 e, em seguida, \ = 7).

A segunda identidade de polarizacao que vamos precisar é andloga a anterior, mas valida
para vetores em Ho

IT(u) + T(A0)[l3, = (T(w) + T(A), T(u) + T(A0))s,
= 1T (w)lf3, + 2Re({T(u), T(A0))2,) + AP T (0)13,,. (6)

Usando que T é uma isometria linear de H; para Hs podemos garantir que (5) e (6)
coincidem. Além do mais, o lado esquerdo e também as primeiras e terceiras parcelas do
lado direito de (5) e (6) coincidem, respectivamente. Portanto podemos concluir que para
todo A € C temos

2Re((u, Av)ay, ) = 2Re((T(u), T(Av))p,) <= Re(Mu,v)r,) = Re(MT'(u), T(v)),)
Tomando na tltima igualdade acima A = 1, obtemos Re({u,v)y,) = Re((T'(u), T(v))%#,)-

Por outro lado, usando a identidade Re(—iz) = Re(—i(x + iy)) = y = Im(z), valida para
qualquer niimero complexo z, e tomando na igualdade acima A = ¢ ficamos com

1 ({u, 0}, ) = Re((=0) (s 00, ) = Re(( G, o),

Re(i (T (u), T(U)>H2)

—

m

Re((—i)(T(w), T(v)),
((T(w), T(0)ns).

Portanto as partes real e imaginaria de (u,v)s, e (T'(u),T(v))y, coincidem, Logo podemos
concluir que

<u7 U)Hl = <T(u)7 T(“))’Hza

0 que encerra a prova do teorema. [ |

Antes de enunciar o préximo resultado desta secao, vamos provar um fato simples mas
que sera util a seguir. Este resultado afirma que em um espaco de Hilbert a funcao que
associa qualquer vetor a sua norma é um fungao continua. Mais precisamente,
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Proposicao 29. Seja (H, (-,-)) um espago de Hilbert sobre C e || - || a norma em H induzida
pelo produto interno. Entdo a fun¢do u — ||u|| definida em H e tomando valores em R é
uma fungdo continua, ou seja, para toda sequéncia {u,},en de vetores em H que converge
para u temos

= [Ju]]. (7)

i | = | i

Prova. A ideia é usar a desigualdade triangular e, em seguida, a definicdo de limite de uma
sequéncia em (H,d), onde d é a métrica induzida pelo produto interno de H.

Seja u € H um vetor arbitrario e suponha que {u,},en é uma sequéncia arbitraria
convergindo para u, quando n — oco. Da desigualdade triangular temos para todo n € N

[ull = llu = un + unll < flu = unl] + [Junll = fJull = [Juall < llu— ]
e analogamente
[unll = Nun — v+ ull < flu—wunll +{lull = funll = [Jull < lu— ]
Da defini¢do de valor absoluto e das duas tltimas desigualdades segue que
el = lenll] <l = ]l

Como estamos assumindo que u,, — u, quando n — oo, em (#H,d). Dado £ > 0 podemos
afirmar que existe ng € N tal que se n > ng entdo temos ||u — u,|| < . Consequentemente,
temos ‘||u|| - ||un||‘ < JJu — u,|| < € para todo n = ng, mostrando que ||u,|| — [|u||, quando
n — 00. |

8. Construindo Isometrias entre Espacos de Hilbert Separaveis

Teorema 30. Sejam (H1, (-, -)n,) € (Ha, (-, *)2,) espagos de Hilbert com bases enumerdveis
{tn}nen € {Un}tnen, respectivamente. Seja T : {uy, ug, ...} — {v1,vs,...} uma bijecao qual-
quer. Entao T admite uma tnica extensao linear a todo espago H; que é uma isometria de
H1 para Ho, que por abuso de notacdo também serd denotada por T : Hi; — Ho.

Prova. Pelo Teorema 24 sabemos que cada vetor u € H; pode ser representado como

=0.

oo
Z Uy Up)y, Up <= lim
n=1 "

n—o0

n
u— Zuuj?"iluj

Para estender a bijecao T : {uy,us,...} — {v1,v9,...} a uma aplicagdo linear definida
em todo espago Hi, o primeiro passo serd mostrar que a série definida abaixo, para cada
u € H, fixado,

)= Z U, U )3, Un (8)

converge em (Haz, dy,), onde dy, é a distdncia em Hs induzida por (-, -)4,.



Para mostrar que a série definida em (8) converge em (Hs,dy,), basta mostrar que a
sequéncia de somas parciais associada a esta série é uma sequéncia de Cauchy em (Hs, ds, ).
Vamos denotar a sequéncia das somas parciais da série em (8) por

n

Sn = Y (U, uj)u, v

=1

Antes de prosseguir lembramos que a identidade de Parseval (Teorema 26) garante

Z w, ), [* = [l (9)

Em particular, que a série do lado esquerdo da igualdade acima é convergente. Portanto
dado ¢ > 0 podemos encontrar ny € N tal que se n,m > ny entdo temos (supondo que

n <m)
m

Z |<uauj>'Hl|2 <€

j=n+1

Ja que {v, }nen € uma base ortonormal de Hs, podemos aplicar o Teorema de Pitagoras a
diferenca das somas parciais abaixo, ficando com a seguinte desigualdade para todo n, m > ng

2

m m
2
s = smll3, = || Do (Wum v = Do I, u)a, vslly,
j=n+1 Mo j=n+1
= 2 2
= > Nuwg)a [ v,
j=n+1

0 que mostra que a sequéncia das somas parciais {s, },en ¢ uma sequéncia de Cauchy em
(Hz, d3,). Como este espago métrico é completo podemos entao afirmar que a série definida
em (8) converge em (Hsg,dz,). Como sugere a notagao em (8) vamos chamar o limite para
o qual esta série converge de T'(u).

Como o argumento de convergéncia acima ¢ independente da escolha de u € H; temos
que (8) determina uma fungao u — 7T'(u) tomando valores em Hs e definida em todo espaco
Hi. Além do mais, esta aplicacdo é uma extensao do mapa 7" : {uy, ug,...} — {v1,v9,...}.
De fato, para cada k € N, tome u = u; em (8). Entao temos da ortonormalidade da base

{un }nEN que

Z Uk,un Hi Un = Vg.

Vamos verificar agora que esta extensao é de fato uma extensao linear. Para isto sejam
u,w € Hy e a € C. Entao segue da propriedade 1 da definicao de produto interno e dos
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argumentos de convergéncia dados acima que

o)

T(u+aw) =Y (u+ aw, u,)p, vn

n=1

I
hE

(<u7 un>7'11 + a<w7 un>7—l1> Un

3
Il
i

[ee]
(U, U3y Un + Y (W, Uy ) gy, U

I
NE

n=1 n=1
00 0o

= Z<u7 un>7-tl Up + @ Z <U), un>7—tl Un,
n=1 n=1

=T (u) + o1 (w).

Para finalizar a prova do teorema precisamos mostrar que T : H; — Hs é uma isometria
linear de H; para H, e sua unicidade. Assim além da unicidade, resta mostrar que T
preserva norma e € bijetiva, ja que a linearidade foi obtida acima. Note que mostrando que
T preserva norma, vamos poder concluir imediatamente que 1" é injetiva e portanto feito isto
resta apenas provar a unicidade e que T' é sobrejetiva.

Vamos prosseguir mostrando que T preserva norma. De fato, da continuidade da norma
(Proposicao 29), do Teorema de Pitagoras e da igualdade (9) segue que

2 2

n

nh_)Iglo 2(“7 uj>7‘ll Uj
j:

n

Z<u’ uj>7'll Uj

Jj=1

= lim
n—oo
Ho

1T (I3, =

Ha
n

. 2
= lim Zl €, wj)a, vill5,
]:

n
= nh—>nc}o Zl |<u7 uj>7-ll ’2||Uj|"3{2
]:
n

= Jgrolo Zl |<u> uj>'H1 |2
]:

o

2

= [, uy)p, |
j=1

= Jlull3,-
Tomando raiz quadrada de ambos lados da igualdade acima temos que
lullsy = 1T (W), Yu € Ha.

mostrando que T preserva norma. Como ja mencionado, este fato junto com a linearidade
implicam imediatamente que 7" é uma aplicagao injetiva, pois se u,w € H; sao distintos,
entdo 0 7 [lu — wlly, = [[T(u) = T'(w)|l2, e logo T'(u) # T(w).
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Vamos mostrar agora que T : Hy — Hs é sobrejetiva. Seja v € Hy um vetor arbitrario.
Como {v, }nen é uma base ortonormal de Hy sabemos do Teorema 24 que o vetor v pode ser
escrito como

= (v, V)2, Vn.- (10)
n=1
Da identidade de Parseval temos que
Z v ) sl” = oll3, (11)

e portanto a série que aparece a esquerda da igualdade acima é convergente. De modo
semelhante a que fizemos na prova da extensao de 7', vamos definir um vetor u € H; por

oo
EZvvnH2un

Para verificar que a expressao acima para u estd bem definida, basta argumentar que a
sequéncia das somas parciais da série que define u é uma sequéncia de Cauchy em (H;, dz;, ).
De fato, para todo par de niimeros naturais n, m com n < m, temos do Teorema de Pitagoras
que

2
Z 0,03, U5 = D (U ui| = D vl = D v vl
=1 =1 ” j=nt1 ,  d=ntl

Da convergéncia da série em (11) sabemos que o lado direito da igualdade acima é arbi-
trariamente pequeno, quando m,n sao suficientemente grandes. Desta identidade podemos
concluir que a sequéncia das somas parciais da série que define u é uma sequéncia de Cauchy
em (Hi,dy,) e portanto convergente neste espaco, ja que ele é completo.

Afirmamos que T(u) = v. De fato, como mostrado acima, a aplicacio T é linear e
preserva norma e portanto satisfaz ||7'(u) — T (w)||, = ||u — w||3, para todo par u,w € H;.
Logo T é uma aplicagao continua. Da continuidade de T segue que

Tu)=T (i(v,vnﬁh un> =T (T}gngo i(v,vﬁ% uj) = lim T (i(v,w)m uj)

n=1 J=1 j=1

n
= i, 2 (v, v T ()

n
= lm 21@7 V)3 Uj
J

:’U’

onde na tltima igualdade usamos (10). N
S6 resta provar a unicidade. Suponha que T é uma extensdo linear isométrica de T :
{ug,ug,...} — {v1,v9,...}. Claramente uma isometria linear de #H; para H, define uma
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funcao continua. Usando o Teorema 24 concluimos que para todo u € H;

(== =)y S

Jj=1

:T}Lrgozn:w,uj)(T—T) (us)

.
Il
—

=0,

ou seja, T(u) = T'(u) para todo u € #;, mostrando a unicidade e finalmente encerrando a
prova do teorema. [ |

9. Espacos de Hilbert Gerados por Normais Independentes

Esta secao é voltada para algumas aplicagoes da Teoria de Espacos de Hilbert na Teoria de
Probabilidade e ela pressupoem do leitor certa familiaridade com a Teoria de Probabilidade.

Nosso objetivo aqui é construir um espago de Hilbert separavel contido em L*(Q), .#,P)
possuindo relacoes muito interessantes e altamente nao-triviais entre suas estruturas métricas
e mensuravel.

Esta secao ¢é organizada da seguinte forma. Primeiro apresentamos a prova da chamada
Desigualdade Maximal de Kolmogorov (Teorema 31) e em seguida usamos esta desigualdade
para provar o Teorema de Khintchine-Kolmogorov (Teorema 32). O Teorema de Khintchine-
Kolmogorov sera a chave para promover, em determinados casos, uma convergéncia em
L3(,.7,P) para uma convergéncia quase certa. Esta relagdo é entdo usada para caracte-
rizar um interessante espago de Hilbert que possui uma base ortonormal formada por uma
sequéncia de variaveis aleatorias independentes com distribui¢cao normal padrao.

Teorema 31 (Desigualdade Maximal). Sejam (€2,.#,P) um espago de probabilidade e
{X,}n>1 uma sequéncia de v.as independentes satisfazendo E[X,] = 0 e Var(X,) < oo,
para todo n € N. Como de costume para cada k > 1, denotamos por S, = X; + ... + Xj.
Entao para qualquer a > 0 dado temos

1
P <max |Sk| > a> < g\/ar(sn), Vn € N.

1<k<n

Prova. Fixe a > 0 e para cada inteiro k € N, defina o evento A, = Ay(«a) € F por
k—1
A= IS < a}n{ISi = a}.
j=1

Note que os eventos A;’s sao disjuntos, isto é, para quaisquer n,m € N com m # n temos
A, N A, = 2. Portanto segue da definicao de esperanca e das propriedades elementares da
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integral de Lebesgue que, para cada n € N, temos

Mﬁ:éﬁw
>n S2 dP
=S [ 824 284(S — i) + (S — Su)?] dP
];I/Ak[k o(S0 = Si) + (S0 — 51)°]

n
=2,
k=1

/A [Sig + 255,(S, — Sk)} dP+ [ (S, — Si)? d[p}

Ag

> kz: /A k |7 +254(Sn — S)| dP. (12)

Por definicao, podemos notar que A e S, s@o mensuraveis segundo a sigma-algebra
o(Xi,...,Xg). Por outro lado, S, — Sy = Xpy1 + Xpso + ... + X, é mensuravel segundo
a sigma-algebra o(Xgi1, Xpi2,...,X,). Lembrando que E[X;] = 0, para todo k > 1, e
consequentemente E[Si] = 0, para todo k > 1, e que os elementos da sequéncia { X, },>1 sdo
independentes, segue do Lema do Agrupamento que

/Ak 254(S,, — Si)] dP = 2 /Q L4, Sk (S — ) dP

= 2E[L 4, St (S0 — Sp)]
— 9E[14, Si] - E[S, — 5]
= 0.

Usando esta igualdade, no lado direito da desigualdade (12) podemos concluir que

E52>n S2 dP.
CAEDI AL

Pela definigao de Ay, podemos afirmar que a varidvel aleatéria S7 > a2, em Aj. Além do
mais, o evento

n
(e 802 0} = U e

23



Destas observagoes, lembrando que os Ax’s sao disjuntos e da desigualdade acima temos

E[S?] > Z/ S,fdl@>a22/ 14, dP
k=1 Ak =179

n

=a® ) P(Ay)

k=1

=a’P (CJ Ak>

k=1

= o’P (max |Sk| = a) .

1<k<n

J& que E[S,] = 0, entdo temos que Var(S,) = E[S?] e segue finalmente da desigualdade
acima que

1
P (max |Sk| = a) < — Var(S,,).
a

1<k<n

Teorema 32 (Teorema de Khintchine-Kolmogorov). Sejam (€2,.%, P) um espaco de probabi-
lidade e {X,,},>1 uma sequéncia de variaveis aleatérias independentes (ndo necessariamente
com mesma distribuigao) satisfazendo E[X,,] = 0 e >0, Var(X,,) < +o00. Defina Sp =0 e
para cada n € N seja S,, = X; + ...+ X,. Entao existe um tnico elemento S € L*(Q,.Z,P)
tal que

o lim |5, = S|l12@) = 0;
e lim S,(w) = S(w), quase certamente;
« E[S]=0.

Prova. Ja que {X,},en é uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes com média
zero, podemos verificar imediatamente que o quadrado da distancia L*(2) entre S, e Spim
¢é dado por

[S— SnH%?(Q) =E[(Xn41+ ...+ Xn+m)2] = Var(Xpi1) + ... + Var(X,m).

Como estamos assumindo que > o>, Var(X,,) < +oo, dado € > 0 podemos encontrar ny € N
tal que para todo n > ny temos Var(X,,+1) + ...+ Var(X,1.,») < ¢, para todo m € N. Assim
temos da identidade anterior que para todo € > 0 dado existe ng € N tal que

1Sntm — SullZ2) < para todo n > ng e m € N.

Mostrando que {S, },>0 ¢ uma sequéncia de Cauchy em L*(Q2). J4 que L*(€) é um espago
de Hilbert e portanto completo, visto como espaco métrico, podemos afirmar que

35 € L*) tal que ||S, — S|r2) — 0,quando n — oco. (13)

Vamos mostrar agora um fato um pouco mais forte, que além de S,, convergir para S no
sentido L?(Q) que também temos S,, — S, quando n — oo, quase certamente. Isto serd feito
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em duas etapas. Primeiro, vamos mostrar que {S,},en é uma sequéncia de Cauchy, quase
certamente e consequentemente que existe uma variavel aleatéria S , definida em €2, tal que
S, — S, quando n — 0o, quase certamente. Em seguida, vamos mostrar que S =S, quase
certamente.

Para mostrar que {S,}nen é uma sequéncia de Cauchy, quase certamente, precisamos
provar que o seguinte evento tem probabilidade nula

U N {Sup |S; — 5| = } = {(Sn)neny nao é uma sequéncia de Cauchy}. (14)

keEN neN (6121

Para cada k,n € N fixados, temos da desigualdade triangular e das propriedades elemen-
tares de supremo que

Sup ’S S ’ - Sup ’STH-% - Sn-i-j’ < Sup (‘Sn-&-l Sn’ + |Sn - Sn-i—j’)

4,j2n 1,520 1,520

= sup |Sn+z - Sn| =+ sup |Sn - Sn+j|

2,720 1,520
= sup ’SnJrz - Sn’ =+ sup ’Sn - SnJrj’
i>0 §>0
= 2sup |Sn+j - Sn|
j=0
= 2sup |Sp+; — Snl-
=1
Desta desigualdade segue imediatamente que

1
= — 5.
b=l -5z gl 9

Para cada n, k € N fixados, considere o evento M, = M, (k,n) definido por

| =

{sup |S; — S5 = } - {ZSup]SnH —Sal =
=1

] =N

1
M, = {max Sw; — Sul > o} (16)
Entéao, temos da defini¢do de méximo que a colegdo de eventos {M, },1 forma uma cole¢ao
nao-decrescente, isto é, M, C M,,;, para todo r € N e além do mais, vale a seguinte
igualdade

1
{sup|snﬂ S| > } UM = U {1@&5 Sy — Sal = %} (17)
j=1 reN reN

Fixado n € N, para cada j € N, defina Y; = X, ;. J4 que os elementos da sequéncia
{X, }nen sdo independentes, segue que {Y;}ey também é uma sequéncia de variaveis alea-
torias independentes. Para cada r € N, considere a soma parcial Y; + Yy + ...+ Y,. Ja que
para cada j € N temos

Sn+j_Sn:Xn+j+...+Xn+1:}/j—i-Y}_l—i-...—i—Yi

entao podemos representar os eventos M, em termos das somas parciais das variaveis Y,,’s
como segue

1 1
V= (o 91ss = S 2 g} = (s 41> )
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Observando que a sequéncia {Y), },en satisfaz as hipdteses da Desigualdade Maximal
obtemos a seguinte cota superior para a probabilidade do evento M, = M,.(k,n)

1
max |Y; +...+Y;| > 2k}> < 4k? (Var(Yl) +... 4+ Var(Y}))

P(M,) = P ({ max
= 4k? (Var(XnH) +...+ Var(XnJrT))

Usando a continuidade de P, que M, C M, ., para todo r € N e a desigualdade acima
conluimos que para cada k e n € N fixados que é valida a seguinte desigualdade

(U M) = lim P (U Ms> = lim P(M,)

reN

= i P {15y = 51 > g1}

< lim (452 (Var[Xoa] + .. + Var[X,.,]))

=00

=4k* > Var[X]].

j=n+1

Usando a estimativa acima e a identidade (17) ficamos com

1 [o@)
P ({sup]Snﬂ S| = %}> <A4K® Y Var[X)].

jz1 j=n+1

Usando a continéncia obtida em (15) e a desigualdade acima verificamos que

1 1 >
P <{Zsju>1; |S; — 55| = }) <P ({sﬂgg) |Sntj — Su| = 2}{}) < 4k? Z Var[X}].

Jj=n+1

Usando a monotonicidade de P, a desigualdade acima e a hipdtese do teorema sobre a
somabilidade das variancias, isto é, Yo%, Var[X,] < +o00, temos para cada k € N fixado

1 1
P (ﬂ {sup |S; — S| = }) < hmsup]P’({sup |S; — S| = })
neN L&jzn n—r00 ©,j=n

< lim sup (4k2 > Var[Xj])

n— 00 j=n+1
=0.

Lembrando de (14), usando as propriedades elementares de uma medida de probabilidade
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e que o evento acima, para cada k € N, tem probabilidade nula, obtemos finalmente

T =

)
)

Da igualdade acima segue que a sequéncia {S,},>1 é uma sequéncia de Cauchy, quase
certamente. Portanto podemos afirmar que existe uma variavel aleatoria S definida em €2

tal que

P ({(Sy)nen nao é uma sequéncia de Cauchy}) =P (U N {sup |S; — S;] =

keN neN \Lj=n

T =

<zp(m {fsup 15, 51>
k=1

ne Liizn

= 0.

S = lim S, quase certamente.
n—oo

Vamos mostrar que S = S, onde S é a varidvel aleatéria obtida na primeira parte do
argumento (13), como limite de S,, na norma L*(2).

De fato, pela convergéncia quase certamente de .5, para S , quando n — oo, pelo Lema
de Fatou e pela convergéncia, na norma L?(Q2), de S,, para S, quando n — 0o, obtemos

|5 =3[0 =E US - Sﬂ _E [h%giogf 5 — snP]

2
L2(Q
< liminf E [\S - Snﬂ
n—oo
. . 2
— hﬁ%}.}f S — SnHL2(Q)
= 0.

Portanto segue da igualdade acima que S = S, quase certamente.

Para finalizar a prova do teorema, resta mostrar que E[S] = 0. Para isto veja que basta
aplicar Desigualdade de Cauchy-Schwarz e usar que E[S,,] = 0, para todo n € N, como segue

= E[5 — 5.2

=5 = Sullz2@)
Como [E[S]| < ||S = Shllr2(), para todo n € N, segue da convergéncia de S, para
S, quando n — oo, na norma L*(Q2) que E[S] = 0, o que finalmente encerra a prova do
teorema. [
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Agora vamos apresentar o espaco de Hilbert mencionado no inicio da segao. Seja (2, 7, P)
um espago de probabilidade suportando a existéncia de uma sequéncia {Z, : n € N} de v.a’s
iid com Z,, ~ N(0,1). A existéncia de tal espago é garantida pelo Teorema da Existéncia de
Kolmogorov.

Ja que Z,, tem média zero e variancia 1, entao

1Z, |12 = / Z2dP = Var(Z,) = 1.
Q

e consequentemente Z,, € L*(Q, #,P) para todo n € N. Considere o espago de Hilbert
*(N) = {a eRY: ) an)* < +oo}.
n=1

Para cada a € (*(N) e N € N considere a seguinte soma parcial
N
SN(O[) = ZOéij.
j=1

Afirmamos que para cada o € (%(N) fixado, a sequéncia {Sy(a)}yen ¢ uma sequéncia de
Cauchy em L?(Q,.Z,P). De fato, dado € > 0 sabemos que fixado a € (*(N) existe ng € N
tal que para todo n = m > ng temos ||, |* + |ami1]? - .. + |an]?| < e. Logose M > N > ny
temos

v - su(@lE={ > az. ¥ az)

j=M+1 k=M+1

= Z Z OéjOékE[ZjZk] = |OéM+1|2—|—...|OzN|2 < €.
k=M+1j=M+1

Como {Sn(a)}yen ¢ uma sequéncia de Cauchy em L?(Q,.%#,P) segue do Teorema de Riesz-
Fischer existe algum S(«) tal que

lim Sy(a) = S(a) € L*(Q,.Z,P).

N—oo

Desta forma estd bem-definido o seguinte subconjunto de L?*(2,.%,P)
No(Q, # P) = {Z anZ, : o€ EQ(N)}.
n=1

Note que Ny(Q2,.7,P) possui estrutura natural de espago vetorial e munido do produto
interno herdado de L?(Q,.%,P), este espago é um espago com produto interno.

Para facilitar a discussao vamos considerar o fecho na norma L?(2,.7,P) do espaco
definido acima, isto é,

ZP)

HN) = No(, 7,8) @
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E claro que H(N') munido do produto interno de L*(Q,.%#,P) é um espaco de Hilbert. Na
verdade, vamos verificar que a vale a seguinte igualdade:

Ou seja, Np(2, %, P) j& tem naturalmente a estrutura de espago de Hilbert.

Antes de prosseguir, vamos fazer algumas observagoes. A familia {Z,, : n € N} é certa-
mente uma familia ortonormal em H(N'). Mas a-priori ndo sabemos se a familia {Z,, : n € N}
¢ uma base H(N). Por outro lado, segue do processo de ortogonaliza¢ao de Gram-Schmidt,
que esta familia estd contida em alguma base ortonormal de H(N'). Esta pequena observagao
permite aplicar a Identidade de Parseval (Teorema 26), enunciada aqui apenas para espagos
de Hilbert.

Vamos voltar para a prova de (18). Observe que, por definicdo de completamento, é
suficiente mostrar que H(N) C No(Q,.Z,P). Seja {V™}, ey uma sequéncia de Cauchy em
No(Q, Z,P). Entdo , para cada n € N sabemos que existe um elemento o™ € ¢2(N) tal que

k=1

Aplicando duas vezes a Identidade de Parseval, temos para cada ¢ > 0 dado, que existe
ng € N, tal que para todo m,n = ng,
2
= Ve - VIR <.
2

> (e —a™)Z,

o™ = o™ = 3 laf” — 0™ =
k=1 k=1

O que implica que {a™}, ¢y é uma sequéncia de Cauchy em ¢(N). Da completude de ¢2(N)
segue que existe algum o € (*(N) tal que [Ja — a™||zq) — 0, quando n — co. Deste fato e
de mais uma aplicacao da Identidade de Parseval concluimos que

2

HV(”) - Z Oszk
k=1

= Z |041(gn) - ak|2 = ||04(n) - O‘H??(N) S 0,
k=1

2

mostrando que H(N) = Ny(Q, .7, P).
Para encerrar esta se¢do vamos mostrar, como aplicagao do Teorema de Khintchine-
Kolmogorov (Teorema 32) o seguinte fato sobre Ny(Q2, .7, P).

Teorema 33. Seja V € Ny(Q,.%,P) um elemento arbitrario nao-nulo. Entao
d
vV =N(0, HV|’%Q(Q,9‘,P))'

Em outras palavras, Ny(Q,.#,P) é um subespaco fechado de L*(Q,.%,P) tal que todos os
elementos de cada esfera 0B(0,7) = {V € No(Q, F,P) : |V|12,2p = r}, de raio r > 0
centrada na origem, vistos como variaveis aleatérias possuem a mesma distribuicao, esta por
sua vez, dada por uma normal de média zero é varidncia igual a 72

Prova. Se V € Ny(Q, Z#,P), entao existe algum a € (*(N) tal que

V= Z Oy L.
n=1
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Além do mais, segue da Identidade de Parseval que

IVz2 2.2 = llallemw- (19)

Como a sequéncia {Z, : n € N} é uma sequéncia de variaveis aleatérias independentes e com
distribuicdo N (0, 1), temos que a sequéncia {X,, : n € N} definida por X,, = «,,Z, é uma
sequéncia de v.as normais independentes com X,, ~ N(0,a?2). Logo

ZVar(Xn) = Z ozi = ||z vy < F-00.
n=1 n=1

Como X, ~ N(0,a2), temos que E[X,,] = 0. Desta forma, todas as hip6teses do Teorema
de Khintchine-Kolmogorov (Teorema 32) sao satisfeitas. Logo, este teorema garante que as
somas parciais S, = X; +...+ X, convergem em L?(2,.7 P) e quase certamente para uma
varidvel aleatéria S, com E[S] = 0. Mas ja que S, = a1 Z; +. .. + o, Z,, também converge na
norma L*(Q,.%,P) para V, quando n — oo, temos que S = V e portanto segue da segunda
conclusao do Teorema de Khintchine-Kolmogorov que

lim > apZi(w) =V (w), quase todo w € €.
k=1

Para determinar a distribuicao de V/, basta calcular sua fungao caracteristica. Neste caso,
segue do Teorema da Convergéncia Dominada que

by (t) = Elexp(itV)] = E [exp (it Tim snﬂ
= lim E [exp (it.Sy)]

) t2 n )
= nlgg} exp (—2 Z ozk>

k=1

2
= exXp —§||04||e2(N)

e portanto segue da igualdade (19) e da Formula da Inversao que V- ~ N(0, [V |2, 7 ). W
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