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Resumo

Este texto faz parte de uma série de notas de aula de um curso de Teoria Ergddica
ministrado pelo autor no Departamento de Matematica da Universidade de Brasilia.
O objetivo central é introduzir as propriedades de mistura fraca e forte (weak-mizing
e strong-mizing) e aplicd-las ao estudo dos shifts no espago simbélico. Iniciamos com
uma consequéncia do Teorema Ergddico de Birkhoff que relaciona medidas ergddicas
distintas, mostrando que ou coincidem ou sdo mutuamente singulares. Em seguida
lembramos uma caracterizacao de ergodicidade por meio da convergéncia, no sentido
de Cesaro, de p(T~"A N B) para produto u(A)u(B). Este é usado como motivagao
para introduzir os conceitos de dindmicas misturadoras forte e fraca.

Em seguida, apresentamos uma versao do Teorema de Existéncia de Kolmogorov
adequada & construcio de medidas em espacos produto da forma Y%, onde Y é um
conjunto finito. Usamos este teorema para apresentar uma construgdo rigorosa dos
shifts de Bernoulli e de Markov, duas das classes mais importantes de exemplos em
Teoria Ergédica. No caso Markoviano, evidenciamos como a estocasticidade da matriz
P corresponde a consisténcia das marginais a direita, enquanto a estacionariedade
pP = p equivale & consisténcia das marginais a esquerda.

Encerramos estabelecendo, para shifts de Markov, a equivaléncia entre cinco formu-
lagoes da ergodicidade: (i) ergodicidade no sentido dindmico; (ii) igualdade das linhas
da matriz limite de Cesaro @); (iii) positividade estrita das entradas de @Q; (iv) irredu-
tibilidade de P; e (v) unidimensionalidade do autoespago a esquerda de P associado
ao autovalor 1. Este resultado conecta a teoria ergddica abstrata a teoria cldssica das
cadeias de Markov finitas estacionarias.

1. Introducao e Algumas Notacoes Basicas

Ao longo deste texto, utilizamos as seguintes notacoes e convengoes. A tripla ordenada
(X, A, 1) denota um espaco de probabilidade. Se T': X — X denota uma fungio definida
em X e tomando valores em X en € Z, = NU{0} um inteiro ndo-negativo, denotamos por
T" a n-ésima iterada de T' (com a convencao T° = Id). Como de costume, usamos a notacgao
T-™(E)={r e X :T"(x) € E} para a imagem inversa, por 7", do conjunto £ C X.
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Defini¢ao 1 (Transformagoes que Preservam Medida). Seja (X, %, 1) um espago de proba-
bilidade. Dizemos que uma transformacao 7' : X — X é mensuravel se, para todo B € %,
temos que T-1(B) € B. Se T : X — X é uma transformagio mensurdvel e satisfaz

w(T~(B)) =uw(B), VBe%A,
entdo dizemos que T é uma transformagao que preserva a medida .

Definig¢ao 2 (Transformagao Ergddica). Sejam (X, %, ;) um espago de probabilidade e
T : X — X uma transformacao mensuravel. Dizemos que T' é ergddica se para todo E € £
satisfazendo T—(E) = E, temos u(E) =0 ou u(F) = 1.

A seguir enunciamos o Teorema Ergodico de Birkhoff para transformagoes que preservam
medida definidas sobre um espago de probabilidade. O enunciado e a prova deste teorema
no caso em que (X, %, u) é um espago de medida o-finito podem ser vistos na referéncia [2].

Teorema 3 (Teorema Ergédico de Birkhoff). Sejam (X, %, 1) um espago de probabilidade,
T:(X,%,1) — (X, %A, 1) uma transformacio que preserva medida e f € L'(X, %, 1). Entao
existe uma funcio mensuravel f* € L'(X, %, 1) tal que

n—1

lim = 3" J(T(@) = f(#) 4 atp. 1)

A funcdo f*: X — RU {£+oo} é HB-mensuravel e satisfaz a identidade f* o T = f* p-qtp.
Além do mais, para todo W € %, satisfazendo

T'W)=Ww temos que / frdp = / fdpu.
w w

Teorema 4. Seja T : X — X uma aplicagdo mensuravel definida sobre o espago mensuravel
(X, A). Sejam pu, v medidas de probabilidade definidas sobre 4. Suponha que ambas p e v
sejam medidas T-invariantes. Entao:

(1) se T é uma transformagao ergddica em (X, A, u), e v < p é absolutamente continua
em relagao a p, entao u = v;

(2) se T é uma transformacao ergddica em ambos espacos (X, &, u) e (X, A, v), entao ou
p=voupluwv.

Prova. Pelo Teorema Ergodico de Birkhoff temos para qualquer conjunto A € %, que

. 1 n—1
lim — %" xa(T"z) = u(A),  p—aqtp.
=0

n—)oonk

Como v é absolutamente continua em relacao a pu, entdao a igualdade acima é valida para
v-quase todo ponto. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

n—oo

lim /X:L:z::oXA(Tkx)dl/:/X,u(A)dV:u(A).

Por outro lado, para todo n € N temos
1 n—1

/ =" xa(TFz) dv = v(A).
Xn iz
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Portanto u(A) = v(A). Como A é arbitrario em 4, a afirmacao (1) estd provada.

(2) Suponha que g # v. Entdo existe algum subconjunto nao-vazio A € %, tal que

pu(A) # v(A). Seja

n

A = {r € X g 1 z () = ()}

n—o0 n,

A(v) = {x €X: nlg&ig“@%) _ V(A)} |

Observe que A(u) = (x%) 1 (u(A)) e A(v) = (x%) ' (v(A)) e portanto A(u) N A(v) = @.
Além do mais, segue do Teorema Ergddico de Birkhoff que u(A(p)) = 1 = v(A(v)). Portanto,
as medidas p e v sdo mutuamente singulares e o teorema esté provado. [ |

Outra consequéncia importante do Teorema Ergddico de Birkhoff que vimos em [2] foi o
seguinte corolario.

Corolario 5. Sejam (X, %, 1) um espago de probabilidade e T: X — X uma transformacao
que preserva medida. Entao T é ergddica se, e somente se, para todo A, B € £,

LS (I AN B) 7 u(A) u(B).

Prova. Suponha que T seja uma transformacao ergodica. Ja que (X, %, ) é um espago de
probabilidade, entao podemos aplicar o teorema ergddico a f = x4 para afirmar que

1 s i n—00
- > o xa(T'(x)) — pu(A) p—qtp.
1=0

Multiplicando por x g, em ambos lados da igualdade acima ficamos com

LS XalT @) xsle) “2 ) xsle) e

Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada, temos

LS (T AR B) s p(4) n(B).

Reciprocamente, suponha que, fixados A, B € 4, a sequéncia u(T~"AN B) converge no
sentido de Cesaro para pu(A)u(B). Seja E € % tal que T"'E = E. Tomando A = B = E,
entao segue da hipotese que

1 n—1 oo
LS (B == ey
" izo
Logo u(E) = u(E)?* e, portanto, u(E) =0 ou 1. |



2. Transformacoes Misturadoras

O Corolério 5 afirma que se a sequéncia {u(7T""A N B)}nez, converge para pu(A)u(B), no
sentido de Cesaro, entao T é ergddica e vice-versa. As chamadas propriedades de “mixing”
fraca e forte sao obtidas alterando este modo de convergéncia da sequéncia. De forma mais
precisa.

Defini¢ao 6. Seja T': X — X uma aplicacdo que preserva medida sobre (X, %, ).

(i) vamos dizer que T' é uma transformagcao fracamente misturadora ou weak-mizing se
VA,B € #

n—1

.1 i
Jim =3 [T AN B) = p(A)u(B)| = 0.
=0

(ii) vamos dizer que T é fortemente misturadora ou strong-mizing se VA, B € A

lim u(T7"ANB) = pu(A)u(B).

n—oo
Observacoes

1. Toda transformacao 7' fortemente misturadora ¢é fracamente misturadora. Além do
mais, toda transformagao fracamente misturadora é ergodica. De fato, basta observar
que para toda sequéncia de ntmeros reais {an}nez, satisfazendo: a, — 0, quando

n — 00, temos
n—1

o1
Ha g 2 led =0
e consequentemente pela desigualdade triangular e continuidade do valor absoluto

1 n—1

lim—Zaizo.

n—oo n, 4 0
1=

Fortemente Misturadora = Fracamente Misturadora =—> FErgddica.

2. Um exemplo de uma transformagao ergoédica que nao é fracamente misturadora é dado
por uma rotagao 1'(z) = az, do circulo unitario que serd denotado por K. Para maiores
detalhes veja [8]. Mas intuitivamente segue da seguinte observagdo. Se A e B forem
intervalos pequenos em K, entdo T¢A serd disjunto de B para pelo menos metade dos
valores de i, de modo que

1 n—1

S [W(T AN B) — p(A)(B)| > Sl A B),

para n suficientemente grande. Este exemplo sugere que uma transformacao fracamente
misturadora de alguma forma acabara possuindo alguma propriedade de expansividade.

Ergédica =~ Fracamente Misturadora.



3. Existem exemplos de transformagoes T fracamente misturadoras que nao sao forte-
mente misturadoras. Kakutani [5] apresentou um exemplo construido por métodos
combinatérios e Maruyama [6] construiu um exemplo utilizando processos Gaussianos.
Chacon, Katok e Stepin também exibiram alguns exemplos. Além do mais, se (X, %, 1)
é um espago de probabilidade, seja 7(X) a cole¢ao de todas as transformagoes inverti-
veis que preservam a medida de (X, %, ). Se munimos 7(X) de uma topologia “fraca”
(veja Halmos [4]), a classe de transformagoes fracamente misturadoras é de segunda
categoria, enquanto a classe de transformagoes fortemente misturadoras é de primeira
categoria. Portanto, do ponto de vista desta topologia, a maioria das transformacoes
sdo fracamente misturadoras, mas nao fortemente misturadoras.

4. Descrigoes intuitivas de ergodicidade e de misturas fortes podem ser dadas da seguinte
forma. Dizer que T é fortemente misturadora significa que, para qualquer conjunto A,
a sequéncia de conjuntos T~"A torna-se, assintoticamente, independente de qualquer
outro conjunto B. A ergodicidade significa que T~ A torna-se independente de B na
média, para cada par de conjuntos A, B € 4.

O teorema a seguir fornece uma maneira de verificar as propriedades de mistura para
alguns exemplos, reduzindo os calculos a uma classe de conjuntos para os quais o calculo
da condicao de mistura é mais viavel. Por exemplo, ele implica que precisamos considerar
apenas retangulos mensuraveis ao lidar com as propriedades de mistura de deslocamentos
(shifts) no espago produto.

Antes de enunciarmos o teorema vamos lembrar algumas definigoes importantes. Uma
colecao . de subconjuntos de X é chamada de semi-dlgebra se as seguintes trés condigdes
forem satisfeitas:

(i) @ € .7
(ii) se A,B € ., entao AN B € .¥;

(iii) se A € .7, entao X \ A = U, E;, em que cada E; € . e E, ..., E, sdo subconjuntos
dois a dois disjuntos de X.

Por exemplo, a cole¢ao de todos os subintervalos de [0, 1] é uma semi-algebra. Além disso, a
colegdo de todos os subintervalos de [0, 1] das formas [0,b] e (a,b], com 0 < a < b < 1, mais
o conjunto vazio, forma uma semi-algebra.

Uma cole¢do &7 de subconjuntos de X é chamada de dlgebra se as seguintes trés condi-
¢oes forem satisfeitas:

(i) @ € o;
(ii) se A,B € o/, entao AN B € </
(ili) se A € o7, entdo X \ A € &7.

Teorema 7. Seja (X, %, 1) um espago de probabilidade e seja . uma semi-algebra que
gera A. Seja T : X — X uma transformacgao que preserva a medida. Entao:

(i) T é ergddica se, e somente se, VA, B € .

n—1

1 i
Jim =3 w(TANB) = p(A)p(B),
=0
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(ii) T é fracamente misturadora se, e somente se, VA, B € ./
lim — Z‘u T7'ANB) /L(A)/JJ(B)’ =0, e

(iii) T é fortemente misturadora se, e somente se, VA, B € .

lim u(T7"ANB) = u(A)u(B).

n—oo

Prova. Ja que para cada membro da algebra, o7 (.%), gerada por ., pode ser escrito como
uma uniao finita de membros de ., segue das propriedades elementares de limites que se
as igualdades acima valem para todos os membros de ., entdo elas valem para todos os
elementos de o7 (.%).
Dado € > 0, sejam A, B € #A. Pela construcao de medidas via o Teorema de Extensao de
Carathéodory sabemos que existem Ay, By € &7 () tais que u(AAAg) < e e u(BABy) < e.
Para todo i € N,

(TT'ANB)A(T"Ag N By) C (T"AAT " Ag) U (BABy).
J& que p é uma medida T-invariante temos da relacao acima que
p((TTANB)A(TT A4g N By)) < 2e.

Portanto, temos para todo ¢ € N a seguinte desigualdade |u(T*ANB)—u(T " AgNBy)| < 2¢.
Portanto
(W(T7ANB) — p(A)pu(B)| < [p(TT AN B) — (T~ Ao N Bo)
+ (T Ao N Bo) — pu(Ao)pe(Bo)|
+ [1(Ao)p(Bo) — u(A)p( Bo)|
+ p(A)u(Bo) — p(A)u(B))|
< de 4 (T Ay N By) — pu(Aog)p(Bo).

Da desigualdade acima, segue que se assumimos (ii) e (iii) para Ao, By, entdo temos (ii) e
(iii) para A e B.

Para obter (i), vamos provar que vale a seguinte desigualdade:

iqfu(T_iA N B) — pu(A)u(B)| < 4e +

inz:: (T Ao N Bo) — p(Ao)u(Bo)|.  (2)

Para facilitar a notacdo da prova, para cada n € N seja S, (A, B) = 2307 w(T"AN B).
Desta forma nosso objetivo é limitar |.S,, (A, B) — u(A)u(B)|. Usando de81gualdade triangular
e inserindo os seguinte termos S, (Ao, By) e 1(Ap)u(By) na diferenga acima ficamos com

15n(A, B) = p(A)p(B)] < [Sn(A, B) = Sn(Ao, Bo)| + |50 (Ao, Bo) — p(Ao)( Bo)|

+ [p(Ao) p(Bo) — u(A)u(B)] -



Desta maneira para obtermos a desigualdade desejada basta estimar a primeira e a terceira
parcela do lado direito da desigualdade acima.
Para a primeira parcela temos:

|
—

n

5,(4.B) — 5,(A0. Bo) = |- 5 [u(r 40 B) - (140 5] \

S|

Il
=)

7

|
—

17 . )
S5 (T ANB) — (T~ Ag N By)|- (3)

7

Il
o

Lembrando que para quaisquer E, F' € A temos |u(E) — u(F)| < p(EAF) e que vale a
seguinte inclusao

(El N Fl)A(EQ N FQ) - <E1AE2) U (F1AF2)7 VEl, Eg, Fl, F; e B

temos de (3)

i
L

1S,(A, B) — S,(Ao, Bo)| < p((T7ANB)A(T™ Ay N By))

S
.
I
o

i
L

< [M(T%ATZ‘AO) - u(BABO)} :

S
.
I
o

Como T preserva a medida, u(T"AAT " Ag) = n(AAAy) < e. Além disso, u(BABy) < e.
Logo, cada parcela da soma é menor que 2¢, e portanto |S,(A, B) — S,,(Ag, Bo)| < 2e.

Para limitar o terceiro termo, somamos e subtraimos p(A)u(By). Em seguida, usando a
desigualdade triangular e novamente a desigualdade |u(E) — u(F)| < p(EAF) obtemos

11(Ao)pu(Bo) — u(A)u(B)| = |1(Ao)pu(Bo) — p(A)(Bo) + p(A)p(Bo) — pu(A)p(B)|
< [u(Bo) - [1(Ag) — p(A)]| + |w(A)] - [1(Bo) — u(B)]
<|u(Bo)l - €+ [u(A)] - e.

Com esta estimativa encerramos a prova da desigualdade (2). Usando esta desigualdade e
tomando o limite, quando n — oo concluimos a prova do item (i) do teorema. |

3. O Teorema da Existéncia de Kolmogorov

Nesta secdo vamos enunciar uma versao mais simples do famoso Teorema da Existéncia
de Kolmogorov, adequada aos propositos destas notas. Seus enunciados e prova, no caso
geral podem ser encontrados em diversos livros de Processos Estocésticos ou de Teoria de
Probabilidade. Veja, por exemplo, as referéncias [1, 3, 7].

O objetivo desta secao é dar suporte tedrico a construcao de duas classes de exemplos
extremamente importantes em Teoria Ergddica que sdo os shifts de Bernoulli e Markov.



Defini¢ao 8 (Familia Consistente de Medidas). Suponha que para cada k € N fixado e para
cada elemento (t1,...,t;) € ZF, seja possivel associar uma medida de probabilidade Mty it
definida sobre o espaco produto Y*, munido de sua o-algebra produto. Denote a familia
de todas estas medidas por {fu, . }. Vamos dizer que a familia {py, , } é uma familia
consistente de medidas se as seguintes condigoes, chamadas de condigoes de consisténcia sao
satisfeitas:

/’Ltl,...,tk(Hl X te X H’i}) - /’Ltﬂ.(l),‘..,tﬂ.(k) (Hﬂ'(l) X te X Hﬂ'(k)) (Cl>

/J“tl,...,tk_l(Hl X X Hk‘—].) = uth...,tk_htk(Hl X X Hk’—]. X Y)7 (02)
onde H; CY, (tra),-..,tzr)) é uma permutacao de (t1,..., ).

Teorema 9 (Teorema de Existéncia de Kolmogorov). Seja {u, .+, } uma familia consistente
de medidas. Entao existe uma tunica medida de probabilidade p definida sobre o espaco
produto (Y%, %) tal que para quaisquer k >0, m € Z e H; CY temos:

,u({x e X: Tm € Ho,il'erl S Hl, oL, T € Hk}) = ﬂm,m+1,...,m+k(HO X Hl X ... X Hk)

3.1. Construindo Familias de Medidas Consistentes

Para cada k € N, denotamos por .Z(Y*, %) o conjunto de todas as medidas de pro-
babilidade definidas sobre o espago produto (Y*, %), onde %, é a o-dlgebra produto
2Y)R...0 Z(Y), onde Z(Y) denota a o-algebra das partes de Y.

O objetivo desta se¢ao é mostrar que é sempre possivel construir uma familia consistente
de medidas de probabilidade {p, 4 } a partir de uma familia de medidas de probabilidade

M={pyy 0, €MY* B)  keNet; <ty <...<t}, (4)

desde que esta familia de medidas indexadas sobre listas (t1,. .., %) ordenadas, satisfaga as
condigbes de consisténcia (5), (6) e (7) descritas abaixo:

Mtlv---vti—lvti+17---7tk(Hl XX Hij g X Hz‘—l—l X X ch)

I (5)
Pyt (Hy X oo X Hiy XY X Hipq X -+ X Hy)

para quaisquer H; C Y, com j =1,...;kel <i < k. Parai=1e i =k exigimos que
sejam satisfeitas as seguintes igualdades, respectivamente:

[ty (2 X o X Hy) = iy (Y X Ha X X Hy); (6)

/-Ifth...,tk,l (Hl XX Hk*l) = /’Ltl,...,tk(Hl X X Hk*l X Y)7 (7)

para quaisquer H; C Y, com j=1,... k.

Observagao. Embora possam parecer distintas, as condigdes (5), (6) (7) sdo simplesmente
categorizagoes de todos os casos possiveis da condigao (C2). Esta divisao é importante porque
(C2) é formulada para listas arbitrarias de inteiros distintos, enquanto (5), (6) (7) lidam com
todos os casos de consisténcia quando a lista de indices é composta por inteiros distintos que
estao ordenados.



Continuando, a construcao que nos referimos acima é feita da seguinte maneira. Suponha
que M, seja uma familia de medidas de probabilidade indexada sobre k-uplas ordenadas de
inteiros, como em (4), e que satisfaca as condigoes de consisténcia (5), (6) e (7).

Dada uma k-tipla arbitrdria de inteiros dois-a-dois distintos (t1,...,tx) € ZF, considere
a Unica permutagao 7 : {1,...,k} — {1,...,k}, que age ordenando as coordenadas desta
k-tpla, ou seja, tr1) < ... < tru). Agora, para esta k-upla arbitraria de inteiros defina
Pty .ty € «///(Yka PBy) por

Mt1,...,tk = Mtﬂ-(l) ..... tw(k) © SDT_rl’ (8)
onde ¢, : Y* — Y* é a aplicacio dada por ¢ (z1,...,2) = (Tr1(1ys -+ s T (i))-

Teorema 10. Seja M = {py, 4 € M (Y*, B)) : k €Nety <ty <...<ty}, uma familia
de medidas de probabilidade indexada sobre todas as k-tiplas ordenadas de inteiros, com k
variando sobre todos os elementos de N. Suponha que esta familia satisfaga as condigoes de
consisténcia (5), (6) e (7). Entao existe uma familia consistente de medidas de probabilidade
{1tt...t, } (no sentido da Defini¢ao 8) contendo a familia M.

Prova. Primeiro, construgao da familia {y,  , }, que aparece no enunciado do teorema, é
feita por meio da equacdo (8). Construida esta familia agora precisamos mostrar que ela
satisfaz as condigoes de consisténcia (C1) e (C2).

E claro que a condigdo (C1) é satisfeita por construcao, ja que a familia é definida
satisfazendo (8). A condigao (C2) também é automaticamente satisfeita, por construcao, no
caso em que (ty,...,%;) é uma k-Upla de inteiros ordenada, porque assumimos na hipétese
do teorema que familia de medidas M satisfaz a condigao de consisténcia (7). Portanto,
resta verificar a validade da condigao (C2) quando (1, ..., ) ¢ uma k-tipla arbitraria.

Sejam (t1,...,tx) é uma k-upla arbitraria e A a tinica permutagao do conjunto de indices
{1,...,k =1} que induz uma ordenacdo da (k — 1)-tpla (t1,...,tk—1), ou seja, tyq) < ... <
EA(k—1)-

Vamos considerar os seguintes trés casos:

Caso 1. O indice t; é o maior indice da k-tpla (t1,...,t). Neste caso a permutacdo 7 que
induz a ordenagao nesta k-tipla é dada por 7(j) = A(j), para j = 1,...,k—1 e n(k) = k.
Assim temos diretamente das condigoes (8) e (7) que

/Ltl,...,tk,l(Hl X X Hk71> = Htyy,etae—n) (H,\(l) X X HA(k—l))

= 'U/tr(l)v"'vtﬂ'(kfl)vtw(k) (Hﬂ-(l) X X Hﬂ-(k‘fl) X Y)
=ty oyt (H1 X oo X Hp oy X Y)

e assim a condicao (C2) é satisfeita neste caso.

Caso 2. O indice t; é o menor indice da k-tpla (t1,...,t;). Neste caso a ordenagao desta
k-tpla é induzida pela permutacio m dada por 7(1) = k e w(j) = A(j — 1), para todo
Jj =2,...k. Analogamente, segue das condigoes (8) e (6) que

Mth...,tk_l(Hl X oo x Hyq) (H,\(1) X X H)\(kfl))
- utﬂ(l):"'vtﬂ(k—l)7t7r(k)<Y X Hr(g) X -+ X Hﬂ(k))

= Mtl,...,tk,l,tk(Hl X o+ X He g xXY)

= Htxayatage—1)

o que novamente prova a validade da condigao (C2).

9



Caso 3. O indice t é i-ésimo indice da k-tupla (t1,...,t;), com 1 < i < k. Neste caso a
permutacgao de {1,...,k} que induz a ordenagdao desta k-upla é dada em funcdo de A\ da
seguinte maneira:
A(), se j < i;
m(j) = { k, se j = i;
Aj—1), sei<j<k.
Agora, usando as condigoes (8) e (5) temos
Mtl,...,tk_l(Hl X oo X Hk—l)
I
utx(1)7-~-ytx<kf1)(H/\(1) X X HA(kfl))
Il
Hyy X o+ X Hy—1) X Y X Hygy1) X -++ X H,\(k—l))
Il
Hyqy X oo X Heioy X Y X Hpqny X -+ X Hygy)
I
/J’tlw--atk—latk(Hl X X Hk_l X Y)

lut)\(l)7--~7t>\(i—1)»tkvtk(i)vtk(i+1) et A(k—1) (

Esta igualdade encerra a verificagdo de que a condigao (C2) ¢é satisfeita pelos membros da
familia {gu, 4, }- [ |

Em resumo, se construimos uma familia de medidas de probabilidade i, . ., , apenas para
k-uplas ordenadas de forma que as condigoes (5), (6) e (7) sejam satisfeitas e em seguida,
estendemos esta familia, por meio de (8), para uma familia indexada por k-tuplas arbitra-
rias (nao necessariamente ordenada), entao obtemos uma familia consistente de medidas de
probabilidade que satisfaz as hipoteses do Teorema de Consisténcia de Kolmogorov.

Na pratica, é frequentemente mais natural construir uma familia de medidas de probabi-
lidade apenas sobre (k4 1)-tiplas de inteiros consecutivos, da forma (m,m+1,...,m+k), ao
invés de (k + 1)-tplas ordenadas de inteiros. Para destacar familias indexada sobre (k + 1)-
uplas consecutivas vamos usar a notagao

N = {ftmmit,min € AV B 1) k>0em e Z}. (9)

Observe que, nesta familia, a operacao de remover um indice central 7, com m < j < m+ k,
de uma (k + 1)-Upla consecutiva (m,m + 1,...,m + k) produz uma lista que nao é mais
consecutiva. Logo, ndo faz sentido impor sobre A/ uma condi¢ao de consisténcia andloga a
(5). J& as condigoes (6) e (7) permanecem relevantes, pois a remogao do primeiro ou do
ultimo indice de uma (k + 1)-tipla consecutiva produz uma k-tipla consecutiva (com ponto
inicial deslocado, no caso de remover o primeiro indice). Desta forma é mais natural, exigir
de tais tipos de familias que satisfacam as duas seguintes condig¢oes de consisténcia:

,um,erl,...,erkfl(HO XX Hk71> = Um,m+1,...,m+k<H0 X X kal X Y)7 (1())

Mm+1,m+2,...,m+k<H1 X X Hk) = Mm,m+1,.,.,m+k<y X Hl X X Hk>7 (11>
paratodom € Z, k>1e H; CY,com j=0,1,...,k.
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Observacao 11. Diferentemente do que ocorre para familias indexadas sobre k-tiplas or-
denadas, as condigoes (10) e (11) s@o essencialmente independentes para familias indexadas
sobre k-tplas consecutivas. De fato, a condi¢ao (10) relaciona membros da familia A das for-
MAas: flm, . m+k € fm,..m+k—1. Enquanto a condicao (11) relaciona fin,  mik COM flmi1,  mtk-
Tratam-se, portanto, de relagées envolvendo membros distintos da familia.

A proposigao a seguir mostra que, a partir de uma familia N satisfazendo (10) e (11), é
sempre possivel construir uma familia do tipo M, indexada sobre todas as k-iiplas ordenadas
de inteiros, satisfazendo as trés condigdes de consisténcia (5), (6) e (7). Com esta proposi¢ao
em maos, a passagem de AN a uma familia consistente, no sentido da Definicao 8, segue
imediatamente do Teorema 10.

Proposi¢ao 12. Seja N uma familia de medidas de probabilidade indexada sobre todas as
k-tiplas de inteiros consecutivos, como em (9), satisfazendo as condigdes de consisténcia (10)
e (11). Entdo existe uma familia M = {p, ., € A (Y* By) :keNet; <ty <...<t}
satisfazendo as condigoes de consisténcia (5), (6) e (7) e contendo N, no sentido de que
tm,m+1,...m+k coincide com o membro da familia M indexado pela mesma lista ordenada,
para todom € Z e k > 0.

Prova. Seja k > 1, (t,...,t;) uma k-tupla de inteiros ordenada, isto é, t; <ty < ... <ty e
Hy,...,H, CY. Defina m =t, e n =t, —t;. Considere os seguintes conjuntos de indices
T = {ti,ty,....ths} e M = {m,m+1,m+2,....,m+n}. Eclaro que T C M. Assim,
podemos definir para cada indice ¢ € {0,1,...,n} o conjunto

G, = {Hj se m+ 1 = t;;

Y,  caso contrario.

Veja o exemplo abaixo para ver como funciona a constru¢ao dos conjuntos G’s a partir dos
conjuntos H'’s.

G(0 Gl GQ G3 G4 G5 GG G? GS
Il Il i Il Il Il Il i Il
H, Y Y Hy Y Y Y Y H3
o i e
I I I

Agora defina

iyt (H1 X oo X Hi) = thmmet....man(Go X G1 X ... x Gy). (12)
E claro que, se (t1,...,tg) j4 é uma k-tupla consecutiva, entdao n = k — 1 e Gy = Hyyq para
todo £ € {0,...,n}, de modo que [y, 1, = Mmm+1,..m+(k—1) € Portanto a familia M assim

definida contém N

11



Resta verificar que a familia M satisfaz as trés condi¢oes de consisténcia.

Condicao de Consisténcia (7). Sejam (t1,...,t;) uma k-upla ordenada de inteiros e
Hy,...,H,_1 CY. Definam=t;,n=t,—t; en’ =ty —t;. Como t,_; < t;, temos
0<n <n.

A ideia é comparar duas expressoes fornecidas por (12): a primeira é obtida usando esta
expressao para (k — 1)-upla (t1,...,tx_1), que produz a colegdo (Gg, Gy, ...,G,), e outra
aplicada a k-upla (¢, ...,tx_1,tx) com o ultimo conjunto tomado igual a H, =Y, que produz
uma segunda colecao, denotada por (CNT*D, C~¥1, cee én), para distingui-la da primeira. A figura
abaixo ilustra como os dois conjuntos de indices e os valores atribuidos aos G’s funcionam
em cada caso.

Construcao para (t1,...,tk—1):
H1 Y R Hj R Hk—l
° . . . 7
ti1=m m+1 tj th—1 zm—i—n’
Construcao para (t1,...,tg—1,tx) com H =Y
H1 Y Hj Hk:—l Y Y
. . . . . . 7,
ti=m  m+l t; tk—1=m+n"  m+n'+1 tk=m+n
| | | |
primeiros n’ + 1 fatores: G =Gy tltimos n — n’ fatores,

todos iguais a Y

A inspecao das duas construgdes nos da trés observagoes-chave:

e Para ¢ € {0,1,...,n'}, vale G; = G,. De fato, se m + ¢ = t; para algum j, entao
t; < ti—1, ou seja, j < bk — 1, e ambas as regras atribuem o mesmo valor Hj; caso
contrario, ambas atribuem Y.

e Paral € {n'+1,...,n — 1}, vale G, = Y. Com efeito, uma eventual identidade
m+{=1t; com j € {1,...,k} implicaria t;_; < t; < tj, o que é impossivel, j& que t;_;
e tx sdo consecutivos na lista ordenada (tq,. .., ).

e Para ¢ = n, vale G, = Hy = Y, pela escolha de Hy.

Em suma: os primeiros n’ + 1 fatores das duas cole¢bes coincidem, e os n — n' fatores finais
de (Gy,...,G,) sao todos iguais a Y — o que corresponde, geometricamente, ao colchete
azul e ao colchete vermelho da figura, respectivamente. Com estas observagoes obtemos a
cadeia

'utlv"-vtk—l(Hl XKoo X Hk—l) = :um,...,m-‘rn’(GO XX Gn’)

= Hm,....m+n/,...m4n (GO X X Gn’ XY X oo X Y)
——————

n—n' fatores

= :um,...,m+n(é0 X él X o0 X én)

=ty 1, (Hy X -+ X Heog X YY),

12



onde as igualdades acima sao justificadas da seguinte maneira:

e na primeira, aplicamos a defini¢ao (12) a (k — 1)-upla (¢,...,tk_1);

 na segunda, aplicamos (n — n’) vezes, sucessivamente, a condi¢do de consisténcia (10),
cada aplicacao anexando um novo fator Y a direita;

e na terceira, usamos as trés observagoes acima, que identificam termo a termo o inte-
grando com a colecao (éo, Gi,... ,C:'n);

« na quarta, aplicamos novamente a defini¢do (12), desta vez a k-tpla (t1,...,tx_1,tx)
com H, =Y.
Condicao de Consisténcia (6). Sejam (t1,...,t;) uma k-tpla ordenada de inteiros e

Hy, ..., H, CY. Definam=t;,m =ts, n =1, —t1 en’ =t —to. Como t; < ts, temos
m < m’, e note que n =n' 4+ (m’ —m).

H, Hy e Hy Hy,
° ° ° ° ° 7
ta ta t3 tk—1 tx
ti1=m to = m’
m —m
-— Il _
to — 11

n =1t — ty

n:tk—tl

Novamente, vamos comparar as duas expressoes obtidas via (12): a primeira vem da

aplicacao desta defini¢ao a k-upla (t1,...,t) com a escolha H; =Y, produzindo a cole¢ao
(Go,G1,...,G,); a segunda é a aplicacao a (k — 1)-tupla (ta, ..., ), produzindo a colegdo
que denotaremos por (éo,él, e ,én/). A figura abaixo ilustra o alinhamento das duas
construcoes.

Construgao para (t1,...,t5) com Hy =Y

. . . . . 7
tit=m m-+1 to=m' t; t,=m+n

primeiros m’ — m fatores,
todos iguais a Y

Construcao para (tg,...,t5):
Hy . H; .. Hy,
. . . 7,
to=m' 17 ty=m'+n’

tltimos n' + 1 fatores: Gy (m/—m) = Gy

A inspecao geométrica das construgoes nos revela que:

o Paral e {0,1,...,m' —m — 1}, vale G, = Y. Isto ocorre porque nenhum dos indices
m,m + 1,...,m' — 1 pertence ao conjunto {to,s,...,tx}, € 0 conjunto associado ao
préprio t; foi definido como H; =Y.
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e« Para ¢ € {0,1,...,0}, vale Gy = Gt (m—m)- De fato, a posigao ¢ a partir de m’ na
segunda construgao refere-se ao indice m’ 4 ¢, que corresponde exatamente a posi¢ao
¢+ (m' —m) a partir de m na primeira construcdo. As regras de atribuicao de H; ou
Y sao idénticas a partir de ts.

Assim, a primeira cole¢ao possui um bloco inicial de m’—m conjuntos Y, seguido exatamente
pela segunda colecao. Com isso, obtemos:

Mtlv"'vtk(y X H2 X X Hk) = HUm m—l—n(GO X - X Gn)

-----

= um,,,,7m/7,,,,m+n<Y X oo XY XGrpr—gy, X+ 0+ X Gn>
———

m/—m fatores

- Mm’,...,m—l—n(Gm’—m X X Gn)
= Mm’,...,m’—i—n’(éo X X én/)

= th,...,tk(H2 X X Hk)7
onde cada uma das igualdades acima é justificada da seguinte maneira

 na primeira igualdade, usamos a definigdo (12) para a k-upla (¢y,...,tx) com H; =Y

» na segunda, substituimos os primeiros fatores por Y, conforme a primeira observagao;

e na terceira, aplicamos (m' — m) vezes, sucessivamente, a condi¢cdo de consisténcia
a esquerda (11), a qual tem o efeito de tomar a marginal (remove) nas primeiras
coordenadas Y'’s e desloca o indice inicial até m/;

e na quarta, reescrevemos o integrando usando a identidade termo a termo da segunda
observacao, notando que m +n = m’ +n/’;

 na quinta, usamos novamente a defini¢ao (12), agora de tras para frente, para a (k—1)-
upla (ta, ..., tg).

Condigao de Consisténcia (5). Sejam (ti,...,¢;) uma k-tupla ordenada, 1 < i < k e
H; CY paraje{l,....k} \{i}. Definam=t, en=t, —t.

Vamos mais uma vez confrontar duas aplicagoes da definigdo (12). O primeiro cendrio

serd para a (k—1)-upla ordenada (1, ...,t;_1,ti41,. .., tx), que omite ¢; e produz uma cole¢ao
(Gy, G, ..., G). O segundo cendrio sera para a k-upla original (¢y,. .., %), porém impondo
H; =Y, o que produz a cole¢ao (Gy,Gy,...,G,). Como os extremos t; e tj sdo idénticos

em ambos 0s casos, o comprimento n das duas colegoes é rigorosamente o mesmo.
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Construcao para (t1,...,t—1,ti+1,---,tk)

H1 Hi—l Y Hi-l—l Hk
. . . . . 7
ti=m ti_1 t; tit1 t,=m-+n

Construcao para (ti,...,t;) com H; =Y

Hl Hifl Y Hi+1 Hk
° . . ] . 7
ti=m ti_1 t; tit1 t,=m-+n

G}, = Gy, para todo £

A analise das colecoes geradas torna a prova direta, baseada na seguinte observacao:

o Para todo ¢ € {0,1,...,n}, temos G, = G,. A tnica posi¢do onde as construgoes
poderiam diferir seria em ¢* = t; — m. Na primeira construgao (que omite ¢;), o indice
m + ¢* = t; ndo figura entre os conjuntos especificados, logo a regra dita que Gj. =Y.
Na segunda construcao, o indice t; estd presente, mas especificamos que H; = Y, de
modo que a regra dita Gy« = H; =Y. Nos demais indices, ambas as regras coincidem
perfeitamente.

Sendo as sequéncias de conjuntos idénticas, basta reescrever os termos:

utl,...,t¢,17t¢+1,...,tk(Hl XX Hi71><H’L'+1 X X Hk)
! !
= Mm,...,m+n(G0 XKoo X Gn)

- Hm,...,m+n(GO X X Gn)

= ,U/tl,..,,tk(Hl X oo X Hi—l XY X Hi+1 X oo X Hk>
A cadeia acima é validada pelos seguintes passos:

 na primeira igualdade, avaliamos a definigdo (12) para a colegdo com a auséncia de t;;

« na segunda igualdade, utilizamos a observacao feita acima de que (Gy,...,G) =
(Go, ceey Gn),

« na terceira igualdade, aplicamos a definicdo (12) de tras para frente para a k-tpla
completa, alocando H; =Y.

Isto encerra a prova da condigao (5). |

Com a Proposicao 12 estabelecida, o teorema de construcgao a partir de familias indexadas
sobre k-uplas consecutivas torna-se um corolario imediato.
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Teorema 13. Seja N uma familia de medidas de probabilidade indexada sobre todas as k-
tuplas de inteiros consecutivos, como em (9). Suponha que esta familia satisfaga as condigoes
de consisténcia (10) e (11). Entéo existe uma tnica medida de probabilidade p definida
sobre o espago produto (Y7, %) tal que para quaisquer k € N, m € Z e H; CY temos:

p{z e X ay € Hy,Tps1 € Hy, oo Tt € Hi}) = flnmet, msk(Ho X .. X Hy).

Prova. Pela Proposicao 12, existe uma familia M = {, 4, : kK € N, t; < ... < t;}
satisfazendo as condigoes de consisténcia (5), (6) e (7), e contendo N. Pelo Teorema 10,
existe uma familia consistente {fu, .+ } (no sentido da Defini¢ao 8) contendo M. Aplicando
o Teorema da Existéncia de Kolmogorov a esta familia consistente, obtemos uma medida
de probabilidade u sobre (Y%, %) satisfazendo a identidade desejada nos cilindros finitos-
dimensionais com indices consecutivos.

Para a unicidade, suponha que pM e u® sejam duas medidas de probabilidade sobre
(Y% %) satisfazendo a identidade do enunciado. Entdo ambas coincidem sobre todos os
cilindros da forma {x € X : z,, € Hy,xpp11 € Hy, ..., Ty € Hy},comm € Z, k > 0 e
H; CY. A familia destes cilindros gera a o-dlgebra produto % e é fechada por intersegoes
finitas (a intersegao de dois cilindros com indice consecutivos pode ser vista como um cilindro
cujo o conjunto de indices é o subconjunto de pontos consecutivos de Z delimitado pelo
minimo do conjuntos de indices da unidao dos dois e pelo maximo. Note que para ver esta
interse¢ao como um cilindro alguns dos fatores devem ser tomados iguais a Y). Logo, pelo
Teorema -\ de Dynkin, segue que u) = u® em 2, o que encerra a prova da unicidade. W

4. Shifts de Bernoulli e Shifts de Markov

Nesta secao vamos construir em detalhe as duas classes de sistemas dinamicos simbélicos que
serao estudadas ao longo deste texto: os shifts de Bernoulli e os shifts de Markov. Em ambos
0s casos, 0 espaco subjacente é o espaco produto X = Y%, onde Y é um conjunto finito, e a
transformacao T : X — X ¢é o shift para a esquerda. O que distingue os dois modelos ¢é a
medida de probabilidade considerada em X: no primeiro caso, temos uma medida produto
(coordenadas independentes); no segundo, temos a medida (p, P)-Markoviana (dependéncia
de primeira ordem).

Nosso objetivo é construir rigorosamente estas medidas, verificando em cada etapa que
as distribuicoes finito-dimensionais associadas satisfazem as condigoes de consisténcia do
Teorema de Extensao de Kolmogorov.

4.1. O Espaco Produto e o Shift para a Esquerda

SejaY = {0,1,...,k—1} um conjunto finito com k > 2 elementos, equipado com a o-algebra
das partes. Vamos considerar o espaco produto

X=Yl={2=(xp)nez:2n €Y, Vn € Z}

equipado com a o-algebra produto. Como estamos assumindo que Y é um conjunto finito
entao a o-algebra produto é gerada pelos conjuntos cilindricos da forma

[a0aa'17 ce 7an]m = {l‘ € X: Tm = A0y Tm41 = A1y - -y Tmpn = an}? (13)
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ondem €€ Z,n€Z, eay,...,a, €Y sao fixados.

* * e Qg ai )] e Qn
. . ° . . . 7
m m—+1 m+ 2 m+n
L |
Base do cilindro [ag, a1, ..., an|m

A colegao de todos os cilindros, definidos em (13), juntamente com o conjunto vazio e
o proprio X, forma uma semi-algebra que denotaremos por .. E um resultado classico de
Teoria da Medida que o(¥) coincide com a g-dlgebra produto em X, denotada por 2.

O shift para a esquerda 7' : X — X ¢ a aplicacao definida por
(Tz)p = Ty, Vn € Z, Vx € X.

Nao ¢ dificil verificar que T' é uma bijecao mensuravel com inversa mensuravel, e portanto
os conceitos de medida T-invariante e ergodicidade estao bem definidos em (X, %).

A agao de T sobre cilindros da forma (13) é especialmente simples e serd usada repeti-
damente nas construgbes que seguem:

T ([a0, a1, -, anlm) = [ag, a1, .., anlmr. (14)

De fato, x € T ([ag,...,an]m) se, e somente se, Tz € [ag,...,dn]m, O que por sua vez
equivale a (Tx),4+; = a; para todo j € {0,1,...,n}. Como, por definicdo, (I'%)m4+; =
Tm+j+1, 1sso implica que x,,4,41 = a;. Reescrevendo, isto ¢ exatamente a afirmacao de que
T(mi1)+; = a; para todo j € {0,...,n}, e portanto x € [ag, ..., Gn)mt1.

4.2. Shifts de Bernoulli

Nesta subsecao vamos construir a primeira das duas medidas T-invariantes naturais sobre
X =Y?. Essa medida é chamada de medida produto ou medida de Bernoulli.

Definicdo 14. Um vetor p = (po,p1,...,pr—1) € R¥ é dito um wvetor de probabilidade se
pi = 0paratodot €Y e,y pi = 1.

Fixado um vetor de probabilidade p, defina, para cada cilindro [ag, a1, . .., ay]m, @ quan-

tidade

,u([ao,al,...,an]m) = Pag Pay " Pay- (15)

Observe que o lado direito da expressao acima nao depende de m, isto é, nao depende da
posicao em que comeca o conjunto de indices que determina o cilindro. Esta é a observacao
serd a chave para mostrar que a fungao de conjuntos definida em (15) pode ser estendida a
uma medida de probabilidade que é invariante pelo shift.

Nosso préximo objetivo é mostrar que a fun¢do de conjunto definida em (15) se es-
tende unicamente a uma medida de probabilidade em (X, %). Para isto, vamos construir a
partir (15) uma familia de consistente de medidas de probabilidade e invocar o Teorema da
Existéncia de Kolmogorov.
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Para cada m € Z e n € Z,, definimos uma medida de probabilidade f, ,, associada
aos indices de inteiros consecutivos m, m + 1,...,m 4+ n, como sendo a unica medida de
probabilidade em Y™ ! determinada pelos seguintes valores:

/me({(lo} X {(11} XX {an}) = Mm,n(aov ag, ... 7an) = Pag Pa; ' Pan> (16)
para todo ag,aq,...,a, €Y.

Vamos mostrar abaixo que é possivel usar o Teorema 13 e concluir que existe uma tnica
medida de probabilidade p sobre X, tal que as probabilidades dos conjuntos cilindricos sao
completamente determinadas pela familia {f4.n }meznen.

Proposicao 15. A familia {/tm n }tmez, nez, , cOM fiy,, definida como (16), é uma familia de
medidas de probabilidade satisfazendo as condi¢oes de consisténcia (10) e (11).

Prova. Primeiro, observamos que usando a notacao do Teorema 13, temos a seguinte igual-
dade entre familias de medidas de probabilidade

{Nm,k}meZ,kEZ+ - {Mm,m—l—l,...,m-{—k € %(Y]H—la %k;—&—l) ok > Oeme Z}

Por questao de simplicidade, vamos comecar verificando a validade das condigoes de
consisténcia (10) e (11) para conjuntos Hy X ... x H,, da forma {ao} x ... x {a,}.

Nosso primeiro passo serd verificar a validade da condigao (10) - marginal & direita. Neste
caso, temos que mostrar que

Z ,um,n(aoa vy Qp1, a/n) = ,um,nfl(a@’ cee 70%71)-
an€Y

Usando a definigao de fiy,,, dada em (16), temos

Z Nm,n(a(b ceey Qn—1, an) = Z Pag Pay " * Pap—1 Pan
an€Y an€Y

- pao pa1 e pan,1 Z pan
an€Y

:paopal pan,1 -]

— Nm,n—l(a(b s 7an—1)7
onde usamos Y, <y Pa,, = 1, que segue de p ser um vetor de probabilidade.

Vamos verificar, agora, que a validade da condi¢ao (11) - marginal a esquerda,

Z ,um,n(aOa ai, ... aan) = Nm—i—l,n—l(ab s 7an)7
ap€Y

pode ser provada de forma completamente analoga a anterior. De fato, segue diretamente
da definigao (16) que

Z Mm,n(a()a ay, ... 7an) - Z Pag Pa1 **° Pa,

ap€Y ap€Y
= Zpao Pay * Pa,
ag€Y
= DPa; " Pan
- Nm+1,n—1<a17 cee 7an)7
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onde usamos novamente apenas Y, cy Pay = 1.

Para o caso geral, consideremos conjuntos arbitrarios H; C Y. Por defini¢ao, a medida
de um retangulo da forma Hy x --- x H,, é dada pela soma das medidas de seus atomos, ou
seja,

P (Ho X -+ - X Hy,) = Z Z fmn (o, - .., ap).

ap€Hy an€H,

Utilizando a forma de produto obtida para os atomos, temos

Mm,n(HoX"'XHn)Z ( Z pa0>"'( Z Pan)-

aOEHO an€Hy

Assim, para verificar a validade de (10), basta notar que ao tomarmos H, = Y, o tltimo
fator na expressao acima torna-se a soma ., ¢y pa, = 1. Portanto,

n—1
P (Ho X -+ X Hy_ g X Y) = H ( Z pa]) -1

j=0 \a,€H,
= ,um,nfl(HO X X anl)-

De forma andloga, para a condi¢ao (11), ao tomarmos Hy = Y, o primeiro fator da decom-
posigao resulta em 1, restando apenas os termos que definem fi;,11,,-1(Hy X --- x H,). N

Observagao 16. E instrutivo observar que, no caso Bernoulli, as duas condicdes de consis-
téncia seguem da mesma propriedade elementar de p: a de ser um vetor de probabilidade, isto
€, > icy pi = 1. Esta uniformidade reflete a independéncia das coordenadas: como nenhuma
coordenada “conversa” com as outras, tomar qualquer uma das marginais (a esquerda ou a
direita) tem o mesmo efeito algébrico. Veremos a seguir que, no caso Markoviano, esta sime-
tria se quebra: a consisténcia para cada tipo de marginal correspondera a uma propriedade
estrutural distinta do par (p, P).

Teorema 17 (Existéncia e Unicidade da Medida de Bernoulli). Seja Y ={0,1,...,k — 1}
um conjunto finito e considere o espaco produto X = Y? equipado com a o-algebra produto
2. Dado um vetor de probabilidade p = (po,p1,--.,Pr_1), existe uma tnica medida de
probabilidade p em (X, %) tal que, para qualquer cilindro da forma [ag, a1, - . ., ap|m € &,
temos

M([amala---van]m) = Pag Pa; " Pay- (17)

Esta medida p é denominada medida de Bernoulli ou medida produto determinada pelo vetor
de probabilidade p.

Prova. Como vimos na Proposicdo 15, sabemos que a familia {ftyn}mez, nez,, definida a
partir de (16), satisfaz as condigoes de consisténcia (10) e (11). Portanto, podemos aplicar
o Teorema 13 a esta familia, mostrando assim a existéncia e a unicidade da medida de
probabilidade p em (X, %) satisfazendo (17). |

Proposicao 18. A medida p de Bernoulli é T-invariante.
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Prova. Como a cole¢ao . de todos os cilindros em X da forma [ag,aq,...,a,), é uma
semi-algebra e o(7) = A, basta verificar que u(7-'C) = u(C) para todo elemento C € ..
Usando (14) e (15), temos

u(T_l[ao, Aty ..y aplm) = 1([ao, ar, ..., aplmi1)
= Pag Pay " " Pay
= u(lag, a1, -+, anlm)-
O que encerra a prova da proposicao. [ |

O sistema (X, %, u, T) assim construido é chamado shift de Bernoulli com vetor de
probabilidade p.

4.3. Shifts de Markov

Passamos agora a construgao da medida (p, P)-Markoviana, que generaliza a medida de
Bernoulli permitindo dependéncia de primeira ordem entre coordenadas consecutivas. Esta
medida serda de suma importancia na prova do Lema 27 e do Teorema 28, que sao resultados
centrais na teoria de cadeias de Markov estacionarias. Além do mais, estas medidas fornecem
exemplos muito importantes em Teoria Ergodica.

Definicao 19. Uma matriz P = (Pj))ijey € Mixi(R) é dita uma matriz estocdstica se
P;; > 0 para todos i,j €Y e > ey P =1 paratodoi € Y.

Na teoria de Processos Estocésticos costumamos interpretar F;; como a probabilidade de
um sistema fazer uma transicao de seu estado ¢ para outro estado j, em um passo.

Definicao 20. Dada uma matriz estocdstica P, um vetor de probabilidade p € R* ¢ dito
uma distribuicao estaciondria de P se pP = p, isto é,

Zpipij:pjv Vjey.

€Y

Fixado um par (p, P) onde p é uma distribui¢ao estacionaria de P, definimos, para cada
cilindro [ag, a1, - . ., p|m, a quantidade

N([CLO, g, ... 7an]m) = Pao Pa0a1 Pa1a2 e Pan,lan~ (18>

Assim como no caso Bernoulli, o lado direito ndo depende de m. Esta propriedade sera, ao
final, responsavel pela T-invariancia da medida resultante. Quando olhamos para estes obje-
tos do ponto de vista probabilistico a diferencga crucial, com respeito a medida de Bernoulli é
que, agora, os fatores P, 4, representam probabilidades condicionais. Por exemplo, F,;_, 4,
¢ interpretado como probabilidade de observar a; na posicao m + j, dado que observamos
a;—1 na posicao m + j — 1. Embora, as interpretacoes probabilisticas sejam muito tteis, as
demonstragoes e o restante da discussao é desenvolvido de modo independente da Teoria de
Processos Estocasticos.

Como no caso das medidas de Bernoulli, vamos mostrar como é possivel estender a funcao
de conjuntos definida em (18) a uma tnica medida p, sobre X, usando o Teorema 13 que é
na verdade, uma versao do Teorema de Extensao de Kolmogorov.
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Nesta secao vamos trabalhar com a seguinte familia de medidas de probabilidade
,um,n(amalu'-'?an) Epao Paoal Pa1a2 Panflanu va07"->an € Y7 (19>

que, como observado, ndo depende de m. Passemos a verificacdo das trés condigoes de
consisténcia.

Proposicao 21. Seja P uma matriz estocastica e p um vetor de probabilidade. A familia
{ttmntmez, nez, definida em (19) é uma familia de medidas de probabilidade satisfazendo as
condigoes de consisténcia (10) e (11) se, e somente se, p ¢ uma distribui¢do estacionéria de
P, isto é, pP = p.

Prova. Vamos examinar cada uma das duas condigoes de consisténcia separadamente, mos-
trando que cada uma corresponde a uma propriedade estrutural distinta do par (p, P).

Vamos comegar mostrando que a condicao de consisténcia (10) segue de P ser uma matriz
estocastica. Como na prova da Proposicao 15, vamos comecar mostrando a validade da
condigao de consisténcia (10) para retangulos do espago produto que sao produtos cartesianos
de conjuntos unitarios. Ou seja, vamos mostrar inicialmente que

> pmn(@o, -y @no1,0) = fnn-1(ao, - - ., an_1), para cada (ag,...,a, 1) € Y™
an€Y

De fato, usando (19),

Z fmn (@0, -5 Qn1,Gp) = Z Pag Pagar *++ Pan_san—r Pan_san

an€Y an€Y

= Pag Pagar *** Pap_san_s Z P, _ian

an€Y

=1
= Pay Paoa1 T Pan72an71
= Mm,n—l(CLOa cee 7an—1)7

onde usamos que >, cy Py, 14, = 1, que é precisamente a condicao de P ser estocastica.
Observe que esta condigdo é precisamente uma das condigdes que define uma matriz esto-
castica. Portanto, para tomar a marginal a direita nao é necessario exigir nenhuma hipdtese
sobre existéncia ou nao do autovetor a esquerda p.

Agora, vamos verificar a validade da condigao de consisténcia (11) para retdngulos que sao
da mesma forma que no argumento anterior. Para fazer isto veremos que serd crucial assumir
a validade da hipotese pP = p. Na verdade, para esta familia de medidas de probabilidade
a condicao (11) é equivalente & pP = p.

Primeiro, observe que para os tipos de retangulos que estamos considerando a condicao
de consisténcia (11) é simplesmente

Z Mm,n(CLOa a, ..., 0n) = Mm+1,n—1(a1, ey ).
ap€Y

21



Veja que segue de (19) e da definigdo de produto de vetor por matriz que

Z Mm,n(CLOu ai, ... 7an> = Z Pag Pa0a1 Palag te Pan,;lan

ap€Y ap€Y

= ( Z Pag Paoa1) Pa1a2 T Panflan

ag€Y

= (pp)m : Pawz T Pan—lan'

Por outro lado, temos novamente de (19) que

,Um+1,nfl(a17 ce aan) = Pa; Palag T Pan_lan-

Igualando as duas expressoes obtidas acima ficamos com

(pp)cu “Payas ** Pap_1an = Pay Paras ** Pay_1an

Como a igualdade acima é valida para todos (as, . . ., a,) € Y™~ ! podemos somar ambos lados
da igualdade acima sobre todas estas (n — 1)-tplas e usar que P uma matriz estocéstica para
obter a seguinte igualdade

(pp)m = (pP>a1 : Z Paray *+* Pay_van = Pay Z Paray *+ Pan_1an = Pass

(a2,...,an) (az,...,an)

para todo a; € Y. Deste fato, concluimos que a condigdo de consisténcia (11) para esta
familia é consequéncia de

(pp)(h = pap val S Y

Isto é, pP = p.
Reciprocamente, suponha que a familia {y,,,} satisfaca a condigao de consisténcia (11).
Tomando n = 1 e fixando a; € Y, segue da condicdo de consisténcia (11) que

(PP)ay = D, PacPagar = Y, Hm1(a0,01) = fimi1,0(01) = Pay »

ap€Y ap€Y
0 que mostra que pP = p.

Resta estender a validade das duas condicoes de consisténcia aos retangulos arbitrarios
da forma Hy x --- x H,, com H; CY. Por definicao, a medida de um tal retangulo é dada
por

,um,n(HOX"'XHn>: Z Z Hm,n(am-"aan)

aOEHO an€Hp

= Z z Pao Paoar Paras =+ Pay_1a,-

ap€Hp an€Hy

Para verificar a condi¢ao (10), tomamos H,, = Y na expressdo acima e efetuamos primeiro
a soma sobre a,,. Como o unico fator que depende de a,, ¢ P, ,4,, € >0, cy Pa, 10, = 1 pela
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estocasticidade de P, obtemos

Hm,n(HO X X Hn—l X Y) - Z t Z Pao Paoa1 t Panfganfl Z Panflan

ap€Hy an_1€H, 1 an€Y

= Z T Z DPag Pa0a1 the Pan_Qan_l

ap€Hy an—1€Hn 1
= ,um,n—l(HO X X Hn—l)-

Analogamente, para verificar a condigao (11), tomamos Hy = Y e efetuamos primeiro a
soma sobre ay. Os tnicos fatores que dependem de ag sa0 p,, € F,yq,, de modo que

/,me(YXHlX"'XHn): Z Z (Zpaopaoal)Palag"'Pan_1an

a1€H; an€Hp \ao€Y

= Z Z (pp)a1 Paiay - Pa, ia,-

a1€H, an€Hy

Usando agora a hip6tese pP = p, temos (pP),, = pa, para todo a; € Y, e portanto

/Lm,n(Y X Hy X -+ X Hn) - Z Z Pay Payay -+ Pa,_ia,

a1€H; an€Hy

= ,um—‘,—l,n—l(Hl X X Hn)

Observe que a reciproca ja estd contemplada, pois, tomando H; = {a;} para cada j, recu-
peramos o caso dos retangulos formados por conjuntos unitarios tratado anteriormente. W

Observacao 22. Em contraste com o Observacao 16 do caso Bernoulli, no caso Markoviano
as duas condigoes de consisténcia correspondem a duas propriedades estruturais distintas:

(a) Consisténcia das marginais a direita «— estocasticidade de P (linhas somam 1);
(b) Consisténcia das marginais a esquerda «+— estacionariedade pP = p.

A propriedade (a) é trivialmente satisfeita pela definigdo de matriz estocéstica, mas a pro-
priedade (b) é uma condi¢ao genuinamente nao-trivial que restringe a escolha do vetor p.

Teorema 23 (Medida (p, P)-Markoviana). Seja Y = {0,1,...,k — 1} um conjunto finito e
considere o espaco produto X = YZ equipado com a o-algebra produto 4. Dada uma matriz

estocéastica P = (P;;);jey € um vetor de probabilidade p = (po,p1,...,pr—1), satisfazendo
pP = p, entdo existe uma tinica medida de probabilidade p em (X, £) tal que, para qualquer
cilindro da forma [ag, ai, ..., ay]m € .7, temos

,u([ao, A, ... 7an]m> = Pag P(lo(ll Pa1a2 to Panflan; (20>

Esta medida p é chamada de medida (p, P)-Markoviana.

Prova. Como estamos assumindo que pP = p, segue da Proposicio 21 que a familia
{ttmntmez, nez, , definida a partir de (19), satisfaz as condi¢des de consisténcia (10) e (11).
Portanto, podemos aplicar o Teorema 13 a esta familia, mostrando assim a existéncia e a
unicidade da medida de probabilidade p em (X, %) satisfazendo (20). |
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Proposicao 24. Se p é uma medida (p, P)-Markoviana, entdao p é T-invariante.

Prova. Como no caso Bernoulli, basta verificar a invariancia sobre a semi-algebra . dos
cilindros. Usando (14) e (18), temos

(T Hag, ay, ..., anlm) = pllag, a1, ..., anlmi1)
= Pao Pagar Paras *** Pan_san
= u(lag, a1y - -+, aplm),
onde a segunda igualdade usa a férmula (18) aplicada ao cilindro [ay, . . ., ay]m_1, € 0 fato de
que esta férmula nao depende do indice inicial m — 1. [ |

Observacao 25. E conceitualmente importante observar que a T-invariancia da medida u
e a estacionariedade pP = p sdo manifesta¢oes equivalentes do mesmo fendmeno. De fato,

(=) Se u é T-invariante, entdo para todo j € Y,
pj = u({zo = j}) = (T~ {zo = j})
= p({z1=17})
=Y w({wo =i, 21 = j})

€Y

= Zpipij = (pP)j’

€Y
o que mostra pP = p.
(<) Se pP = p, a T-invariancia de u sobre cilindros foi demonstrada na Proposigao 24.

Em resumo: para a familia de férmulas (p, P)-Markovianas (18), ser uma medida de probabi-
lidade bem definida, ser T-invariante, e ter p como autovetor a esquerda de P com autovalor
1, sdo trés formulagdes da mesma propriedade estrutural.

O sistema (X, A, u, T) assim construido é chamado shift de Markov com dados (p, P).

Observacao 26. Um caso particular importante da constru¢ao Markoviana é obtido quando
tomamos P como uma matriz em que todas suas as linhas sdo iguais e determinadas por
vetor de probabilidade p, ou seja, P;; = p; para todos ¢,j € Y. Neste caso:

(a) P ¢ claramente estocdstica (3°; Py = >2;p; = 1);
(b) p ¢ estaciondria, pois (pP); = 3 pilyj = pj i pi = py;
(c¢) A féormula Markoviana (18) reduz-se a

Pao Pagar *** Pan_yan = Pag Pay *** Pans
que é exatamente a expressao que determina a medida Bernoulli em (15).

Portanto, os shifts de Bernoulli sdo um caso particular dos shifts de Markov, correspondendo
a situacao de completa auséncia de correlacao entre coordenadas.
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5. Condicoes de Ergodicidade para Shifts de Markov

Lema 27. Sejam Y = {0,1,...,k — 1} e P = (P;); jey uma matriz estocéstica possuindo
um autovetor a esquerda p € R¥, satisfazendo pP = p e também p; > 0 e pg+... +pp_1 = L.
Entao existe o seguinte limite, com respeito a topologia em My, (R) induzida pela norma

A [ Allop = sup{| 4] - il = max{fen] . Joeal} = 1,
1N1
Q= 2 (21)

Além do mais, a matriz () também é uma matriz estocastica e satisfaz QP = PQ = Q.
Se v € R¥ é um autovetor de P associado ao autovalor 1, a direita ou & esquerda, entdo
v também é autovetor de () associado ao autovalor 1, do mesmo lado. Adicionalmente, a
matriz Q ¢ idempotente, ou seja, Q? = Q.

Prova. Vamos mostrar inicialmente que, individualmente, cada entrada da sequéncia de
matrizes que aparece em (21) converge. Seja p a medida (p, P)-Markoviana fornecida pelo
Teorema 23 e definida por meio da familia {ftpn }tmeznez, dada por

P (o, - -y Gn) = Dag Pagay Paras - - - Pay_1ans Yag,...,a, €Y. (22)
Denote por X = Y% e T : X — X o shift para a esquerda. Para cada i € Y fixado seja

Xi : X — R a fungado indicadora do cilindro {x € X : xy = i}. J& que pu é T-invariante segue
do Teorema Ergddico de Birkhoff que para cada j € Y fixado temos

1 N-—1 " ~
Z X (TM(x)) 2225 (@) peqtp. (23)

Multiplicando ambos lados da expressao acima por y;(x) concluimos que
1 = N—o0
I Z Xi(x) — Xj(@)xi(r)  p-qtp. (24)

JAque T"({re X :29g=j})={r e X: x,=j}, para cada n € Z, temos

Xj(T™(2)) = X7-n({zeX:zo=5}) (T)

e consequentemente

fow S0 @) dnte) = 3 [ @) dnto
:]b _OM(T_"({JUEX:ngj})m{xEX:HjO:i})
:]if _Ou({a:EX:xozi,l‘n:j})- (25)
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O préximo passo é escrever a expressao que aparece no lado direito da igualdade acima em
termos das poténcias da matriz estocdstica P. A ideia é usar a identidade (22) da seguinte
maneira:

p{r e X tao=d,2,=3}) = > pl{mo=im=ay,..., 201 =y 1,2, = j})

alv-nanfley

= Z piPialpalaQ cee Pan_lj

al,...,an_leY

= Di Z Pia1Pa1a2 ---Pan,lj

a1, Gp—1€Y

= szz(] )7
onde na tltima igualdade usamos a notacao P( n) = = (P™);;. Substituindo a expressao obtida
acima em (25) ficamos com a seguinte 1gualdade

1N1

/ ZXJ (T"(z szp(n-

Ja que a expressao do integrando que aparece acima é dominada pela funcao constante igual
a um e que por (24) converge u-qtp, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada
para afirmar que valem as seguintes igualdades

N-1

Joxixdn= Jim [ S (T @) i) dnta)

N—oo

= hm—sz

N—oo [V

1N1

= p,; - lim —Z

N—oco N

Como estamos assumindo que p; > 0, para todo ¢ € Y, segue da igualdade acima que para
cada ¢ € Y fixado temos a seguinte identidade:

o E R e ey

Vamos mostrar agora que a matriz ), definida acima é uma matriz estocastica. Primeiro,
observe que segue da igualdade (26) que cada entrada dessa matriz, isto é, );; é um produto
de um nimero positivo por uma integral de uma fung¢ao nao-negativa, e consequentemente
Qi; = 0, para todo ¢, 7 € Y. Observando que xo + x1 + ...+ Xx—1 = 1 e usando a igualdade
(23), podemos concluir das propriedades elementares de limites que x5+ xf+...+xi_; =1
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u-qtp. Desta observacao e da definicao da medida u, segue

ZQZ’]‘: /X]Xz dp
jey Pi

f/ (Z)@) Xi dp

JjeyYy
*/deu—* ({zo=i}) =1, VieV,

o que encerra a prova de que () é uma matriz estocastica.
Como estamos trabalhando em dimensao finita, podemos mostrar que a convergéncia da
sequéncia acima também ocorre no sentido da norma de operadores em My, (R). De fato,

1 N—-1 1 N—-1
o AE] - o)
vERF 00
llv]loc=1
1 N-1
= sup max Qi — )
x| (@0 - 5 X7
|Iv||oo=1

< sup )

’UERk €Y
llvlloo=1

> (Qw‘—lNZl )

JEY

lNl

Qij — Z

LSRN (27)

<22

€Y jEY

Para cada N € N, defina a matriz
1 N-
Av =+ Z
Observe que vale a seguinte identidade algébrica

1 N-1 1 N-1
PAN_—ZP”“ (ZP“+PN—I>

N N\Z,
=A +i(PN—I) (28)
=Av+ 5 _

Como P ¢ uma matriz estocastica, temos que

k=1 k=1
|Pllop = sup ||Pv]|e = sup max Z ;| < sup (||v||OO sup ZP”) =1
vERF vERF vERF §j=0
[vlloo=1 [vlloo=1 [olloo=1

Note que segue da desigualdade acima e das propriedades elementares de norma de ope-
radores que
||PN||Op <1, VN e N.
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Usando esta estimativa e a desigualdade triangular para a norma de operadores, podemos
verificar que o limite abaixo existe e é nulo

< Jm - (P

2
+ quop) < lim = =0.

. 1 N
lim H(P - Aim

N—oo op

Usando a desigualdade acima em (28) juntamente com o resultado de convergéncia obtido
em (27) concluimos pela continuidade do produto matricial que

. L L Lo _
PQ_P(A}%AN)_]\}%PAN_]\}@OO(AN%—N(P —[)>_Q.

De maneira analoga, podemos verificar que QP = Q).

Para mostrar que a matriz () é idempotente, basta observar que

@ =Q-Q=Q lim Av)

= A}im (QAN) (continuidade do produto matricial)
—00

Usando o fato demonstrado acima QP = @, segue, por inducao em n, que QP" = @),
para todo n > 0. Como consequéncia desta observacao e da igualdade acima concluimos que

Para encerrar a prova do lema, resta mostrar que se v € R¥ é um autovetor de P associado
ao autovalor 1, a direita (respectivamente, a esquerda), entdo v também é um autovetor de
@ associado ao autovalor 1, a direita (respectivamente, a esquerda).

Suponha primeiramente que Pv = v. Por induc¢ao em n, segue que P"v = v para todo
n € Z,, e consequentemente

1N1
Anv = — ZP”U—U VN > 1.

Passando ao limite quando N — oo e usando (21), concluimos que Qu = v. O caso em que
v € autovetor a esquerda de P é inteiramente analogo: de vP = v segue vP" = v para todo
n € Z,, logo vAy = v para todo N > 1, e portanto vQ) = v. [
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Teorema 28. Seja Y = {0,1,...,k — 1} e considere o espago produto X = Y% equipado

com a topologia produto e a o-dlgebra de Borel & associada. Sejam T : X — X a aplicagao

de deslocamento para a esquerda (shift para a esquerda), p € R* um vetor de probabilidade

com todas as entradas estritamente positivas, p; > 0, para todo j € Y e P = (F;;); jey uma

matriz estocastica, isto é, P;; > 0 e P+ Py + ...+ Pjg—1) = 1, para todo i € Y. Seja @ a

matriz obtida no Lema 27. Sob estas condigoes, as seguintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) T é ergbdica.

(ii) Todas as linhas da matriz () sdo iguais.

(iii) Todas as entradas de () sdo estritamente positivas.

(iv) P é irredutivel.

(v) dim({v € R* : vP =v}) = 1.
Prova. Ao longo de toda esta prova p denota a medida (p, P)-Markoviana definida em (22)
por meio da expressao que aparece em (24).

(i) = (ii). Argumentando como na demonstragdo do Lema 27, segue do Teorema Ergddico
de Birkhoff que, para cada i,j € Y,

1 N-1 -
~ ZN({JUGX T = i, T = j}) = pi Q.

Ja que T é ergddica, segue do Corolario 5 do Teorema Ergddico de Birkhoff que temos, por
outro lado, a seguinte igualdade

1N1

— Zu({xeX To =1, xn—J}) pn({zo = i}) p{zo = j}) = pi pj-

Pela unicidade do limite, segue das duas expressoes acima que p; Q;; = p; p;. Como p; > 0
para todo ¢ € Y, concluimos que @);; = p;, para todo i, € Y, e portanto todas as linhas de
() sao iguais.

(ii) = (iii). Suponha que todas as linhas de @) sejam iguais, digamos ();; = ¢; para todo
1,7 € Y. Como estamos assumindo que pP = p segue do Lema 27 que o autovetor, a
esquerda, p é também um autovetor, a esquerda, associado ao autovalor 1 de @), ou seja,
pQ = p. Deste fato decorre que

pi=>.0Qi=>.piay=q, Vi€Y.

i€y =%
Assim, Q;; = p; > 0 para todo i,j € Y.
(iii) = (iv). Fixe i,j € Y. Como

n N—oo
Pz-(j) —25 Qy; > 0,

||Pﬂ2

1

N 2
existe n € Z, tal que P ) > 0. Logo, P ¢ irredutivel.
(iv) = (iii). Fixe i € Y e defina

SZE{jGYQ”>O}
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Do Lema 27 temos que () é uma matriz estocastica e portanto podemos concluir 5; # &,
pois caso contrario a soma da i-ésima linha de @) seria nula. Ja que QP = @, temos, para
qualquer ¢ € Y, a seguinte desigualdade:

Qij = Z Qim Prj = Qie Prj, VjeY.

meyY

Segue da desigualdade acima que se F; > 0, para algum ¢ € §;, entao j € 5;, ou seja,
Qi; > 0. Desta observagao, podemos concluir que

1l=Y Py=>) Py+> Py=) Py, VIES,

jey JES; j¢S; JES;

De fato, se existisse jo ¢ S; com Py, > 0, para algum ¢ € S;, entdo terfamos jo € S; pela
observagao anterior, uma contradicao; logo Fp; = 0 para todo j ¢ S; e a soma das entradas
de P restrita a S; é igual a 1.

Suponha, por absurdo, que S; # Y. Como S; # @, podemos afirmar que existe pelo
menos um par de elementos £, € Y com ¢ € S; e r ¢ S;. Como P é irredutivel, existe
n € Z, tal que Pe(rn ) > 0. Contudo segue, por inducao sobre n, que podemos generalizar a
observagao feita acima (se ¢ € S; entdo Pp; = 0, para todo j ¢ S;) e que esta generalizacao
implica que Pg(:) = 0, o que ¢é absurdo. Portanto S; =Y e Q;; > 0 para todo j € Y. Como
1 € Y escolhido no inicio da prova é um ponto arbitrario em Y, concluimos que todas as

entradas de () sao estritamente positivas.

(iii) = (ii). Fixe j € Y e defina @j = max;cy Q;j. Pelo Lema 27 sabemos que Q* = Q.
Suponha, por absurdo, que exista ¢y € Y tal que @Q;,; < @j. Entao, para cada £ € Y,

Qej = Z Qui Qij < Z in@j = @j>

€Y €Y

onde a desigualdade estrita usa que Qg, > 0 (hipdtese (iii)) e Q;,; < @j, e a ultima igualdade
usa que ) é estocastica (também pelo Lema 27). Isto vale para todo ¢ € Y, em particular
para aquele que realiza o méximo @Q;, o que contradiz a definicio de @;. Logo, Q;; = Q;
para todo 7 € Y e as linhas de () sao iguais.

(ii) = (i). Pelo Teorema 7, para mostrar que 1" é ergddica basta verificar que, para quaisquer
dois cilindros da forma

A={r e X 1z, =10, Tap1 =101, ..., Tayr =i},
B={r € X :xp,=jo, Tor1 =J1, -+ Tors = Js}

vale

N—oc0

lim ;f > (I ANB) = u(A) u(B).
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* * co o i b2 by

. . . . . . 7
b b+1 a a+1 a+2 a+r

| |

Base de A
Base de B

I |
jO jl C jsz jsfl js *
. . . . . . 7
b b+1 b+s—2 b+s—1 b+ s a+r

Para n € N tal que n 4+ a > b+ s, os conjuntos de indices das bases dos cilindros 77" A
e B nao se interceptam.

* * io (ST,
. . . . . 7
b b+s n+a n+a+l n+a+r

| |

Base de T7"A
«---nm>1---->
Base de B
| |
jO jl R js * *
@ @ L @ ®
b b+1 b+s n+a n+adr
Desta forma, ja que p é uma medida (p, P)-Markoviana, temos
—~ +a—(b+

(T AN B) = pj, Pjoj, -+ Pj._1j. P](:;O ) Pigiy =+ Py (29)

Como estamos assumindo que todas as linhas da matriz () sao iguais, sabemos do argumento
usado na prova de que (ii)=-(iii) que @);; = p; para todo i,j € Y. Além do mais,

1 N-1 (n) N—>
Z P]sl() Q]ﬂ() piO'

Usando a igualdade acima, que a sequéncia P] & converge no sentido de Cesaro para p;,,

e que os demais fatores que aparecem em (29) nao dependem de n, concluimos que

lim — Z 'u AN B) = Pjo Pjoj1 T Pjs—ljs Di Pioi1 T Pir—ﬂ'r

N—oo [V

— j(A) u(B).

(ii) = (v). Assumindo a validade de (ii), ja verificamos na prova de que (ii)=-(iii) que
Qij = pj, para todo ¢,j € Y. Logo, os autovetores a esquerda de () associados ao autovalor
1 sdo precisamente os multiplos escalares de p € R¥. De fato, suponha que v € R¥ seja um
autovetor a esquerda de (), associado ao autovalor 1, entao

Po ... Pk-1
(’Uo,...,kal) :(’Uo,...,U]g,l) — pj(vo+v1+...+vk,1):vj, VJEY

Po ... DPk-1
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Pelo Lema 27, todo autovetor a esquerda de P associado ao autovalor 1 também é au-
tovetor a esquerda de () associado ao mesmo autovalor. Neste caso, segue do argumento
acima que este autovetor é necessariamente multiplo de p. Portanto, podemos concluir que
a multiplicidade geométrica de 1 como autovalor de P é exatamente 1, ou seja, 1 é autovalor
simples de P.

(v) = (ii). Suponha que o subespaco V = {v € R* : vP = v} seja unidimensional. J4 que
QP = Q (Lema 27),

Qoo -+ Qor-1) " FPo - Pog-p Qoo -+ Qor-1)
Qjo - Qjum-1 Py ... Piu-ny |[=] Qo .. Q-1
Qr-10 - Qu-v-1/ \Pr-10 - - Pr—1)k-1), Q-10 -+ Qr-1)®x-1)

cada linha de ) é um autovetor a esquerda de P associado ao autovalor 1.

Como estamos assumindo que o autoespaco associado ao autovalor 1 ¢ unidimensional
todas essas linhas sdo multiplos escalares do autovetor p € R* mencionado no enunciado do
teorema. Portanto para cada 7 € Y temos

(Qj07 ceey Qj(kfl)) = )\]p

Como () é uma matriz estocéstica e p € R¥ é um vetor de probabilidade, obtemos somando
as coordenadas dos vetores que aparecem na igualdade acima

1:Zng:)\ijg:)\j, V]EY
ey 4

O que determina univocamente as constantes de proporcionalidade. Mostrando que cada
linha de @ é formada pelas entradas do vetor p € R e portanto todas as linhas de @ sdo
iguais. [
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