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Resumo

Nestas notas introduzimos o conceito de independéncia de varidveis aleatérias dis-
cretas e apresentamos suas consequéncias mais imediatas. Definimos a independéncia
de duas variaveis em termos das fung¢bes de probabilidade marginais e conjunta, e mos-
tramos que ela equivale a uma fatoracao da funcdo de probabilidade. Demonstramos
que sob hipdéteses adequadas a esperanca de um produto de variaveis aleatoérias in-
dependentes coincide com o produto das esperancas e que a independéncia pode ser
caracterizada pela identidade E[g(X)h(Y)] = E[g(X)]E[h(Y)], onde g e h sdo funcoes
para as quais as esperancas envolvidas existem. Estendemos esta nog¢ao a familias fini-
tas de varidveis aleatorias. Em seguida, estudamos a fungao de probabilidade da soma
X +Y de varidveis aleatérias independentes, obtendo a férmula de convolugdo discreta.
Por fim, apresentamos algumas propriedades algébricas das fungoes indicadoras e mos-
tramos como elas podem ser empregadas para provar a férmula de inclusao-exclusao, e
para calcular esperancas e variancias de determinados problemas de contagens, como
no problema dos casais em uma mesa circular. O texto segue de perto as Secoes 3.3,
3.4 e 3.5 do Capitulo 3 de Grimmett e Welsh [1].

1. Independéncia de Variaveis Aleatérias Discretas

Nas notas sobre vetores aleatorios discretos, introduzimos a fungao de probabilidade conjunta
de um par (X,Y) de varidveis aleatérias e vimos que as fungoes de probabilidade marginais
sao obtidas somando a conjunta sobre a coordenada complementar. Vimos também que, em
geral, as marginais nao determinam a conjunta, e deixamos registrada a seguinte pergunta:
quando é possivel reconstruir a distribuicdo conjunta a partir das distribui¢gdes marginais?
Nesta secao introduzimos o conceito que responde a essa pergunta, a independéncia de
variaveis aleatorias.

O conceito de independéncia de varidveis aleatérias é formulado simplesmente com ajuda
da nocgao de eventos independentes. Recorde que dois eventos A e B em um espago de
probabilidade (2,.#,P) sao ditos independentes se P(AN B) = P(A)P(B). Para definir a
nocao de independéncia de duas varidveis aleatorias discretas X e Y, olhamos para toda
a colecao de eventos que estas variaveis aleatorias definem, isto é, para todos os eventos
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da forma {X = z} e {Y = y}, onde z,y € R. Vamos dizer que duas varidveis aleatérias
discretas X e Y sao independentes se os eventos determinados por estas variaveis aleatérias
sao independentes.

Definigao 1 (Varidveis aleatérias independentes). Duas varidveis aleatérias discretas X e
Y sdo independentes se o par de eventos {X = x} e {Y = y} é independente para todos
x,y € R, condigdo normalmente escrita como

PX=zY=y=PX=z)P(Y =y) paraz,yecR. (1)
Varidveis aleatorias que nao sdo independentes sao chamadas dependentes.

A condigdo (1) pode ser reescrita em termos da fungao de probabilidade conjunta. Com
efeito, como visto anteriormente, as marginais sdo dadas por px(v) = X cmy Pxy(Z,y) €

Py (Y) = Xaemmx Px,y (2, y), de modo que (1) equivale a

pX,Y($ay) = ( Z pX,Y(SB,y')> ( Z px,y(as’,y)) para x,y € R.

y'€lmY z'€lm X
Essa ultima condi¢ao admite uma forma simplificada, como indica o teorema a seguir.

Teorema 2. Um par de variaveis aleatérias discretas X e Y é independente se, e somente
se, existem fungoes f,g : R — R tais que a fungdo de probabilidade conjunta de X e Y
satisfaz

pxy(z,y) = f(z)g(y) paraz,y €R. (2)

Naturalmente, basta verificar (2) para z € ImX e y € ImY, ji4 que pxy se anula fora
de Im X x ImY e os valores de f e g fora das imagens podem sempre ser tomados nulos.

Prova. (=) Se X e Y sao independentes, basta tomar f = px e g = py, e a condigao (2)
passa a ser exatamente (1) escrita em termos das fungoes de probabilidade.

(<=) Suponha que existam fungoes f e g tais que pxy(z,y) = f(2)g(y) para todos z,y € R.
Como a soma de todas as probabilidades conjuntas ¢é igual a 1, existe pelo menos um par
2o € ImX e yp € ImY com pxy(zo,y0) > 0, donde f(xg) # 0 e g(yo) # 0.

Antes de somar a conjunta sobre as coordenadas complementares, verifiquemos que as
séries de f e g convergem absolutamente. Como a hipdtese vale para todos os pontos de
ImX xImY, temos f(zo) g(y) = px.y(zo,y) para todo y € ImY’; dividindo por f(xg) # 0 e
somando sobre y, obtemos

1
= Y

yelmY

o pX<170)
2 pxr(09) = < o0

De modo andlogo, de f(z) g(vo) = px,v (2, o) segue que

S @) = — Y pay(age) = 2

r€Im X |9(3JO)| z€lm X |9(yo)|

Em particular, as duas séries convergem absolutamente.



Como vimos nas notas sobre vetores aleatorios discretos, as marginais sao obtidas so-
mando a conjunta sobre a coordenada complementar. Realizando estas somas e usando a
hipétese obtemos, para cada = € R,

px (T pryxy ZQ

y€lmY yeImY

e, de modo analogo, para todo y € R,

PY ZPXYJUZJ—Q Zf

z€Im X z€lm X

Além disso, a soma de todas as probabilidades conjuntas é 1, e portanto

Z Z pX,Y(1'7 y)

z€lm X yelmY

z€lm X yelmY z€lm X yElmY

>y f(x)g(y>=( > f(l’)) ( > g(y)),

onde a separacao da soma dupla em um produto é autorizada pela convergéncia absoluta
das duas séries, verificada acima. Logo, inserindo o valor 1 na forma do produto acima,

z’€lm X y'€lmY

px,y(x,y)zf(x)g(y):f(w)g(y)( > f(x’)) ( > g(y’))

y'€lmY z'€lm X

= (f(x) > g(y’>) <g<y> > f<w’>) =px(@)py(v),

o que é a condigao (1). Portanto X e Y sdo independentes. [ |

Exemplo 3 (Projegoes candnicas em {0,1}"). Consideremos o espaco de probabilidade
(Q,.Z7,P) em que Q = {0,1}" é o conjunto das n-uplas de zeros e uns, .# é o conjunto das
partes de 2 e P é a medida uniforme, isto é,

P({w}) = 21n’ Yw € Q,

Para cada i € {1,...,n} fixado, considere a proje¢io canonica X; : 2 — R definida por
Xi(w) = w;, onde w = (wy,...,w,). Assim, X; é a coordenada de indice i do ponto w, e pode
ser interpretada como o resultado do i-ésimo lancamento de uma moeda honesta. Observe
que X; define uma variavel aleatéria ja que a o-algebra em que estamos trabalhando é a
o-algebra das partes.

O objetivo deste exemplo é mostrar que X; e X, sao varidveis aleatérias independentes
sobre (£, #,P), para i # j. Para cada a € {0,1}, o evento {X; = a} é formado por todos os
elementos de  cuja i-ésima coordenada é igual a a; sdo exatamente 2"~! pontos, de modo
que

VA
oo Y
isto é, X; ~ Bernoulli(1/2). Analogamente, P(X; =) = 1/2 para b € {0,1}.




Por outro lado, como ¢ # j, o evento {X; = a,X; = b} é formado pelos elementos de
Q) cujas coordenadas ¢ e j sao fixadas em a e b, respectivamente, enquanto as demais n — 2
coordenadas sao livres; ha exatamente 272 tais pontos. Logo,

on—2 1
= :*:P(XZ:CL)]P)(XJ:Z)),

P(XZ = G,Xj = b) on 4

para todos a,b € {0,1}. Para valores fora de {0, 1}, os dois lados da identidade se anulam,
pois X; e X; nao assumem tais valores. Portanto, pela Definicao 1, X; e X; sao independentes
sempre que 7 # j.

Exemplo 4 (Independéncia de varidveis de Poisson). Suponha que X e Y sejam varidveis
aleatérias tomando valores nos inteiros nao negativos, com fungao de probabilidade conjunta
1

— XNle

— —(A+u)
il 7!

pxy(i,J) =P(X =4,Y = j) parai,j=0,1,2,...,
onde A, > 0.
Pelo Teorema 2, segue imediatamente que X e Y sao independentes, pois a conjunta se

fatoriza na forma
1 . 1 .
pxy(i,)) = ( /\Z) ( I 6_()‘+M)> )
’ 7! 4!

um produto de uma funcao de ¢ por uma funcao de j. Tal fatorizacao nao é tnica, e é mais

natural escrevé-la como
o 1. - 1 .
pX,Y(Za]) = <.,)\ € A) <.,M]€ ”) )
7! !

o produto das funcoes de probabilidade marginais. De fato, somando a conjunta sobre j
e usando a série da exponencial, 3222, @ /5! = et obtemos px(i) = e *\/il, a funcio de
probabilidade de uma Poisson(A); o cdlculo para py é andlogo. Portanto X e Y sdo varidveis
aleatorias independentes, cada uma com distribuicao de Poisson, com parametros A e pu,
respectivamente.

Vamos ver agora o efeito da independéncia sobre a esperanga do produto XY'.

Teorema 5 (Esperanca do produto). Se X e Y sao variaveis aleatérias discretas indepen-
dentes tais que as esperangas E[X] e E[Y] existem e sdo finitas, entao existe E[XY] e vale a
seguinte igualdade

E[XY] = E[X]E[Y].

Prova. Nas notas sobre vetores aleatorios discretos, demonstramos que

Eg(X, V)= > > g@zyPX=21Y=y)

z€lm X yelmY

sempre que a soma do lado direito convergir absolutamente.
Vamos verificar a convergéncia absoluta da série acima para a fun¢ao g(x,y) = zy, sob a
hipétese de existéncia de E[X] e E[Y]. Para isto vamos usar as propriedades elementares de



séries nao-negativas e a hipotese de independéncia entre X e Y para separar a soma dupla
abaixo em um produto como segue

Yo Y wPX =2 Y =y)= > > |z7|[ylP(X =2)P(Y =y)

z€lm X yelmY z€lm X yelmY
= > [P(X=2) > PIPY =y)
z€lm X yelmY

= E[IXJE[[Y]] < o0,

onde a finitude do produto das esperangas acima segue da existéncia de E[X] e E[Y].

Portanto, podemos agora aplicar o teorema da mudancga de variaveis a funcao g(x,y) = zy
e afirmar que valem as seguintes igualdades

EXY]= > Y wyP(X=uzY =y)

z€lm X yelmY

= > D wPX =2)PY =y),

z€lm X yelmY

onde usamos a independéncia. Resta separar a soma dupla. A convergéncia absoluta verifi-
cada acima autoriza agrupar as parcelas, de modo que

E[XY] = ( S 2P(X :x)) ( S y]P’(Y:y)) = E[X]E[Y].

z€lm X yelmY

A reciproca do Teorema 5 ¢é falsa: a identidade E[XY] = E[X]E[Y] ndo implica que
X e Y sejam independentes. O exemplo a seguir exibe duas varidveis aleatérias discretas
dependentes que satisfazem essa identidade; a reciproca correta, que exige a identidade para
uma classe maior de fungoes, é dada no Teorema 7.

Exemplo 6 (Um contraexemplo da reciproca). Suponha que X tenha distribuicao dada por

e que Y é dada por
~J0 se X =0,
11 ose X £0.

E f4cil construir um espaco de probabilidade (Q, F,P) com duas varidveis aleatérias com
essas distribuigoes. Por exemplo, tome Q = {—1,0,1}, F o conjunto das partes de €2, P
dada por P(—1) = P(0) = P(1) = 1/3, e defina X (w) = w e Y(w) = |w|. Entdo X e Y sdo
dependentes, pois

P(X=0,Y=1)=0,

mas



Por outro lado,

EXY]= > Y wyP(X=uzY =y)

zelm X yelmY

:(_1).1+0.1+1.1:0
3 3 3 ’
e
EX]E[Y]=0- §—O

Logo a identidade E[XY] = E[X]|E[Y] ndo garante a independéncia, mesmo quando ambas
as variaveis sao discretas e tomam poucos valores.

Teorema 7 (Caracterizacao por meio de esperangas). Um par de varidveis aleatérias dis-
cretas X e Y em (2, F,P) é independente se, e somente se,

Elg(X) h(Y)] = E[g(X)] E[A(Y)] (3)
para toda escolha de fungoes g, h : R — R tais que g(X) e h(Y') sdo integraveis.

Prova. (=) Suponha que X e Y sdo independentes e que g(X) e h(Y) sdo integraveis.
Vamos verificar inicialmente que g(X)h(Y) também é integravel. Pela independéncia e pela
definicao de esperanca,

Yoo D g PX =2, Y =y)= >, > |g(@)]|hy)|P(X =2)P(Y =y)

z€lm X yelmY z€lm X yelmY
= > lg@)|P(X =2) > [hy)|PY =y)
z€lm X yelmY

= Ellg(X)[JE[R(Y)]] < oo,

onde a separacao da soma dupla em um produto ¢ valida para séries de termos nao-negativos.
Em particular, g(X)h(Y') é integrdvel e o teorema da mudanga de varidveis nos permite

EgX)h(Y) = Y Y g@h(y)P(X =2,Y =y).

z€lm X yelmY

Usando novamente a independéncia e, em seguida, a convergéncia absoluta verificada acima
para separar a soma dupla, obtemos

Elg(X)r(Y) = > > g@)h(y)P(X =2)P(Y =y)

z€lm X y€lmY

= D 9@ PX =2) X hy)PY =y)

z€lm X yelmY
= E[g(X)]E[n(Y)].
(«<=) Sejam a,b € R e considere as func¢oes g : R — R e h: R — R dadas por

1 sey=0b,
0 sey#b.

1 sex=a,

0 sexsta, h(y) =1p(y) = {

g9(z) = 1y (2) = {



Note que a varidvel aleatéria w — g(X (w)) satisfaz

9(X(w)) = 13 (X (w)) = Lix=ap(w).

Analogamente, temos h(Y(w)) = 13 (Y(w)) = Liy=p(w). Usando a defini¢ao de funcao
indicadora, podemos verificar diretamente, avaliando as fung¢oes que aparecem abaixo ponto
a ponto, que vale a seguinte igualdade:

g(X)MY) = Tyx—ayliy=sy = Lix—ajny=o}-
Tomando a esperanca em ambos os lados da igualdade acima, ficamos com
Elg(X) h(Y)] = E{]I{X:a}]l{Y:b}} = E{]I{X:a}ﬂ{Y:b}} =P(X =a,Y =b).
Por outro lado, segue da hipdtese que
P(X =a)P(Y = b) = E[g(X)]E[r(Y)] = E[g(X) h(Y)].
Juntando as igualdades estabelecidas acima concluimos que
pxy(a,b) = px(a)py(b).

Como a e b sao arbitrarios, a condigao (1) vale para todos os z,y € R, e portanto segue da

definicao que X e Y sado independentes. |
Até aqui consideramos apenas pares de variaveis aleatérias, mas as mesmas ideias se

aplicam a familias X = (X1, Xs, ..., X,,) com n > 2.

Definigao 8 (Familias independentes). Uma familia de varidveis aleatorias { X1, Xo, ..., X,,}

¢é chamada de uma familia de variaveis aleatérias independentes se
P(X;=x,.... X, =x,) =P(X; =29)---P(X,, =x,) paratodos zi,...,x, € R,

ou, equivalentemente, se a fungao de probabilidade conjunta do vetor X = (Xy,...,X,) é o
produto das funcoes de probabilidade de suas coordenadas,

px(x) = [[ px,(z;) parax=(z1,...,2,) € R"
i=1

A familia ¢ dita dois a dois independente, se X; e X; sao independentes sempre que ¢ # j.

Além disso, se as varidveis X7, ..., X, sdo independentes e as esperangas E[X;]| existem
como valores finitos, entao

E[X1 X5 X,] = E[X1] E[Xy] - - - E[X,,],

exatamente como no Teorema 5. A independéncia da familia é uma condigdo mais forte do
que a independéncia dois a dois: existem triplas de variaveis aleatorias que sao dois a dois
independentes mas que nao sao independentes, como mostra o Problema 3.6.2 de Grimmett
e Welsh [1, p. 48].

Exercicio 1. Sejam X e Y varidveis aleatorias discretas independentes. Mostre que
PX>zeY >y =PX >22)P(Y >y) paratodos z,y € R.

Exercicio 2. Se X e Y sdo varidaveis aleatoérias discretas independentes, mostre que as
varidveis aleatérias g(X) e h(Y) também sao independentes, para quaisquer fungoes g e h
de R em R.



2. Somas de Variaveis Aleatorias

Grande parte da teoria da probabilidade estd voltada para somas de variaveis aleatorias.
Depois de caracterizar a independéncia, estudaremos agora a distribui¢ao de uma soma, uma
das primeiras aplicagdes da fatoracao da distribuicdo conjunta. Quantidades de interesse,
como o numero total de sucessos em tentativas repetidas ou a soma dos pontos no lancamento
de dois dados, sao somas de contribui¢oes aleatorias. Precisamos, portanto, de uma resposta
a seguinte pergunta: se X e Y sao variaveis aleatorias discretas com uma certa fungao de
probabilidade conjunta, qual é a funcao de probabilidade de Z = X + Y7

E claro que Z assume o valor z se, e somente se, X =z e Y = z — 2 para algum valor de

x. Logo,
(Z=23= U ({(Xx=a}n{y=2-2}).

z€lm X

Além do mais, se z ¢ Im X entdo o evento {X = 2} = @. Outro fato importante é que os
eventos que aparecem na uniao acima sao dois a dois disjuntos, pois, para r # ', a interse¢ao
{X =2} N{X =2} é vazia. Como a familia é, no maximo, enumerével, a o-aditividade de
P permite afirmar que

IP’(Z:z):IP’( U ({sz}ﬂ{Yzz—x}))

z€lm X

= > PX=2Y=z—1) paraz€R. (4)
r€lm X

Por outro lado, se X e Y sao varidveis aleatérias independentes, entdao o Teorema 2
garante que a funcao de probabilidade conjunta se fatora e portanto

PX=z,Y=2z—2)=PX =2)PY =2—2x).
Desta forma segue da igualdade acima e de (4) que

PZ=2z)= ) PX=2)PY =z—ux)

z€lm X

mostrando a validade da versao discreta da chamada férmula da convolugao, cujo enunciado
preciso é apresentado logo abaixo.

Teorema 9 (Férmula de convolugao). Se X e Y sdo varidveis aleatorias discretas indepen-
dentes em (Q, F,P), entdao Z = X 4+ Y tem fungdo de probabilidade dada por

P(Z=2)= ) PX=x)PY =z-uz), Vz e R. (5)

z€Im X

Na linguagem da andlise, a equagao (5) diz que a fungdo de probabilidade de X +Y é
a convolucao das funcoes de probabilidade de X e Y. A férmula acima, embora seja valida
em grande generalidade, pode, na pratica, ser um pouco dificil de ser usada. Entretanto, ela
se constitui em um instrumento valioso na construgao da teoria. Veremos em outras notas
como substitui-la por algumas ferramentas mais eficientes para tratar somas de variaveis
aleatérias independentes.



Exercicio 3. Se X e Y sao varidveis aleatérias discretas independentes, X com distribuicao
de Poisson de parametro A e Y com distribuicao de Poisson de parametro p, mostre que
X 4+Y tem distribuicdo de Poisson de parametro A + . Dé um exemplo mostrando que a
conclusao nao é verdadeira em geral quando X e Y sao dependentes.

Exercicio 4. Se X tem distribuicao binomial de pardmetros m e p, Y tem distribuicao
binomial de parametros n e p, e X e Y sao independentes, mostre que X +Y tem distribuicao
binomial de parametros m +n e p.

Exercicio 5. Mostre, por inducgao, que a soma de n variaveis aleatérias independentes, cada
uma com distribuicao de Bernoulli de parametro p, tem distribui¢do binomial de parametros
nep.

3. Funcgoes Indicadoras

Nesta secdo vamos apresentar algumas propriedades interessantes de fungdes indicadoras e
deduzir de maneira bem simples o principio de inclusao-exclusao para a probabilidade da
uniao finita de eventos arbitrarios.

Defini¢ao 10 (Fungao indicadora). A fungao indicadora de um evento A é a varidvel alea-
toria denotada 14 e dada por

1 seweA
1 = ’
Alw) {O sew ¢ A.

A funcdo 14 indica se A ocorre ou nao.! Ela pode ser vista também como uma varidvel ale-
atéria com distribuicdo de Bernoulli, de pardmetro p = P(A) e que tem, portanto, esperanca
dada por

pois 14 assume o valor 1 exatamente nos pontos de A e o valor 0 fora de A. As funcoes
indicadoras tém duas propriedades basicas, a saber,

1snp = 14lp, (6)
Tg+T14 =1, (7)

cada uma facilmente verificada avaliando-se ambos os lados das igualdades acima para cada
w € € fixado.

Exercicio 6. Mostre que dois eventos A e B sao independentes se, e somente se, suas fungoes
indicadoras sao variaveis aleatorias independentes.

As fungoes indicadoras sao uma ferramenta util para o calculo de probabilidades e espe-
rancas. Aqui estd um exemplo elementar. Pelas identidades (6) e (7), e usando as leis de De
Morgan, temos imediatamente que

Tavg =1 —1acqpe
—1 - Talpe=1—(1—14)(1—1p)
=12+ 15 —1y4n5B. (8)

'Na teoria da probabilidade, os eventos sdo estudados costumeiramente antes das varidveis aleatérias. Re-
presentando eventos por suas fungoes indicadoras, é possivel refazer toda a teoria com as variaveis aleatérias
no papel principal e a esperanca no lugar da probabilidade. Ver [2].



Observe que, tomando esperangas dos dois lados da ultima identidade, obtemos a igualdade
bem conhecida
P(AuB) =P(A)+P(B) —P(AN B).

Exemplo 11 (Férmula de inclusdo-exclusao). Sejam Aj, Ao, ..., A, eventos e seja 1y, a
fungao indicadora de A;. Como em (8), a unidao A = A;UA,U---UA,, tem fungao indicadora

n

Ta=1-J[(1—14),

i=1

pois A =N, AS e a (6) escreve a fun¢ao indicadora de uma intersegdo como o produto das
fungoes indicadoras. Expandindo o produto e agrupando os termos, obtemos

]lA:Z]lAi_ Z Tala, + Z Talg g, —--
i—1

1<i<j<n 1<i<j<k<n

+ (_1)n+1]1A1]1A2 ol

n*

Tirando esperancas, obtemos a formula de inclusdo-exclusao

IP(QAZ):éP(Ai)— o P(ANA)+ > PANANA)—---

1<i<jsn 1<i<j<k<n

+ (=D)"P ((n] Ai> .

i=1

No caso n = 3, trata-se da identidade obtida em um exercicio da nota sobre espacos de
probabilidade.

Exemplo 12 (Casais em uma mesa circular). As 2n cadeiras de uma mesa circular, para
n > 2, sdo numeradas no sentido horario. Os convidados do jantar formam n pares de rei e
rainha. As rainhas sentam-se aleatoriamente nas cadeiras de nimero impar, e os reis sentam-
se aleatoriamente entre elas, nas cadeiras de nimero par. Seja N o nimero de rainhas que
ficam sentadas ao lado do préprio rei. Determine a esperanca e a variancia de V.

Solugao. Seja A; o evento em que o par de rei e rainha de indice ¢ ocupa duas cadeiras
adjacentes. Entdo o nimero de rainhas que ficam sentadas ao lado do préprio rei é dado
pela variavel aleatoria

N =3 1. (9)

Pela simetria do problema, podemos afirmar que as varidveis aleatdrias X; = 14, sao
varidveis aleatérias com distribui¢do de Bernoulli de pardmetro p = P(A;), para todo i =
1,2,...,n. Portanto, segue da linearidade da esperancga que temos a seguinte identidade

n n

E[N] = Z]E[]]‘Ai] = ZP<A1) = nP(A1)7

i=1 =1

Agora, precisamos calcular P(A;). Para isto, note que, fixada a cadeira da rainha 1,
as duas cadeiras adjacentes sdo pares, e o rei 1 é colocado uniformemente em uma das n
cadeiras pares. Concluimos que P(A;) = 2/n. Logo E[N]| = n(2/n) = 2, independentemente
do valor de n.
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Para obter a variancia, calculamos E[N?]. Pela (9),

(1)

Como 111242, = 1,4,, pois uma funcdo indicadora assume apenas os valores 0 e 1, e também
T4, 14, = 1a,na,, temos, por simetria,

E[N?] =E —E

ZniﬁzZnAinAj] .

1<j

Z Ta, +2> Lana,

1<j

Para prosseguir, podemos usar a definicao de probabilidade condicional para afirmar que

P(A; N Ag) =P(A;))P(As | Ay)

_2< 1 1 +n—2 2 >
" n\n—1 n—-1 n—-1 n-—1
~2(2n-3)
~n(n—1)%

(10)

Os dois termos do paréntese correspondem, respectivamente, aos casos em que, condicio-
nando em Aj, a rainha 2 ocupa a Unica cadeira impar restante que fica ao lado do rei 1, ou
uma das demais cadeiras impares. De fato, condicionando a A;, a rainha 2 ocupa uniforme-
mente uma das n — 1 cadeiras impares restantes. Em exatamente uma dessas cadeiras ela
fica ao lado do rei 1, e nesse caso o rei 2 tem uma Unica cadeira favoravel entre as n — 1
livres; nas demais n — 2 cadeiras, as duas cadeiras pares vizinhas a rainha 2 estao livres, e o
rei 2 tem duas cadeiras favoraveis.
Substituindo P(A;) = 2/n e a probabilidade calculada no (10),

2(2n —3)
E[N? =2 -1 —=
e portanto
2(n —2
Var(N) = E[N?] — E[N]* = (”1)
n E—
Exercicio 7. Seja N o ntmero de eventos, entre Ay, Ay, ..., A,, que ocorrem. Mostre que
E[N] = ZM!‘L‘)
i=1
O mesmo fato vale para uma sequéncia infinita de eventos A;, As,.... O lado esquerdo

da identidade

E Li:;]ui} = zi:;IED(AZ-) € [0, +o0]

¢é a esperanca estendida do nimero de eventos que ocorrem. A identidade é consequéncia
de um importante resultado conhecido como Teorema da Convergéncia Mono6tona. A prova
deste resultado é bastante delicada e sera adiada.

O exemplo a seguir mostra outra aplicagdo do Método Probabilistico para um problema
deterministico. Ele ilustra também algumas das proposi¢oes provadas nestas notas de aula.
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Exemplo 13. Sejam n € N e vy,...,v, € R? tais que [Jv;|| = 1, para todo j = 1,2,...,n.
Vamos mostrar que existem escalares oy, ..., o, com a; € {—1,1}, para todo j =1,2,...,n
tais que

< Vn, (11)

n
Z & Vj
j=1

onde ||v|| denota a norma Euclidiana usual em RY, isto é, para cada vetor v = (vy,...,vq) a

norma ||v|| = \/v? + -+ - + v3.
Para provar a desigualdade (11), vamos usar um método probabilistico. Considere
Xq,..., X, varidveis aleatérias independentes satisfazendo

1
p(Xj:_l)zizp(Xj:1)7 Vi=1,2,...,n.

Neste caso, segue diretamente da definicdo de esperanca que vale a seguinte igualdade
E[X;] = 0, para todo j = 1,2,...,n. Além do mais, E[X7] = 1. Agora, considere a seguinte
variavel aleatoria
2

= <ZXZ Vi, ZX] Uj> .
i=1 j=1

7 =

n
> X
j=1

Entao temos que

<ZXHJ¢7 ZXj’Uj> =
i=1 j=1

E[Z] = E > E[X: X;] {vi, vj)

1j=1

n n

(2

Y EX?] (v v+ Y. E[Xi Xj] (v, v;)
i=1 ijell, ..}
i

=> 1-ful*+ > EX]-E[X] (v, v))
i=1 ije{l,..n}
i#£]

=n-+ Z E[Xz] : E[XJ] <Ui7 Uj>
i,5€{1,....,n}
i#£]
= n.

Como o valor médio da variavel aleatéria Z é igual a n, entao existe algum ponto w €
tal que Z(w) < n. Caso contrério, teriamos Z(w) > n para todo w € 2 e, portanto, E[Z] > n,
o que é uma contradigao.

Tome «; = X;(w). Entao, segue da desigualdade estabelecida acima que

2 2

- <ji1X"(w) b iXﬂ‘(“’)“j> =Z(w) <n

J=1

n

> Xi(w) v

J=1

n
Z & Uj
j=1

o que implica

<V

n
Z ;U5
j=1
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