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Resumo

Este texto faz parte de uma série de notas de aula de um curso de Teoria Ergódica
ministrado pelo autor no Departamento de Matemática da Universidade de Brasília. O
objetivo central é estudar as noções de isomorfismo e conjugação entre transformações
que preservam medida e investigar quando estas noções coincidem.

Na primeira parte, introduzimos os conceitos de isomorfismo e conjugação de es-
paços de medida e de transformações que preservam medida, tanto do ponto de vista
de aplicações definidas em cada ponto do espaço quanto via as chamadas álgebras de
medida. Mostramos que, sob hipóteses usuais de completude e separabilidade, as duas
noções coincidem e caracterizamos a conjugação por meio de uma isometria do espaço
L2 que preserva a estrutura multiplicativa.

Na segunda parte, estudamos o isomorfismo espectral e mostramos que a conjugação
implica isomorfismo espectral, mas que a recíproca é falsa em geral. Demonstramos que
ergodicidade, mistura fraca e mistura forte são invariantes espectrais e que quaisquer
dois shifts de Bernoulli são espectralmente isomorfos.

Na terceira parte, analisamos transformações com espectro discreto. Apresentamos
a prova do famoso Teorema de Halmos-von Neumann, que mostra que, para esta classe
de transformações, os autovalores determinam completamente as classes de conjugação.
Em seguida, apresentamos a demonstração de outro resultado fortíssimo que é chamado
Teorema de Representação. Este teorema afirma que toda transformação ergódica
com espectro discreto é conjugada a uma rotação ergódica em algum grupo abeliano
compacto.

1. Introdução
Nas notas anteriores focamos nosso estudo em transformações definidas em espaços de pro-
babilidade e que preservam esta medida. Para classificar tais transformações, é natural per-
guntar quando duas delas, ainda que definidas em espaços completamente distintos, podem
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ser consideradas como “a mesma” do ponto de vista dinâmico. No que segue, introduzi-
mos uma noção de isomorfismo que formaliza esta ideia e investigamos as propriedades que
permanecem invariantes por estes isomorfismos.

Um bom ponto de partida para este trabalho de classificação é observar que em Teoria da
Medida, os conjuntos de medida nula, em geral, podem ser ignorados. Portanto, um começo
mais simples consiste em considerar propriedades que permanecem invariantes por modifi-
cações, do sistema dinâmico ou do espaço mensurável onde ele age, feitas em conjuntos de
medida nula. Posteriormente, exploramos possibilidades mais gerais de modificação de am-
bos: dinâmica e do espaço onde ela age que produzem outros sistemas que são essencialmente
os mesmos e que podem ser vistos como o original só que em outras “coordenadas”.

2. Isomorfismos entre Álgebras de Medida e
Espaços de Hilbert

Como mencionado acima, uma das características importantes da Teoria da Medida é a
sua flexibilidade no trato com conjuntos de medida nula. Tendo isso em mente, é razoável
afirmar que uma das ideias mais simples e naturais de isomorfismo entre dois espaços de
probabilidade (X1,B1, µ1) e (X2,B2, µ2) é a apresentada na definição a seguir.

Definição 1. Dois espaços de probabilidade (X1,B1, µ1) e (X2,B2, µ2) são ditos isomorfos
se existem M1 ∈ B1 e M2 ∈ B2, com µ1(M1) = 1 = µ2(M2) e uma transformação inversível
ϕ : M1 → M2 satisfazendo:

1. ϕ : M1 → M2 é uma transformação inversível (bijeção);

2. ϕ : M1 → M2 e sua inversa ϕ−1 : M2 → M1 são ambas mensuráveis, isto é, para todo
E ∈ {M2 ∩ B : B ∈ B2} temos ϕ−1(E) ∈ {M1 ∩ B : B ∈ B1} (mensurável) e,
reciprocamente, para todo F ∈ {M1 ∩B : B ∈ B1} temos ϕ(F ) ∈ {M2 ∩B : B ∈ B2};

3. µ1(ϕ−1(E)) = µ2(E), para todo E ∈ {M2 ∩B : B ∈ B2} (preserva medida).

É possível provar o seguinte fato sobre isomorfismos entre espaços de probabilidade. O
leitor interessado pode encontrar uma prova deste teorema na referência [9], página 327.

Teorema 2. Seja (X, d) um espaço métrico completo e separável, B(X) a σ -álgebra de
Borel de X e µ uma medida de probabilidade em B(X), satisfazendo µ({x}) = 0, para cada
conjunto unitário {x} ⊆ X. Seja ([0, 1],B([0, 1]), λ) o intervalo unitário fechado com sua
σ-álgebra de Borel e λ a medida de Lebesgue. Então (X,B(X), µ) e ([0, 1],B([0, 1]), λ) são
isomorfos.

Além do mais, se (X,Bµ(X), µ) denota o completamento de (X,B(X), µ), então o espaço
de probabilidade (X,Bµ(X), µ) é isomorfo a ([0, 1],L ([0, 1]), λ), onde L ([0, 1]) é a σ-álgebra
dos subconjuntos Lebesgue-mensuráveis em [0, 1], que é o completamento Bλ([0, 1]).

Por outro lado, se µ é uma medida de probabilidade sobre (X,B(X)), possuindo átomos,
então podemos afirmar que existe no máximo uma coleção enumerável de pontos {xn}n∈N em
X com medida positiva. Nesse caso, (X,B(X), µ) é isomorfo a um espaço de medida con-
sistindo de um conjunto enumerável de pontos {yn}n∈N, cujas respectivas medidas são dadas
pela sequência {µ(xn)}n∈N, juntamente com ([0, s],B([0, s]), λ), onde s = 1 −∑∞

n=1 µ(xn).
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O enunciado correspondente para espaços completos no sentido de medida também é
verdadeiro. Portanto, todos os espaços de probabilidade tratados nestas notas são isomorfos
a um dos espaços mencionados acima.

Há outra maneira de construir uma teoria que ignora conjuntos de medida nula. Talvez
seja matematicamente mais natural, porém menos prática em algumas aplicações. A ideia é
usar as chamadas álgebras de medida.

Seja (X,B, µ) um espaço de probabilidade. Defina uma relação de equivalência em B
dizendo que dois conjuntos B-mensuráveis A e B são µ-equivalentes, notação A ∼ B, se, e
somente se, µ(A△B) = 0. Denote por B̃ a coleção das classes de equivalência [B]µ, com
B ∈ B. Então B̃ possui estrutura natural de σ-álgebra (Booleana) sob as operações de
complementação, união e interseção herdadas de B. A medida µ induz uma medida µ̃ em
B̃ que é definida por µ̃([B]µ) = µ(B). O par (B̃, µ̃) é chamado de álgebra de medida.

Definição 3 (Homomorfismo de Álgebras de Medida). Sejam (X1,B1, µ1) e (X2,B2, µ2)
espaços de probabilidade com álgebras de medida (B̃1, µ̃1) e (B̃2, µ̃2), respectivamente. Uma
aplicação Φ : (B̃2, µ̃2) → (B̃1, µ̃1) é um homomorfismo de álgebras de medida se preserva
complementos, uniões e interseções enumeráveis e satisfaz

µ̃1(Φ(B̃)) = µ̃2(B̃), ∀B̃ ∈ B̃2.

Deste ponto de vista, diz-se que (X1,B1, µ1) e (X2,B2, µ2) são “equivalentes” se suas
álgebras de medida correspondentes forem isomorfas, no seguinte sentido:

Exemplo 4. Seja T : X → X uma transformação que preserva a medida µ no espaço de
probabilidade (X,B, µ) e (B̃, µ̃) sua álgebra de medida. Defina a aplicação T̃−1 : (B̃, µ̃) →
(B̃, µ̃) por

T̃−1([B]µ) = [T−1(B)]µ, ∀[B]µ ∈ B̃.

Antes de mais nada, precisamos verificar que T̃−1 está bem-definida na álgebra de me-
dida. Se [A]µ = [B]µ, então µ(A△B) = 0. Como T preserva medida, µ(T−1(A△B)) =
µ(T−1(A)△T−1(B)) = 0, logo [T−1(A)]µ = [T−1(B)]µ. Assim, T̃−1([A]µ) = T̃−1([B]µ).

Segue das propriedades de T−1 que T̃−1 preserva complementos, uniões e interseções
enumeráveis. Como T preserva medida, µ̃(T̃−1([B]µ)) = µ(T−1(B)) = µ(B) = µ̃([B]µ).
Portanto, T̃−1 é um homomorfismo de álgebras de medida (Definição 3).

Definição 5 (Isomorfismos de Álgebras de Medida). Sejam (X1,B1, µ1) e (X2,B2, µ2)
espaços de probabilidade com álgebras de medida (B̃1, µ̃1) e (B̃2, µ̃2), respectivamente.
Dizemos que estas álgebras de medida são isomorfas se existe alguma bijeção Φ : B̃2 → B̃1
que preserva complementos, uniões e interseções enumeráveis e satisfaz

µ̃1(Φ(B̃)) = µ̃2(B̃), ∀B̃ ∈ B̃2.

Os espaços de probabilidade (X1,B1, µ1), (X2,B2, µ2) são ditos conjugados se suas álgebras
de medida forem isomorfas.

A noção de conjugação entre espaços de medida é mais fraca que a noção de isomorfismo,
pois se (X1,B1, µ1) e (X2,B2, µ2) são isomorfos no sentido da Definição 1, então eles são
conjugados via aplicação Φ : B̃2 → B̃1 definida por

Φ([B]µ2) ≡ [ϕ−1(M2 ∩B)]µ1 .
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É fácil dar exemplos de espaços de medida conjugados que não são isomorfos. Seja
(X1,B1, µ1) um espaço com um ponto e seja (X2,B2, µ2) um espaço com dois pontos e
B2 = {∅, X2}. Os dois espaços são conjugados, pois

B̃1 = {[∅]µ1 , [X1]µ1} e B̃2 = {[∅]µ2 , [X2]µ2}

e a aplicação Φ : B̃2 → B̃1 definida por

Φ([∅]µ2) = [∅]µ1 e Φ([X2]µ2) = [X1]µ1

é uma bijeção satisfazendo µ̃1(ΦB̃) = µ̃2(B̃) para todo B̃ ∈ B̃2. Entretanto, estes espaços
não são isomorfos, porque não é possível remover nenhum subconjunto de medida nula de
X2 de modo que o conjunto restante seja mapeado bijetivamente em X1. O que está por
trás deste exemplo é que B2 não separa os pontos de X2.

Como veremos, a seguir, sob certas condições sobre os espaços de probabilidade, as noções
de conjugação e isomorfismo coincidem.

Teorema 6. Sejam (X1, d1) e (X2, d2) espaços métricos completos e separáveis, B(X1) e
B(X2) suas σ-álgebras de Borel e µ1 e µ2 medidas de probabilidade definidas sobre os espaços
mensuráveis (X1,B(X1)) e (X2,B(X2)), respectivamente. Seja Φ : B̃(X2) → B̃(X1) um
isomorfismo de álgebras de medida. Então existem M1 ∈ B(X1) e M2 ∈ B(X2), com
µ1(M1) = 1 = µ2(M2) e uma transformação inversível que preserva medida ϕ : M1 → M2 tal
que

Φ([B]µ2) = [ϕ−1(B ∩M2)]µ1 , ∀B ∈ B(X2).

Se ψ : X1 → X2 é qualquer outro isomorfismo de (X1,B(X1), µ1) em (X2,B(X2), µ2)
que induz Φ, então

µ1({x ∈ X1 | ϕ(x) ̸= ψ(x)}) = 0.

A prova deste teorema pode ser encontrada na página 329 da referência [9]. O enunciado
correspondente a homomorfismos de álgebras de medida (Definição 3) é válido (eles são indu-
zidos por transformações que preservam medida, não necessariamente inversíveis). Portanto,
aplicações entre as µ-classes de equivalência são sempre induzidas por aplicações definidas
em cada elemento dos espaços para a classe de espaços de probabilidade que aparecem em
nossos exemplos.

Na literatura de Teoria Ergódica, é comum assumir que os espaços de probabilidade em
questão são espaços de Lebesgue, conforme a definição a seguir.

Definição 7 (Espaços de Lebesgue). Um espaço de probabilidade (X,B, µ) é um espaço
de Lebesgue se for isomorfo a um espaço de probabilidade que é a união disjunta de uma
quantidade enumerável (ou finita) de pontos Y ≡ {y1, y2, . . . }, cada um de medida positiva,
e do espaço ([0, s],L ([0, s]), λ), onde L ([0, s]) é a σ-álgebra dos subconjuntos Lebesgue-
mensuráveis de [0, s] e λ é a medida de Lebesgue. Aqui s = 1 −∑∞

n=1 pn, onde pn é a medida
do ponto yn. Mais precisamente, (X,B, µ) é isomorfo ao espaço (Z,C , ν), onde

• Z ≡ [0, s] ∪ Y ;
• C = σ(L ([0, s]) ∪ P(Y ));
• ν(A) ≡ λ(A ∩ [0, s]) +

∑
n∈N
yn∈A

pn, para todo A ∈ C .
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A Teoria de Espaços de Lebesgue é apresentada em Rohlin [8]. Em particular, o análogo
do Teorema 6 é verdadeiro para espaços de Lebesgue (isto é, aplicações entre µ-classes
de equivalência são sempre induzidas por funções entre conjuntos) e, portanto, as duas
maneiras, descritas acima, para lidar com conjuntos de medida nula coincidem. Observe que
as observações após o Teorema 2 mostram que se X é um espaço métrico completo e separável
e Bµ(X) denota o completamento de B(X), com respeito à medida de probabilidade µ, então
(X,Bµ(X), µ) é um espaço de Lebesgue.

Uma terceira maneira de estudar um espaço de probabilidade (X,B, µ) é estudar o
espaço de Hilbert L2(µ). A relevância do L2 para a teoria que estamos desenvolvendo é
que a conjugação de espaços de medida se traduz em uma equivalência entre seus espaços
L2 que preserva a multiplicação de funções. Começamos com uma observação simples: se
(X1,B1, µ1) e (X2,B2, µ2) são ambos espaços com base enumerável, então L2(µ1) e L2(µ2)
são separáveis, veja Proposição 5 da referência [3]. Deste fato segue que estes espaços são iso-
metricamente isomorfos, isto é, existe uma aplicação linear bijetiva W : L2(µ2) → L2(µ1) tal
que (Wf,Wg) = (f, g) para todo f, g ∈ L2(µ2). Uma prova deste fato pode ser encontrada
no Teorema 30 da referência [2].

Além da semelhança geométrica fornecida pela isometria mencionada acima, L2(µ) possui
uma estrutura algébrica adicional, pois é possível multiplicar certos elementos desse espaço
obtendo um novo elemento ainda em L2(µ). Acontece que a conjugação de espaços de medida
é equivalente a uma equivalência entre seus espaços L2 que leva em conta essa multiplicação.

Seja (X,B, µ) um espaço de probabilidade. Como L2(µ) consiste de um conjunto de
classes de equivalência de funções (f e g são equivalentes se f = g µ-qtp), temos que se
B̃ ∈ B̃ então χB̃ está bem-definido como um elemento de L2(µ). Além do mais, vale o
seguinte resultado.

Teorema 8. Sejam (X1,B1, µ1) e (X2,B2, µ2) espaços de probabilidade. Se a aplicação
Φ : (B̃2, µ̃2) → (B̃1, µ̃1) é um isomorfismo de álgebras de medida, então Φ induz uma
aplicação linear bijetiva V : L2(µ2) → L2(µ1) satisfazendo as seguintes propriedades:

(a) ⟨V f, V g⟩ = ⟨f, g⟩ para todo f, g ∈ L2(µ2)

(b) V e V −1 levam funções limitadas em funções limitadas

(c) V (fg) = (V f)(V g) sempre que f, g forem limitadas.

Além do mais, a aplicação V : L2(µ2) → L2(µ1) é definida, para cada função característica,
da seguinte maneira V (χB̃) = χΦ(B̃).

Prova. Dada uma função característica χB̃, onde B̃ ∈ B̃2, defina V (χB̃) ≡ χΦ(B̃). Como Φ
é um isomorfismo de álgebras de medida temos que ∥V χB̃∥2 = ∥χB̃∥2.

Para cada n ⩾ 2, sejamB1, B2, . . . , Bn ∈ B2 conjuntos mutuamente disjuntos e B̃1, . . . , B̃n

a coleção das respectivas classes de equivalência. (Sem perda de generalidade, podemos supor
que ⋃ni=1 Bi = X2, acrescentando o complemento X2 \ ⋃ni=1 Bi com coeficiente zero.) Defina

V
( n∑
i=1

aiχB̃i

)
≡

n∑
i=1

aiχΦ(B̃i)
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Afirmamos que esta definição independe de como representamos uma função simples
como combinação linear de funções características. Mais precisamente, se

φ ≡
m∑
j=1

αjχÃj
=

n∑
i=1

aiχB̃i
≡ ψ =⇒

m∑
j=1

αjχΦ(Ãj) =
n∑
i=1

aiχΦ(B̃i).

De fato, considere a coleção de classes disjuntas C̃j,i ≡ Ãj∩B̃i. Como estamos assumindo
que ∑m

j=1 αjχÃj
= ∑n

i=1 aiχB̃i
em L2(µ2), então segue do Teorema de Pitágoras que

0 =
∥∥∥∥ m∑
j=1

αjχÃj
−

n∑
i=1

aiχB̃i

∥∥∥∥2

2
=
∥∥∥∥∑
j,i

(αj − ai)χC̃j,i

∥∥∥∥2

2
=
∑
j,i

|αj − ai|2 µ̃2(C̃j,i).

Portanto, para cada par (j, i), ou αj = ai, ou µ̃2(C̃j,i) = 0.
Agora, calculamos a diferença das expressões que definem sintaticamente V (φ) e V (ψ):∥∥∥∥ m∑

j=1
αjχΦ(Ãj) −

n∑
i=1

aiχΦ(B̃i)

∥∥∥∥2

2
=
∥∥∥∥∑
j,i

(αj − ai)χΦ(C̃j,i)

∥∥∥∥2

2
=
∑
j,i

|αj − ai|2 µ̃1
(
Φ(C̃j,i)

)
.

Como Φ preserva medida, µ̃1(Φ(C̃j,i)) = µ̃2(C̃j,i). Sempre que αj ̸= ai, temos µ̃2(C̃j,i) = 0,
logo a parcela correspondente na soma acima é nula. Consequentemente, a norma L2(µ1) da
diferença é zero e

m∑
j=1

αjχΦ(Ãj) =
n∑
i=1

aiχΦ(B̃i)

em L2(µ1). O que mostra que V está bem-definida.
Para provar a validade da afirmação do item (a) basta mostrar que a aplicação V , definida

acima, se estende a todo L2(µ2) e que ∥V (f)∥2 = ∥f∥2, para todo f ∈ L2(µ2). Primeiro,
observe que segue diretamente da definição de isomorfismo de álgebras de medida e do
Teorema de Pitágoras que ∥V f∥2 = ∥f∥2 para toda função simples f . De fato, se f é uma
função simples com representação padrão f = ∑n

i=1 aiχB̃i
, então

∥V f∥2
2 =

∥∥∥∥ n∑
i=1

aiχΦ(B̃i)

∥∥∥∥2

2
=

n∑
i=1

|ai|2µ̃1(Φ(B̃i)) =
n∑
i=1

|ai|2µ̃2(B̃i) = ∥f∥2
2.

Para estender a definição V a um elemento genérico f de L2(µ2) vamos usar a densidade
das funções simples. Seja {fn}n∈N uma sequência de funções simples que converge para f ,
isto é, ∥fn − f∥2 → 0, quando n → ∞. Como {fn}n∈N é uma sequência de Cauchy e V
age isometricamente no subespaço gerado pelas funções simples, sabemos que {V fn}n∈N é
uma sequência de Cauchy em L2(µ1). Denote o limite desta sequência por V f . Se {gn}n∈N
é uma sequência arbitrária de funções simples com ∥gn − f∥2 → 0, então ∥gn − fn∥2 → 0 e
consequentemente ∥V fn − V gn∥2 → 0. O que mostra que V f está bem definido. Quanto à
linearidade, fixadas f, g ∈ L2(µ2) e λ ∈ C, sejam {fn}n∈N e {gn}n∈N sequências de funções
simples tais que fn → f e gn → g, quando n → ∞, com respeito a norma L2(µ2). Então
fn + λgn → f + λg, e como V é linear no espaço das funções simples, temos V (fn + λgn) =
V fn + λV gn. Passando ao limite e usando a continuidade de V (que é uma isometria),
obtemos V (f + λg) = V f + λV g. Além disso, pela construção, ∥V f∥2 = ∥f∥2 para todo
f ∈ L2(µ2). Como V é linear e preserva a norma, segue da identidade de polarização, veja
por exemplo Teorema 28 da referência [2], que ⟨V f, V g⟩ = ⟨f, g⟩ para todo f, g ∈ L2(µ2), o
que prova o item (a).
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Como mostramos acima que V é uma isometria linear podemos concluir que V é injetiva.
Para verificar que V é também sobrejetiva, construímos sua inversa de maneira análoga a
partir de Φ−1. Defina W : L2(µ1) → L2(µ2) exatamente como fizemos com V , mas usando
o isomorfismo Φ−1 : (B̃1, µ̃1) → (B̃2, µ̃2) no lugar de Φ. Mais precisamente, para funções
características definimos W (χÃ) = χΦ−1(Ã) e estendemos W ao espaço das funções simples
por linearidade (esta extensão está bem definida pelo mesmo argumento usado para V ). Em
seguida, por densidade, estendemos W a todo L2(µ1). Desta forma obtemos uma aplicação
linear e isométrica W : L2(µ1) → L2(µ2).

Vamos mostrar que W é a inversa de V . De fato, para toda função χB̃ ∈ L2(µ2) temos

(W ◦ V )(χB̃) = W
(
χΦ(B̃)

)
= χΦ−1(Φ(B̃)) = χB̃.

Analogamente, (V ◦ W )(χÃ) = χÃ para toda χÃ ∈ L2(µ1). Por linearidade, as igualdades
W ◦V = I e V ◦W = I valem no subespaço das funções simples. Como as aplicações W ◦V e
V ◦W são contínuas (pois V e W são isometrias) e as funções simples são densas, concluímos
que W ◦V = IL2(µ2) e V ◦W = IL2(µ1) em todo o espaço. Portanto, V é bijetiva e V −1 = W .

Para provar a validade da afirmação do item (b), observemos que uma função f ∈ L2(µ2)
é limitada em quase todo ponto se, e somente se, existe uma sequência de funções simples
uniformemente limitadas convergindo para f em L2(µ2). Desta forma, segue diretamente
da definição de V para funções simples, que os valores assumidos por V f são limitados
pelos mesmos limitantes dos valores de f . De fato, se f = ∑

i aiχB̃i
está na forma padrão

com |ai| ⩽ M , então V f = ∑
i aiχΦ(B̃i) também satisfaz |V f | ⩽ M µ1-qtp, pois {Φ(B̃i)}i

é uma partição de X1. No caso geral, suponha que |f | ⩽ M em µ2-qtp. Pela equivalência
acima, existe uma sequência {fn}n∈N de funções simples uniformemente limitadas por M
tal que fn → f em L2(µ2). Como V é uma isometria, temos V fn → V f em L2(µ1). Pelo
argumento anterior, |V fn| ⩽M em µ1-qtp para todo n. Extraímos então uma subsequência
{V fnk

}k∈N convergindo para V f µ1-qtp. Passando ao limite obtemos |V f | ⩽M em µ1-qtp.
O mesmo raciocínio aplicado a V −1 mostra que V −1 também leva funções limitadas em
funções limitadas. O que encerra a prova do item (b).

Agora, vamos provar a validade da afirmação do item (c). Vamos começar mostrando
sua validade para qualquer par de funções simples f, g ∈ L2(µ2). De fato, suponha que f e
g escritas em sua forma padrão são dadas por

f =
n∑
j=1

ajχB̃j
e g =

m∑
i=1

biχC̃i
.

Então segue diretamente da definição de V e do fato de Φ preservar interseção que

V (fg) = V
( n∑
j=1

ajχB̃j
·
m∑
i=1

biχC̃i

)
=

n∑
j=1

m∑
i=1

ajbiV (χB̃j∩C̃i
) =

n∑
j=1

m∑
i=1

ajbiχΦ(B̃j)∩Φ(C̃i)

=
n∑
j=1

m∑
i=1

ajbiχΦ(B̃j) · χΦ(C̃i)

=
n∑
j=1

ajχΦ(B̃j) ·
m∑
i=1

biχΦ(C̃i)

= V (f)V (g).
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Resta estender a validade do item (c) para o caso em que f, g ∈ L2(µ2) são quaisquer
funções limitadas. Sejam Mf ,Mg tais que |f | ⩽Mf e |g| ⩽Mg µ2-qtp. Tome sequências de
funções simples {fn}n∈N e {gn}n∈N tais que ∥fn − f∥2 → 0 e ∥gn − g∥2 → 0, com |fn| ⩽Mf

e |gn| ⩽ Mg µ2-qtp para todo n (por exemplo, as aproximações por funções simples da
construção padrão satisfazem esta limitação).

Afirmamos que fngn → fg em L2(µ2). De fato,

∥fngn − fg∥2 =
∥∥∥fn(gn − g) + g(fn − f)

∥∥∥
2

⩽ ∥fn∥∞ ∥gn − g∥2 + ∥g∥∞ ∥fn − f∥2

⩽Mf ∥gn − g∥2 +Mg ∥fn − f∥2 −→ 0.

Como V é uma isometria, temos V (fngn) → V (fg) em L2(µ1). Por outro lado, pelo
item (b), V (fn) e V (gn) são uniformemente limitadas por Mf e Mg, respectivamente. Pelo
caso já provado para funções simples, V (fngn) = V (fn)V (gn). Resta verificar que ocorre a
convergência V (fn)V (gn) → V (f)V (g), quando n → ∞, em L2(µ1). De fato,

∥V (fn)V (gn) − V (f)V (g)∥2 ⩽ ∥V (fn)∥∞ ∥V (gn) − V (g)∥2 + ∥V (g)∥∞ ∥V (fn) − V (f)∥2

⩽Mf ∥gn − g∥2 +Mg ∥fn − f∥2 −→ 0,

onde usamos que ∥V (gn) − V (g)∥2 = ∥gn − g∥2 e analogamente para f , por V ser isometria.
Portanto, com respeito a norma em L2(µ1), temos

V (fg) = lim
n→∞

V (fngn) = lim
n→∞

V (fn)V (gn) = V (f)V (g),

o que completa a prova do item (c). ■

Temos a seguinte recíproca do Teorema 8.

Teorema 9. Sejam (X1,B1, µ1) e (X2,B2, µ2) espaços de probabilidade. Suponha que V :
L2(µ2) → L2(µ1) seja uma aplicação linear bijetiva satisfazendo as propriedades (a), (b), (c)
do enunciado do Teorema 8. Então V é induzida por um isomorfismo Φ : (B̃2, µ̃2) → (B̃1, µ̃1)
de álgebras de medida, no sentido de que V χB̃ = χΦ(B̃) para todo B̃ ∈ B̃2.

Prova. Seja B̃ ∈ B̃2. Como χB̃ é limitada e χ2
B̃

= χB̃, o item (c) garante que

V (χB̃) = V (χ2
B̃) = V (χB̃)V (χB̃).

Portanto V (χB̃)2 = V (χB̃) em L2(µ1), o que implica que V (χB̃) assume apenas os valores 0
e 1 µ1-qtp. Além disso, pelo item (a),

∥V (χB̃)∥2
2 = ∥χB̃∥2

2 = µ̃2(B̃).

Logo V (χB̃) é a função característica de algum elemento Ã ∈ B̃1. Definimos

Φ: B̃2 → B̃1, Φ(B̃) ≡ Ã,

onde Ã é a única classe satisfazendo V (χB̃) = χÃ. Em particular, vale

V (χB̃) = χΦ(B̃), ∀B̃ ∈ B̃2.
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Mostraremos que Φ é um isomorfismo de álgebras de medida.
Bijetividade. Primeiramente, Φ é injetiva, pois se Φ(B̃) = Φ(C̃) então χΦ(B̃) = χΦ(C̃), e
aplicando V −1 obtemos χB̃ = χC̃ em L2(µ2), donde B̃ = C̃.

Para verificar a sobrejetividade, aplicamos a mesma construção a V −1 : L2(µ1) → L2(µ2).
De fato, V −1 também é uma aplicação linear bijetiva e satisfaz as propriedades (a), (b)
e (c) do enunciado. (As propriedades (a) e (b) são simétricas; quanto a (c), note que se
f, g ∈ L2(µ1) são limitadas, então V

(
V −1(f)V −1(g)

)
= fg por (c) para V , e aplicando V −1

obtemos V −1(fg) = V −1(f)V −1(g).)
Repetindo o argumento acima para V −1, obtemos uma aplicação Ψ: B̃1 → B̃2 satisfa-

zendo V −1(χÃ) = χΨ(Ã) para todo Ã ∈ B̃1. Dado B̃ ∈ B̃2,

χΨ(Φ(B̃)) = V −1
(
χΦ(B̃)

)
= V −1

(
V (χB̃)

)
= χB̃,

logo Ψ ◦ Φ = id
B̃2

. Analogamente, Φ ◦ Ψ = id
B̃1

. Portanto Φ é bijeção e Φ−1 = Ψ.
Preservação da medida. Usando o item (a),

µ̃1(Φ(B̃)) = ∥χΦ(B̃)∥2
2 = ∥V (χB̃)∥2

2 = ∥χB̃∥2
2 = µ̃2(B̃),

para todo B̃ ∈ B̃2.
Preservação de complementos. Mostremos primeiro que V (1) = 1 em L2(µ1). A função
1 é limitada, logo pelo item (c) temos V (1) = V (1 · 1) = V (1)V (1). Assim V (1) assume
apenas os valores 0 e 1 µ1-qtp. Por (a), ∥V (1)∥2 = ∥1∥2 = 1. Portanto V (1) é a função
característica de uma classe de µ1-medida total, ou seja, V (1) = 1 em L2(µ1).

Agora, seja B̃ ∈ B̃2. Em L2(µ2) vale χB̃ + χX̃2\B̃ = 1, onde X̃2 denota a classe [X2]µ2 .
Aplicando V e usando linearidade,

1 = V (1) = V (χB̃) + V (χX̃2\B̃) = χΦ(B̃) + χΦ(X̃2\B̃).

Por outro lado, χΦ(B̃) + χX̃1\Φ(B̃) = 1 em L2(µ1), onde X̃1 ≡ [X1]µ1 . Logo

χΦ(X̃2\B̃) = χX̃1\Φ(B̃),

e portanto Φ(X̃2 \ B̃) = X̃1 \ Φ(B̃).
Preservação de interseções e uniões finitas. Sejam B̃, C̃ ∈ B̃2. Usando o item (c), já
que χB̃ e χC̃ são funções limitadas,

χΦ(B̃∩C̃) = V (χB̃∩C̃) = V (χB̃ · χC̃) = V (χB̃)V (χC̃) = χΦ(B̃) · χΦ(C̃) = χΦ(B̃)∩Φ(C̃).

Donde Φ(B̃ ∩ C̃) = Φ(B̃) ∩ Φ(C̃). Para a união, usamos a identidade

χB̃∪C̃ = χB̃ + χC̃ − χB̃∩C̃ = χB̃ + χC̃ − χB̃ · χC̃ .

Aplicando V e usando linearidade juntamente com o item (c),

χΦ(B̃∪C̃) = V (χB̃∪C̃)
= V (χB̃) + V (χC̃) − V (χB̃)V (χC̃)
= χΦ(B̃) + χΦ(C̃) − χΦ(B̃)χΦ(C̃)

= χΦ(B̃)∪Φ(C̃).
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Assim Φ(B̃ ∪ C̃) = Φ(B̃) ∪ Φ(C̃). Por indução finita, Φ preserva todas as uniões finitas.

Preservação de uniões enumeráveis. Seja {B̃k}k⩾1 ⊆ B̃2. A sequência χ⋃n

k=1 B̃k
é

dominada por 1 e converge µ2-qtp para χ⋃∞
k=1 B̃k

. Pelo teorema da convergência dominada,

χ⋃n

k=1 B̃k

L2(µ2)−−−−→
n→∞

χ⋃∞
k=1 B̃k

.

Como V é uma isometria e portanto contínua,

V
(
χ⋃n

k=1 B̃k

)
L2(µ1)−−−−→
n→∞

V
(
χ⋃∞

k=1 B̃k

)
= χ

Φ
(⋃∞

k=1 B̃k

).
Por outro lado, usando que Φ preserva uniões finitas,

V
(
χ⋃n

k=1 B̃k

)
= χ

Φ
(⋃n

k=1 B̃k

) = χ⋃n

k=1 Φ(B̃k).

Novamente por convergência dominada,

χ⋃n

k=1 Φ(B̃k)
L2(µ1)−−−−→
n→∞

χ⋃∞
k=1 Φ(B̃k).

Pela unicidade do limite em L2(µ1), χ
Φ
(⋃∞

k=1 B̃k

) = χ⋃∞
k=1 Φ(B̃k), e portanto

Φ
( ∞⋃
k=1

B̃k

)
=

∞⋃
k=1

Φ(B̃k).

Mostramos que Φ: B̃2 → B̃1 é uma bijeção que preserva complementos e uniões enume-
ráveis (e consequentemente interseções enumeráveis) e satisfaz µ̃1(Φ(B̃)) = µ̃2(B̃) para todo
B̃ ∈ B̃2. Logo Φ é um isomorfismo de álgebras de medida e, por construção, V (χB̃) = χΦ(B̃)

para todo B̃ ∈ B̃2. ■

Mostramos que (X1,B1, µ1) e (X2,B2, µ2) são conjugados se, e somente se, os espaços
de Hilbert L2(µ1) e L2(µ2) estão conectados por uma aplicação linear bijetiva que satisfaz
as propriedades (a), (b), (c) do Teorema 8.

3. Isomorfismo de Transformações que
Preservam Medida

O que significa dizer que duas transformações que preservam medida são “as mesmas”? A
resposta precisa levar em conta que, do ponto de vista da Teoria da Medida, conjuntos de
medida nula podem ser ignorados. Os dois exemplos a seguir ilustram como essa flexibilidade
permite identificar transformações que, à primeira vista, parecem diferentes.
(1) Seja T : S1 → S1 a transformação Tz = z2, agindo no círculo unitário S1, munido da
σ-álgebra de Borel e da medida de Haar µ. Seja S : [0, 1) → [0, 1), a aplicação dada por
S(x) = 2x (mod1) em [0, 1), com [0, 1) munido de sua σ-álgebra de Borel e da medida de
Lebesgue λ. Considere a aplicação ϕ : [0, 1) → S1 definida por x 7−→ e2πix. Podemos verificar
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que a aplicação ϕ é uma bijeção e preserva medida (verifique em intervalos e use o Teorema
π–λ de Dynkin). Além disso, temos que ϕ ◦ S = T ◦ ϕ o que implica que o diagrama abaixo
é comutativo

S1 S1

[0, 1) [0, 1)

T

ϕ

S

ϕ

Neste caso é razoável considerar T e S como “a mesma” aplicação, já que ϕ define um
isomorfismo dos espaços de medida ([0, 1),B([0, 1)), λ) e (S1,B(S1), µ) que “leva” S em
ϕ ◦ S ◦ ϕ−1 = T .

(2) Novamente, seja S : [0, 1) → [0, 1) a transformação S(x) = 2x (mod1) definida sobre o
espaço de probabilidade ([0, 1),B([0, 1)), λ) e seja T : X → X a aplicação de deslocamento
para esquerda no espaço produto X ≡ {0, 1}N e µ a medida (1

2 ,
1
2)-Bernoulli. Considere a

aplicação ψ : X → [0, 1) dada por

ψ(a1, a2, a3, . . . ) = a1

2 + a2

22 + a3

23 + . . . .

A aplicação ψ é injetiva no complementar do conjunto de todos os pontos (a1, a2, . . . ) tais
que as coordenadas são constantes a partir de um certo índice. Além do mais, ψ é sobrejetiva
e satisfaz ψ ◦ T = S ◦ ψ.

X X

[0, 1) [0, 1)

T

ψ ψ

S

Usando o Teorema π–λ de Dynkin podemos verificar que ψ preserva medida, bastando
para isto verificar a afirmação sobre a coleção dos intervalos diádicos.

Suponha que Y ⊆ X denote o conjunto dos pontos do espaço X que possuem coordenadas
constantes a partir de um determinado índice. Note que este conjunto Y é T -invariante, isto
é, T−1Y = Y . Portanto, T−1(X \ Y ) = X \ Y .

Seja D ⊆ [0, 1) o conjunto dos racionais diádicos em [0, 1). Então S−1D = D, de modo
que S−1([0, 1) \ D) = [0, 1) \ D. Podemos verificar imediatamente que Y e D têm ambos
medida nula e ψ aplica X \ Y bijetivamente em [0, 1) \D. Além disso, temos

(ψ ◦ T )(x) = (S ◦ ψ)(x), ∀x ∈ X \ Y.

Gostaríamos de ver os sistemas dinâmicos S e T como “isomorfos”, pois, após remover
conjuntos de medida nula no domínio de cada uma destas aplicações, podemos transformar
um no outro por uma transformação inversível que preserva medida.

Motivados pelas discussões acima, chegamos à seguinte definição de isomorfismo.
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Definição 10. Sejam (X1,B1, µ1) e (X2,B2, µ2) espaços de probabilidade e suponha que
as aplicações

T1 : X1 → X1 e T2 : X2 → X2

sejam aplicações que preservam medida em cada um destes espaços, respectivamente. Vamos
dizer que T1 é isomorfa a T2 se existem M1 ∈ B1 e M2 ∈ B2 com µ1(M1) = 1 = µ2(M2)
tais que:

(i) T1M1 ⊆ M1, T2M2 ⊆ M2;

(ii) existe uma transformação inversível que preserva medida ϕ : M1 → M2 satisfazendo

(ϕ ◦ T1)(x) = (T2 ◦ ϕ)(x), ∀x ∈ M1.

M1 M1

M2 M2

T1

ϕ ϕ

T2

Vamos usar a notação T1 ≃ T2 para indicar que T1 é isomorfa a T2. É importante observar
que em (ii), o conjunto Mi (i = 1, 2) é munido da σ-álgebra Mi ∩ Bi = {Mi ∩ B | B ∈ Bi}
e da restrição da medida µi a esta σ-álgebra.

Observações

(1) Isomorfismo é uma relação de equivalência.

(2) Se T1 ≃ T2, então T n1 ≃ T n2 para todo n > 0. Veja o diagrama abaixo para o caso
particular onde n = 2.

M1 M1 M1

M2 M2 M2

T1

ϕ

T1

ϕ

T2 T2

(3) Se T1 e T2 são inversíveis, segue da hipótese T1(M1) ⊆ M1 as seguintes continências:

· · · ⊆ T 3
1 (M1) ⊆ T 2

1 (M1) ⊆ T1(M1) ⊆ M1 ⊆ T−1
1 (M1) ⊆ T−2

1 (M1) ⊆ T−3
1 (M1) ⊆ · · · .

Portanto,

µ1

 ∞⋂
k=−∞

T k1 M1

 = µ1

 lim
n→∞

n⋂
k=−n

T k1 M1

 = lim
n→∞

µ1(T n1 M1) = µ1(M1) = 1. (1)

Como T1 é inversível podemos afirmar que

T1

 ∞⋂
k=−∞

T k1 M1

 =
 ∞⋂
k=−∞

T k+1
1 M1

 =
 ∞⋂
k=−∞

T k1 M1

 ≡ N1,
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ou seja, T1(N1) = N1. Como visto em (1) temos que µ1(N1) = 1. Analogamente,
construímos N2 ⊆ X2. Este conjunto satisfaz T2(N2) = N2 e µ2(N2) = 1. Além disto,
temos ϕ(N1) = N2. Isto é, a restrição de ϕ ao conjunto N1 define uma bijeção de N1
para N2 que preserva medida. De fato, já que ϕ ◦ T1 = T2 ◦ ϕ. Como para k < 0 temos
T k1 M1 ⊇ M1, a interseção reduz-se a k ⩾ 0, donde

ϕ(N1) = ϕ

⋂
k⩾0

T k1 M1

 =
⋂
k⩾0

ϕ
(
T k1 M1

)
=
⋂
k⩾0

T k2 (ϕM1) =
⋂
k⩾0

T k2 (M2) = N2.

(4) Podemos pensar em um isomorfismo de espaços de medida (Definição 1) como um
isomorfismo das transformações identidade de cada um destes espaços.

Como em Teoria da Medida é comum poder desprezar conjuntos de medida nula, podemos
considerar duas transformações que preservam medida T1, T2 de um espaço de probabilidade
(X,B, µ) como sendo idênticas, quando for possível remover um conjunto N de medida nula
de X, de modo que T1 e T2 coincidam em X \N .

Quando existir tal conjunto N , podemos sempre assumir que ele satisfaz T−1
i N ⊆ N e

consequentemente T−1
i (X\N) ⊆ X\N , para i = 1, 2. Caso isto não ocorra, basta substituí-lo

pelo conjunto
∞⋃
k=0

⋃
r1,s1,...,rk,sk⩾0

T−r1
1 T−s1

2 · · ·T−rk
1 T−sk

2 N,

Observe que se T1 e T2 coincidem a menos de um conjunto de medida nula então podemos
afirmar que T1 ≃ T2, via o isomorfismo identidade. Escreveremos T1 = T2 (mod 0) quando
isso ocorrer. Diremos também que uma transformação que preserva medida T de (X,B, µ) é
inversível (mod 0) se existe um conjunto N de medida nula tal que T (X\N) = X\N e T |X\N
é uma transformação inversível que preserva medida. Como a transformação S : X → X
dada por S(x) = x se x ∈ N , S(x) = T (x) se x ∈ X \ N é então uma transformação
inversível que preserva medida, a exigência é equivalente a dizer que a identidade fornece um
isomorfismo entre T e uma transformação inversível que preserva medida.

4. Conjugação de Transformações que
Preservam Medida

Embora o conceito de isomorfismo de transformações que preservam medida, introduzido
acima, seja útil na prática, o procedimento de estudar o que acontece nas álgebras de medida
é talvez matematicamente mais natural.

Sejam (X1,B1, µ1) e (X2,B2, µ2) espaços de probabilidade com as álgebras de medida
correspondentes (B̃1, µ̃1), (B̃2, µ̃2). Se ϕ : X1 → X2 preserva medida, então temos uma
aplicação ϕ̃−1 : (B̃2, µ̃2) → (B̃1, µ̃1) definida por

(ϕ̃−1(B̃)) = [ϕ−1(B)]µ1 , ∀B ∈ B2.

Esta aplicação está bem definida porque ϕ preserva medida. Segue das propriedades da
imagem inversa de ϕ que a aplicação ϕ̃−1 preserva complementos e uniões enumeráveis (e
portanto interseções enumeráveis). Além disso, µ̃1(ϕ̃−1(B̃)) = µ̃2(B̃) para todo B̃ ∈ B̃2.
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Portanto, ϕ̃−1 pode ser considerada um homomorfismo de álgebras de medida. Note que ϕ̃−1

é injetiva.
Lembre que um isomorfismo Φ : (B̃2, µ̃2) → (B̃1, µ̃1) de álgebras de medida é uma

bijeção que preserva complementos e uniões enumeráveis e satisfaz µ̃1(Φ(B̃)) = µ̃2(B̃) para
todo B̃ ∈ B̃2.

Diremos que duas transformações que preservam medida são conjugadas se elas induzem
aplicações isomorfas nas álgebras de medida:

Definição 11 (Transformações Conjugadas). Seja Ti uma transformação que preserva me-
dida do espaço de probabilidade (Xi,Bi, µi), i = 1, 2. Dizemos que T1 é conjugada a T2 se
existe um isomorfismo de álgebras de medida Φ : (B̃2, µ̃2) → (B̃1, µ̃1) tal que ΦT̃−1

2 = T̃−1
1 Φ.

É claro que conjugação é uma relação de equivalência no conjunto de todas as trans-
formações que preservam medida. Isomorfismo e conjugação estão conectados pelo seguinte
resultado simples.

Teorema 12. Para i = 1, 2, seja Ti uma transformação que preserva medida do espaço de
probabilidade (Xi,Bi, µi). Se T1 é isomorfa a T2, então T1 é conjugada a T2.

Prova. Seja ϕ : M1 → M2 o isomorfismo como na Definição 10. Considere a aplicação
Φ : (B̃2, µ̃2) → (B̃1, µ̃1) definida por Φ(B̃) = [ϕ−1(B∩M2)]µ1 . Então Φ satisfaz os requisitos
da Definição 11. ■

A recíproca deste teorema não é verdadeira em geral, pois apontamos na Seção 2 que as
aplicações identidade em dois espaços de medida podem ser conjugadas sem serem isomorfas.
No entanto, a recíproca é verdadeira para algumas classes de espaços de medida.

Teorema 13. Sejam Ti : Xi → Xi, i = 1, 2, transformações que preservam medida em
espaços de probabilidade (Xi,Bi, µi). Suponha que cada (Xi,Bi, µi) seja um espaço de
Lebesgue ou que cada Xi seja um espaço métrico completo e separável com Bi sendo sua
σ-álgebra de Borel. Se T1 é conjugada a T2, então T1 é isomorfa a T2.

Prova. Suponha que Φ : (B̃2, µ̃2) → (B̃1, µ̃1) seja o isomorfismo de álgebras de medida com
ΦT̃−1

2 = T̃−1
1 Φ. Pelo Teorema 6 (ou pelo teorema correspondente para espaços de Lebesgue),

existem X ′
1 ∈ B1, X

′
2 ∈ B2 com µ1(X ′

1) = 1, µ2(X ′
2) = 1, e uma transformação inversível

que preserva medida ϕ : X ′
1 → X ′

2 tal que Φ(B̃) = [ϕ−1(B ∩ X ′
2)]µ1 . Deste fato concluímos

que ϕ̃−1T̃−1
2 = T̃−1

1 ϕ̃−1, o que pode ser escrito como (T̃2ϕ)−1 = (ϕ̃T1)−1. Consequentemente,
podemos afirmar que T2ϕ = ϕT1 µ1-qtp. Seja

A1 ≡ {x ∈ X1 | T2ϕ(x) = ϕT1(x)}

e M1 = ⋂∞
n=0 T

−n
1 A1. Então µ1(M1) = 1 e T−1

1 M1 ⊇ M1, logo T1M1 ⊆ M1. Seja M2 = ϕM1;
então T2M2 ⊆ M2 e as condições da Definição 10 são satisfeitas. ■

Em espaços de medida que são poloneses, também podemos reformular a noção de uma
transformação que preserva medida ser inversível (mod 0).

Teorema 14. Seja (X,B, µ) um espaço de Lebesgue ou um espaço de probabilidade onde X
é um espaço métrico, completo e separável e B a σ-álgebra de Borel de X. Seja T : X → X
uma transformação que preserva medida. Então T é inversível (mod 0) se, e somente se,
T̃−1B̃ = B̃.
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Prova. Sabemos que T̃−1 : B̃ → B̃ é sempre injetiva. Se T é inversível mod 0, ela induz a
mesma aplicação na álgebra de medida que a aplicação inversível induz. Portanto T̃−1B̃ =
B̃. (Nenhuma hipótese sobre o espaço de medida foi necessária para esta parte.) Se T̃−1B̃ =
B̃, então T̃−1 : (B̃, µ̃) → (B̃, µ̃) é uma bijeção e, portanto, é induzida por uma transformação
inversível que preserva medida definida em um subconjunto de X de medida um (Teorema 6).
Logo T é igual a esta transformação inversível µ-qtp. ■

Podemos enfraquecer as definições de isomorfismo e conjugação para dizer o que significa
uma transformação que preserva medida ser um fator (ou imagem homomorfa) de outra.

Definição 15 (Fator de uma Transformação). Suponha que (Xi,Bi, µi) seja um espaço de
probabilidade e Ti : Xi → Xi preserve medida, i = 1, 2. Dizemos que T2 é um fator de T1 se
existem Mi ∈ Bi com µi(Mi) = 1 e TiMi ⊆ Mi (i = 1, 2) e também uma transformação que
preserva medida ϕ : M1 → M2 satisfazendo ϕT1(x) = T2ϕ(x), para todo x ∈ M1.

M1 M1

M2 M2

T1

ϕ ϕ

T2

A diferença entre a definição acima e isomorfismo é que agora a transformação ϕ pode
não ser inversível. Por exemplo, se S e T são transformações que preservam medida, então S
é um fator do sistema produto S × T , com o papel de ϕ sendo desempenhado pela projeção
natural.

X × Y X × Y

X X

S×T

π1 π1

S

O enfraquecimento correspondente na noção de conjugação é o que dá origem a definição
semi-conjugação. Sua definição precisa é dada abaixo.

Definição 16. Seja Ti uma transformação que preserva medida de um espaço de probabi-
lidade (Xi,Bi, µi), i = 1, 2. Dizemos que T2 é uma imagem semiconjugada de T1 se existe
um homomorfismo de álgebras de medida Φ : (B̃2, µ̃2) → (B̃1, µ̃1) tal que ΦT̃−1

2 = T̃−1
1 Φ.
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(B1, µ1) (B1, µ1)

(B̃1, µ̃1) (B̃1, µ̃1)

(B̃2, µ̃2) (B̃2, µ̃2)

(B2, µ2) (B2, µ2)

T−1
1

q1 q1

T̃−1
1

T̃−1
2

Φ Φ

T−1
2

q2 q2

Se T2 é um fator de T1 (como na Definição 15), então T2 é uma imagem semiconjugada
de T1 tomando Φ(B̃) = [ϕ−1(B ∩ M2)]µ1 . Se os espaços de probabilidade são tais que X2 é
um espaço métrico completo e separável e B2 é sua σ-álgebra de Borel, então todo homo-
morfismo de álgebras de medida Φ : (B̃2, µ̃2) → (B̃1, µ̃1) é induzido por uma transformação
que preserva medida definida em um subconjunto de X1 de medida um ([9], Teorema 11,
p. 329). O mesmo vale se (X1,B1, µ1) e (X2,B2, µ2) são ambos espaços de Lebesgue ([8]).
Portanto, na maioria dos espaços de medida que encontramos, as noções de fator e imagem
semiconjugada coincidem.

Quando lidamos apenas com espaços de Lebesgue, há uma descrição elegante de todos
os fatores de uma dada transformação que preserva medida. Se (X,B, µ) é um espaço de
Lebesgue e F é uma sub- σ-álgebra de B, então existe uma partição ζ de (X,B, µ) em
conjuntos mensuráveis tal que, se B(ζ) denota a coleção de todos os conjuntos mensuráveis
que são uniões de membros de ζ, então B(ζ) = F̃ . Por exemplo, se tomarmos F = B,
então ζ seria a partição de X em pontos individuais. Podemos formar um novo conjunto Xζ

tomando os pontos de Xζ como os elementos de ζ. Existe uma aplicação natural π : X →
Xζ e podemos considerar B(ζ) como uma σ-álgebra de subconjuntos de Xζ . Além disso,
µζ = µ ◦ π−1 é uma medida de probabilidade em (Xζ ,B(ζ)) e (Xζ ,B(ζ), µζ) acaba sendo
um espaço de Lebesgue. Se T : X → X preserva medida e T−1F ⊂ F , então T−1ζ ⩽ ζ (i.e.,
cada conjunto T−1C, C ∈ ζ, é uma união de elementos de ζ) e obtemos uma transformação
que preserva medida Tζ : Xζ → Xζ definida por Tζ(D) = C se D ⊂ T−1C. Temos πT = Tζπ,
de modo que Tζ é um fator de T . Portanto, cada sub-σ-álgebra F de B com T−1F ⊂ F dá
origem a um fator de T . Acontece que todo outro fator é isomorfo a um deste tipo. Suponha
que T2 : X2 → X2 seja um fator de T1 : X1 → X1, e que ambos os espaços de probabilidade
sejam espaços de Lebesgue. Suponha que ϕ : M1 → M2 seja uma transformação que preserva
medida com ϕT1 = T2ϕ, como na Definição 15. Considere a partição ζ de M1 em conjuntos
da forma ϕ−1(x), x ∈ M2. Seja F a σ-álgebra gerada por esta partição ζ. Como T−1

1 ϕ−1 =
ϕ−1T−1

2 , temos T−1
1 ζ ⩽ ζ e, portanto, T−1

1 F ⊂ F . Além disso, ϕ induz um isomorfismo
entre (T1)ζ : (X1)ζ → (X1)ζ e T2 : X2 → X2. Assim, ao lidar com espaços de Lebesgue,
os fatores de uma dada transformação que preserva medida T : (X,B, µ) → (X,B, µ) são
determinados pelas sub-σ-álgebras F de B com T−1F ⊂ F .
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5. O Problema do Isomorfismo
Antes de abordarmos o problema central, sintetizamos as relações entre as noções de equi-
valência discutidas nas seções anteriores.

Isomorfismo
(Definição 10)

Conjugação
(Definição 11)

Isomorfismo
Espectral

(Definição 18)

Teorema 12

Teorema 13

Teorema 19

Teorema 20

Teoremas 12 e 19

Teoremas 13 e 20

(Espaços de Lebesgue / Poloneses) (Condições do Teorema 9)

Um dos principais problemas em Teoria Ergódica é o de decidir quando duas transforma-
ções que preservam medida são isomorfas (ou quando são conjugadas). A maneira usual de
abordar tal problema de isomorfismo é buscar invariantes por isomorfismos. Esses invariantes
são geralmente de dois tipos.

O primeiro tipo de invariante é uma propriedade (por exemplo, ergodicidade, mistura
fraca) que algumas transformações que preservam medida possuem e outras não, de modo
que duas transformações isomorfas ou ambas têm a propriedade ou ambas não a têm. Para
que a propriedade seja útil, deve-se poder verificar se exemplos que ocorrem naturalmente
têm ou não a propriedade. Ergodicidade, mistura fraca e mistura forte são exemplos de tais
propriedades.

O segundo tipo de invariante é a atribuição de algum objeto (por exemplo, um número,
um grupo) em alguma categoria matemática a cada transformação que preserva medida,
de modo que os objetos associados a duas transformações isomorfas sejam isomorfos em
sua própria categoria (por exemplo, iguais se forem números, grupos isomorfos se forem
grupos). Novamente, para que tal invariante seja útil, ele deve ser calculável para exemplos
interessantes de transformações que preservam medida.

Além de ser calculável, um invariante será considerado bom se existir alguma coleção de
transformações que preservam medida para a qual o invariante seja completo, isto é, quais-
quer duas transformações desta classe com objetos isomorfos são transformações isomorfas
que preservam medida.

Discutiremos dois invariantes deste tipo. O primeiro é o grupo de autovalores de uma
transformação que preserva medida (veja a Seção 8). Este será um subgrupo do círculo uni-
tário no plano complexo, e transformações isomorfas que preservam medida têm o mesmo
grupo de autovalores. Veremos na Seção 8 que na coleção de todas as transformações ergó-
dicas que preservam medida com espectro discreto este invariante é completo, isto é, se duas
transformações ergódicas que preservam medida com espectro discreto têm o mesmo grupo
de autovalores, então as transformações são isomorfas.
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O outro invariante que consideraremos é a entropia. A teoria da entropia atribui a cada
transformação que preserva medida T um número não-negativo denotado por h(T ) (que
pode ser +∞) e, se T1 é isomorfa a T2, então h(T1) = h(T2). Em 1969, D. S. Ornstein
provou o profundo resultado de que na coleção de todos os shifts de Bernoulli este invariante
é completo, ou seja, dois shifts de Bernoulli com a mesma entropia são isomorfos.

Antes de passarmos a essas questões, veremos que algumas propriedades de transforma-
ções que preservam medida dependem apenas da classe de isomorfismo unitário dos opera-
dores induzidos nos espaços L2.

6. Isomorfismo Espectral
O operador que codifica a classe de isomorfismo unitário mencionada acima é o operador
de Koopman. Seja T : X → X uma transformação que preserva medida no espaço de
probabilidade (X,B, µ). Considere o operador de Koopman UT : L2(µ) → L2(µ) dado por
UTf = f ◦ T . Como visto anteriormente, este operador UT é linear e preserva produto
interno, isto é, ⟨UTf, UTg⟩ = ⟨f, g⟩; f, g ∈ L2(µ). Como esta última propriedade diz que UT
preserva a norma, sabemos que UT é injetivo. Há o seguinte resultado simples.

Teorema 17. Seja T uma transformação que preserva medida do espaço de probabilidade
(X,B, µ). Então UT : L2(µ) → L2(µ) é sobrejetivo se, e somente se,

T̃−1 : (B̃, µ̃) → (B̃, µ̃)

é sobrejetivo (isto é, UT é um operador unitário se, e somente se, T̃−1 é um automorfismo
da álgebra de medida).

Prova. Vamos começar mostrando que T̃−1 sobrejetivo =⇒ UT sobrejetivo. Primeiramente,
notamos que para todo B ∈ B temos

UT (χB̃) = χB̃ ◦ T = χT−1B = χ
T̃−1(B̃),

onde B̃ ≡ [B]µ ∈ B̃. Se T̃−1 : (B̃, µ̃) → (B̃, µ̃) é sobrejetivo, então para toda classe Ã ∈ B̃

existe C̃ ∈ B̃ tal que Ã = T̃−1(C̃) e, portanto,

χÃ = χ
T̃−1(C̃) = UTχC̃ ∈ Im(UT ).

Isto mostra que a imagem de UT contém todas as funções características de elementos de
B̃. Como o subespaço gerado por tais funções características é denso em L2(µ) e UT é uma
isometria (portanto tem imagem fechada), concluímos que UT é sobrejetivo.

Reciprocamente, vamos mostrar agora que UT sobrejetivo =⇒ T̃−1 sobrejetivo. Já que
o operador de Koopman UT associado a uma transformação que preserva medida é sempre
uma isometria, temos que UT é injetivo. Logo, da hipótese de sobrejetividade, segue que UT é
bijetivo. Seja Ã ∈ B̃ e tome f ∈ L2(µ) tal que UTf = χÃ. Como |f ◦T | = |UTf | = |χÃ| ⩽ 1
µ-qtp e T preserva medida, segue que |f | ⩽ 1 µ-qtp, de modo que f ∈ L∞(µ). Como UT
é multiplicativo em L∞(µ) (de fato, para g, h ∈ L∞(µ) tem-se UT (g · h) = (g · h) ◦ T =
(g ◦ T ) · (h ◦ T ) = UTg · UTh), obtemos

χÃ = UTf · UTf = UT (f · f).
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Pela injetividade de UT , temos f · f = f em L2(µ), ou seja, f(x)2 = f(x) para µ-quase todo
x ∈ X. Isto implica que f assume apenas os valores 0 e 1 µ-qtp. Como f ∈ L2(µ), podemos
concluir que f é a função característica de algum conjunto mensurável. Assim, existe C ∈ B
tal que f = χC̃ em L2(µ), onde C̃ ≡ [C]µ ∈ B̃. Então

χÃ = UTχC̃ = χ
T̃−1(C̃),

donde Ã = T̃−1(C̃) em B̃. Portanto T̃−1 é sobrejetivo. ■

Se consideramos hipóteses adicionais sobre o espaço de probabilidade (X,B, µ), como as
do Teorema 14, então podemos usar o Teorema 17 para mostrar que a sobrejetividade de UT
é equivalente a T ser inversível (mod 0).

Definição 18 (Transformações Espectralmente Isomorfas). Seja Ti uma transformação que
preserva medida do espaço de probabilidade (Xi,Bi, µi), para i = 1, 2. Dizemos que T1 e T2
são espectralmente isomorfas se existe um operador linear W : L2(µ2) → L2(µ1) tal que

(i) W é inversível
(ii) ⟨Wf,Wg⟩ = ⟨f, g⟩ para todo f, g ∈ L2(µ2)
(iii) UT1W = WUT2 .

Teorema 19. Seja Ti uma transformação que preserva medida de um espaço de probabili-
dade (Xi,Bi, µi), para i = 1, 2. Se T1 e T2 são conjugadas, então elas são espectralmente
isomorfas.

Prova. Suponha que Φ: (B̃2, µ̃2) → (B̃1, µ̃1) seja um isomorfismo de álgebras de medida
tal que

ΦT̃−1
2 = T̃−1

1 Φ.
Seja V : L2(µ2) → L2(µ1) a isometria fornecida pelo Teorema 8. Vamos mostrar que

V UT2 = UT1V.

De fato, para cada B2 ∈ B2, temos

UT1V (χB̃2
) = UT1(χΦ(B̃2)) = χ

T̃−1
1 (Φ(B̃2))

= χ
Φ(T̃−1

2 (B̃2))
= V (χ

T̃−1
2 (B̃2)

) = V UT2(χB̃2
).

Portanto UT1V e V UT2 coincidem nas funções características e, consequentemente, nas combi-
nações lineares de funções características. Pela continuidade delas, temos UT1V = V UT2 . ■

O teorema a seguir nos diz quando isomorfismo espectral implica conjugação.

Teorema 20. Seja Ti uma transformação que preserva medida de um espaço de probabi-
lidade (Xi,Bi, µi), para i = 1, 2. Se V : L2(µ2) → L2(µ1) é uma isometria linear inversível
satisfazendo as condições do Teorema 9 e UT1V = V UT2 , então T1 e T2 são conjugadas.

Prova. Pelo Teorema 9 a aplicação V é induzida por um isomorfismo de álgebras de medida
Φ: (B̃2, µ̃2) → (B̃1, µ̃1), no sentido que V (χB̃) = χΦ(B̃), para todo B ∈ B2. Por outro lado,
segue da igualdade

UT1V (χB̃) = V UT2(χB̃)
e da definição do operador de Koopman que χ

T̃−1
1 Φ(B̃)

= χ
ΦT̃−1

2 (B̃)
. Desta última igualdade,

segue imediatamente que T̃−1
1 Φ = ΦT̃−1

2 . ■
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O isomorfismo espectral é muito mais fraco que a conjugação, como veremos a seguir.
Entretanto, para uma classe importante de transformações ergódicas, isomorfismo espectral
implica conjugação: as transformações com espectro discreto, que serão discutidas detalha-
damente mais adiante.

Anteciparemos aqui a noção de espectro discreto, que será definida formalmente na Se-
ção 8: uma transformação ergódica que preserva medida T de um espaço de probabilidade
(X,B, µ) tem espectro discreto se L2(µ) possui uma base ortonormal {fi}i∈Γ consistindo de
autofunções do operador de Koopman UT , isto é, UTfi = λifi para algum λi ∈ S1. Para esta
classe, cada membro da base fi é levado por UT a um múltiplo constante de si mesmo.

É importante alertar que a expressão “espectro discreto” refere-se à natureza da ação do
operador de Koopman sobre a base, e não à topologia do conjunto de autovalores. De fato,
o conjunto de autovalores de uma transformação com espectro discreto pode ser denso em
S1 e até mesmo não-enumerável. Discutimos agora, brevemente, transformações que têm o
tipo “oposto” de comportamento, no sentido de que existe uma base onde cada membro da
base é levado por UT a outro membro da base.
Definição 21. Seja (X,B, µ) um espaço de probabilidade com base enumerável (porque
queremos que L2(µ) seja separável). Uma transformação inversível T que preserva medida
em (X,B, µ) tem espectro de Lebesgue enumerável se existe uma sequência {fj}∞

j=0, com
f0 ≡ 1, de membros de L2(µ) tal que {f0} ∪ {Un

T fj | j ⩾ 1, n ∈ Z} é uma base ortonormal
de L2(µ).

Diagramaticamente, a base tem a forma

f0 ≡ 1

. . . , U−2
T f1, U

−1
T f1, f1, UTf1, U

2
Tf1, . . .

. . . , U−2
T f2, U

−1
T f2, f2, UTf2, U

2
Tf2, . . .

... ... ... ... ...

Mostraremos em outras notas que os automorfismos de Kolmogorov têm espectro de
Lebesgue enumerável. Isso implica que todo shift de Bernoulli tem espectro de Lebesgue
enumerável.

Indicaremos, a seguir, por que o shift bilateral T : {0, 1}Z → {0, 1}Z agindo no espaço
produto com medida (1

2 ,
1
2)-Bernoulli tem espectro de Lebesgue enumerável. Neste caso, cada

fibra do espaço produto é dada pelo conjunto {0, 1} munido da σ-álgebra das partes e cada
ponto tendo probabilidade 1/2. Uma base para o espaço L2({0, 1},P({0, 1}), ν) é o conjunto
de funções formado pela função constante 1 e pela aplicação {0, 1} → C dada por t 7−→ eπit,
t ∈ {0, 1}. A transformação T age no espaço produtoX = {0, 1}Z munido da medida produto
µ. Como L2(X,B(X), µ) é isometricamente isomorfo ao produto tensorial infinito do espaço
L2({0, 1},P({0, 1}), ν), esta construção reflete o fato geral de que funções em L2 de um
espaço produto são geradas por produtos de funções nas coordenadas. Logo existe uma base
ortonormal para o espaço L2(X,B(X), µ) da forma {gn1,...,nr | r ⩾ 1, n1 < n2 · · · < nr} ∪ {1}
onde

gn1,...,nr({xi}i∈Z) = eπi(xn1 +xn2 +···+xnr ). (2)

Note que para esta base temos UTgn1,...,nr = g1+n1,...,1+nr . Fica claro agora que podemos
renomear a base de modo que ela tenha a forma {Un

T fi | i ⩾ 1, n ∈ Z} ∪ {1}.
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Podemos usar o método descrito acima para mostrar diretamente que o shift bilateral
(p0, . . . , pk−1) tem espectro de Lebesgue enumerável. Também é fácil dar uma prova direta de
que um automorfismo ergódico A : G → G, onde G é um grupo abeliano métrico compacto,
tem espectro de Lebesgue enumerável. De fato, os elementos do grupo de caracteres Ĝ
formam uma base ortonormal. Sob as hipóteses usuais (por exemplo, quando Â age sem
órbitas periódicas não-triviais em Ĝ \ {1}), a ergodicidade de A implica que, se γ ∈ Ĝ
e γ ̸≡ 1, então a coleção {Ânγ | n ∈ Z} consiste de caracteres distintos. (Aqui Â é o
automorfismo dual de A.) Portanto, se mostramos que existem infinitos conjuntos distintos
da forma {Ânγ | n ∈ Z} em Ĝ, então podemos concluir que A possui espectro de Lebesgue
enumerável. A prova deste fato pode ser encontrada na referência [6] página 54. Uma
vez estabelecido que certas transformações possuem espectro de Lebesgue enumerável, os
resultados a seguir mostram que isto é suficiente para garantir o isomorfismo espectral entre
elas.

Teorema 22. Quaisquer duas transformações inversíveis que preservam medida com espec-
tro de Lebesgue enumerável são espectralmente isomorfas.

Prova. Sejam Ti : Xi → Xi, i = 1, 2, transformações inversíveis que preservam medida nos
espaços de probabilidade (Xi,Bi, µi), ambas com espectro de Lebesgue enumerável. Pela
Definição 21, existem sequências {fj}∞

j=0 em L2(µ1) e {gj}∞
j=0 em L2(µ2), com f0 ≡ 1 e

g0 ≡ 1, tais que

{f0} ∪ {Un
T1fj | j ⩾ 1, n ∈ Z} e {g0} ∪ {Un

T2gj | j ⩾ 1, n ∈ Z}

são bases ortonormais de L2(µ1) e L2(µ2), respectivamente.
Definimos um operador W : L2(µ2) → L2(µ1) da seguinte forma. Primeiro, definimos W

nos elementos da base de L2(µ2) por

W (g0) = f0,

W (Un
T2gj) = Un

T1fj, j ⩾ 1, n ∈ Z.

Em seguida, estendemos W por linearidade ao subespaço das combinações lineares finitas
dos elementos da base. Explicitamente, para uma combinação linear finita

φ = a0g0 +
m∑
j=1

Nj∑
n=−Nj

aj,n U
n
T2gj,

definimos

W (φ) ≡ a0f0 +
m∑
j=1

Nj∑
n=−Nj

aj,n U
n
T1fj.

Esta definição é consistente: se φ = 0 em L2(µ2), então todos os coeficientes são nulos
(pois os elementos da base são linearmente independentes por serem ortonormais) e, con-
sequentemente, W (φ) = 0 em L2(µ1). Portanto W está bem definido no subespaço S2 das
combinações lineares finitas dos elementos da base de L2(µ2). Além disso, pelo Teorema de
Pitágoras,

∥φ∥2
2 = |a0|2 +

m∑
j=1

Nj∑
n=−Nj

|aj,n|2 = ∥W (φ)∥2
2, ∀φ ∈ S2.

21



Logo W |S2 é uma isometria linear. Como S2 é denso em L2(µ2) (combinações lineares
finitas de uma base ortonormal), W |S2 se estende unicamente a uma isometria linear defi-
nida em todo L2(µ2), que continuamos denotando por W . Pela identidade de polarização,
⟨Wu,Wv⟩ = ⟨u, v⟩ para todo u, v ∈ L2(µ2). Isso verifica a condição (ii) da Definição 18.

A imagem de W contém o subespaço S1 das combinações lineares finitas de {f0} ∪
{Un

T1fj}, que é denso em L2(µ1). Como W é uma isometria, sua imagem é fechada; portanto
Im(W ) = L2(µ1) e W é sobrejetiva. Toda isometria é injetiva, logo W é bijetiva, verificando
a condição (i) da Definição 18.

Resta verificar a condição (iii): WUT2 = UT1W . Como UTi
e W são operadores lineares

limitados, basta verificar a igualdade nos elementos da base de L2(µ2). Para g0, usando que
g0 ≡ 1, f0 ≡ 1 e UTi

(1) = 1,

WUT2(g0) = W (g0 ◦ T2) = W (1) = f0 = 1 = UT1(f0) = UT1W (g0).

Para j ⩾ 1 e n ∈ Z,

WUT2(Un
T2gj) = W

(
Un+1
T2 gj

)
= Un+1

T1 fj = UT1

(
Un
T1fj

)
= UT1W (Un

T2gj).

Portanto WUT2 = UT1W em uma base de L2(µ2) e, por linearidade e continuidade, em todo
o espaço.

Verificadas as três condições da Definição 18, concluímos que T1 e T2 são espectralmente
isomorfas. ■

Segue do teorema acima e da discussão anterior que quaisquer dois shifts de Bernoulli
são espectralmente isomorfos. Isso era conhecido em 1943 e somente quando a entropia foi
introduzida por A. N. Kolmogorov em 1958 foi mostrado que existem shifts de Bernoulli não
isomorfos.

Teorema 23. Se uma transformação que preserva medida T de um espaço de probabilidade
(X,B, µ) tem espectro de Lebesgue enumerável, então ela é fortemente misturadora.

Prova. Seja {f0} ∪ {Un
T fj | j ⩾ 1, n ∈ Z} uma base de L2(µ) onde f0 ≡ 1. Então, para

quaisquer par de índices j, q ⩾ 0,

lim
p→∞

⟨Up
T ◦ Un

T fj, U
k
Tfq⟩ = ⟨Un

T fj, 1⟩⟨1, Uk
Tfq⟩

para todo k, n ∈ Z, já que ambos os lados são zero a menos que j = q = 0 e, nesse último
caso, ambos os lados são iguais a um.

Fixe k e q e considere

Hk,q =
{
f ∈ L2(µ) : lim

p→∞
⟨Up

Tf, U
k
Tfq⟩ = ⟨f, 1⟩⟨1, Uk

Tfq⟩
}
.

Segue de um argumento de ε/3 padrão que Hk,q é um subespaço fechado de L2(µ); além
disso, Hk,q contém a base pelo cálculo acima. Logo Hk,q = L2(µ). Fixe f ∈ L2(µ) e seja

Lf =
{
g ∈ L2(µ) : lim

p→∞
⟨Up

Tf, g⟩ = ⟨f, 1⟩⟨1, g⟩
}
.

Então Lf é um subespaço fechado de L2(µ), contém a base pelo que foi feito acima e,
portanto, é igual a L2(µ). Logo

lim
p→∞

⟨Up
Tf, g⟩ = ⟨f, 1⟩⟨1, g⟩ para todo f, g ∈ L2(µ). ■
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7. Invariantes Espectrais
Definição 24. Uma propriedade P de transformações que preservam medida é um invariante

por isomorfismo
por conjugação
espectral

se vale o seguinte: dado que T1 possui a propriedade P e T2 é
isomorfa
conjugada
espectralmente isomorfa

a T1, então T2 tem a propriedade P .

Observação. Observe que um invariante espectral é um invariante por conjugação. Todo
invariante por conjugação é um invariante por isomorfismo.

O seguinte mostra que as propriedades que consideramos até agora são invariantes es-
pectrais.

Teorema 25. As seguintes propriedades são invariantes espectrais de transformações que
preservam medida:

(1) ergodicidade,
(2) mistura fraca,
(3) mistura forte.

Prova. Seja W : L2(µ2) → L2(µ1) um operador linear inversível satisfazendo as condições
da Definição 18, isto é, W é uma isometria (⟨Wf,Wg⟩ = ⟨f, g⟩ para todo f, g ∈ L2(µ2)) e
conjuga os operadores de Koopman: UT1W = WUT2 . Suponha que T1 possua a propriedade
em questão e mostremos que T2 também a possui.

(1) Ergodicidade. Recordemos que T é ergódica se, e somente se, o subespaço das funções
T -invariantes em L2(µ),

IT ≡ {f ∈ L2(µ) : UTf = f},

tem dimensão (complexa) igual a 1.
Suponha que T1 seja ergódica, isto é, dim IT1 = 1. Queremos mostrar que dim IT2 = 1.
Primeiro, verificamos que W aplica IT2 em IT1 . De fato, se f ∈ IT2 então UT2f = f e,
usando a relação de conjugação WUT2 = UT1W ,

UT1(Wf) = W (UT2f) = Wf.

Logo Wf ∈ IT1 .
A mesma relação vale para W−1. Multiplicando WUT2 = UT1W por W−1 à esquerda e
à direita, obtemos W−1UT1 = UT2W

−1. Portanto, pelo mesmo argumento, W−1 aplica
IT1 em IT2 .
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Assim, a restrição W |IT2
: IT2 → IT1 é uma bijeção linear, cuja inversa é W−1|IT1

.
Consequentemente,

dim IT2 = dim IT1 = 1.
Concluímos que T2 é ergódica.

(2) Mistura fraca. Recordemos a caracterização: T é fracamente misturadora se, e somente
se, T é ergódica e 1 é o único autovalor do operador de Koopman UT . (Uma prova deste
fato pode ser encontrada nas notas anteriores sobre mistura fraca.)
Suponha que T1 seja fracamente misturadora. Pelo item (1), T2 é ergódica. Resta mostrar
que 1 é o único autovalor de UT2 . Seja λ ∈ C um autovalor de UT2 com autofunção
f ∈ L2(µ2), f ̸= 0, isto é, UT2f = λf . Aplicando W e usando a relação de conjugação

UT1(Wf) = W (UT2f) = λWf.

Como W é injetiva (pois é isometria), Wf ̸= 0. Logo λ é um autovalor de UT1 . Sendo
T1 fracamente misturadora, o único autovalor de UT1 é 1. Portanto λ = 1. Assim, UT2

tem 1 como único autovalor e T2 é fracamente misturadora.

(3) Mistura forte. Suponha que T1 seja fortemente misturadora. Queremos mostrar que,
para todo f, g ∈ L2(µ2),

lim
n→∞

⟨Un
T2f, g⟩ = ⟨f, 1⟩⟨1, g⟩. (3)

Para facilitar a argumentação vamos mostrar que é possível provar (3) mostrando a
validade da igualdade apenas para o caso em que f e g possuem média zero.
Para isto consideramos a decomposição L2(µ2) = span(1) ⊕ span(1)⊥ e escrevemos f e
g em termos de suas projeções sobre estes subespaços como segue

f = ⟨f, 1⟩ · 1 + f0, g = ⟨g, 1⟩ · 1 + g0. (4)

Observe que ⟨f0, 1⟩ = 0 = ⟨g0, 1⟩. Usando a decomposição acima, a sesquilinearidade do
produto interno e a T2-invariância de µ2 (donde UT21 = 1), temos

⟨Un
T2f, g⟩ =

〈
Un
T2(⟨f, 1⟩ · 1 + f0), (⟨g, 1⟩ · 1 + g0)

〉
=
〈
⟨f, 1⟩Un

T2(1) + Un
T2(f0) , (⟨g, 1⟩ · 1 + g0)

〉
=
〈
⟨f, 1⟩ · 1 + Un

T2(f0) , (⟨g, 1⟩ · 1 + g0)
〉

= ⟨f, 1⟩⟨g, 1⟩⟨1, 1⟩ + ⟨f, 1⟩⟨1, g0⟩ + ⟨g, 1⟩⟨Un
T2f0, 1⟩ + ⟨Un

T2f0, g0⟩

= ⟨f, 1⟩⟨1, g⟩ + ⟨Un
T2f0, g0⟩, (5)

onde usamos que µ2 é T2-invariante e portanto

⟨Un
T2f0, 1⟩ =

∫
X2
f0 ◦ T n2 dµ2 =

∫
X2
f0 dµ2 = ⟨f0, 1⟩ = 0.
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Logo segue de (5) que para verificar (3) basta mostrar que

lim
n→∞

⟨Un
T2f0, g0⟩ = 0

sempre que ⟨f0, 1⟩ = 0 = ⟨g0, 1⟩.

Observe que W envia o subespaço das constantes de L2(µ2) no subespaço das constantes
de L2(µ1). De fato, se c ∈ C é constante, então UT2(c · 1) = c · 1. Logo

UT1(W (c · 1)) = W (UT2(c · 1)) = W (c · 1),

isto é, W (c ·1) ∈ IT1 . Como T1 é fortemente misturadora T1 é ergódica e portanto IT1 é
gerado por 1. Assim W (c · 1) é uma função constante. Além disso, ∥W (1)∥2 = ∥1∥2 = 1,
logo W (1) = eiθ · 1 para algum θ ∈ R. Consequentemente, se ⟨f, 1⟩ = 0, então

0 = ⟨f, 1⟩ = ⟨Wf,W1⟩ = e−iθ⟨Wf, 1⟩,

donde ⟨Wf, 1⟩ = 0. Analogamente, ⟨1,Wg⟩ = 0 quando ⟨1, g⟩ = 0.

Para finalizar a prova, tome f, g ∈ L2(µ2) e considere a decomposição de cada uma
destas funções como em (4). Logo ⟨f0, 1⟩ = 0 = ⟨g0, 1⟩. Usando que W é isometria que
conjuga os operadores de Koopman, temos:

⟨Un
T2f0, g0⟩ = ⟨WUn

T2f0,Wg0⟩ = ⟨Un
T1(Wf0),Wg0⟩.

Pela observação acima, ⟨Wf0, 1⟩ = 0 = ⟨1,Wg0⟩. Como T1 é fortemente misturadora,

lim
n→∞

⟨Un
T1(Wf0),Wg0⟩ = ⟨Wf0, 1⟩⟨1,Wg0⟩ = 0.

Portanto,
lim
n→∞

⟨Un
T2f0, g0⟩ = 0,

o que pela observação acima permite concluir que T2 é fortemente misturadora. ■

Este teorema nos permite exibir facilmente transformações que não são espectralmente
isomorfas. Por exemplo, uma transformação não ergódica (como uma rotação de S1 por
uma raiz da unidade) não pode ser espectralmente isomorfa a uma transformação ergódica
(como, por exemplo, uma rotação de S1 por um elemento que não é raiz da unidade). Além
disso, uma rotação de um grupo compacto, que não é fracamente misturadora, não pode ser
espectralmente isomorfa a um automorfismo ergódico de um grupo compacto, porque tais
automorfismos são fracamente misturadores.

8. Transformações que Preservam Medida
com Espectro Discreto

Vimos que os invariantes espectrais permitem distinguir certas classes de transformações,
por exemplo, transformações ergódicas de não-ergódicas, ou fracamente misturadoras de
rotações. No entanto, em geral, o isomorfismo espectral é estritamente mais fraco que a
conjugação. Nesta seção estudamos uma classe para a qual esta lacuna desaparece: as
transformações ergódicas com espectro discreto. Para esta classe, o isomorfismo espectral
implica conjugação e o problema de classificação está completamente resolvido.
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Definição 26. Seja T uma transformação que preserva medida do espaço de probabilidade
(X,B, µ), e seja UT : L2(µ) → L2(µ) o operador de Koopman associado a T . Os autovalores
e autofunções de UT são chamados de autovalores e autofunções de T . Assim, um número
complexo λ é chamado de autovalor de T se existe f ∈ L2(µ) \ {0}, satisfazendo UTf = λf .
A função f é chamada de autofunção de T correspondente ao autovalor λ.

As principais propriedades são as seguintes.

Teorema 27. Seja T uma transformação que preserva medida de um espaço de probabilidade
(X,B, µ) e suponha que T seja ergódica. Então as seguintes afirmações são verdadeiras.

(1) Se UTf = λf , para alguma f ∈ L2(µ) \ {0}, então |λ| = 1 e |f | é constante µ-qtp.
(2) Autofunções correspondentes a autovalores distintos são ortogonais.
(3) Se f e g são ambas autofunções correspondentes ao autovalor λ, então f = cg µ-qtp.

para alguma constante c.
(4) Os autovalores de T formam um subgrupo do círculo unitário S1.

Prova.

(1) Temos ∥UTf∥ = |λ|∥f∥, logo ∥f∥ = |λ|∥f∥. Como ∥f∥ ̸= 0, temos |λ| = 1. Então temos
|f ◦ T | ≡ |UTf | = |λ||f | = |f | e, por ergodicidade, |f | é constante µ-qtp.

(2) Suponha λ ̸= η, UTf = λf , UTg = ηg. Então

⟨f, g⟩ = ⟨UTf, UTg⟩ = ⟨λf, ηg⟩ = λη⟨f, g⟩.

Portanto, se λη ̸= 1, então ⟨f, g⟩ = 0.

(3) Como g não é o elemento nulo de L2(µ) e |g| é constante µ-qtp. por (1), temos g(x) ̸= 0
µ-qtp. Então f/g é uma função invariante para T e, portanto, constante µ-qtp.

(4) Se λ, η são ambos autovalores de T , então existem f, g ∈ L2(µ) \ {0} tais que f ◦T = λf
e g ◦ T = ηg. Tomando conjugados complexos, temos g ◦ T = ηg e, portanto, (fg) ◦ T =
(λη)(fg). Logo λη−1 = λη é um autovalor de T e consequentemente os autovalores de
T formam um subgrupo de S1.

■

Observações. Note que (2) e (3) dizem que os autoespaços são unidimensionais e mutua-
mente ortogonais. Como os autoespaços são ortogonais, sabemos que se L2(µ) é separável
então o grupo de autovalores de T é enumerável.

É claro que se T1 é espectralmente isomorfa a T2, então T1 e T2 têm os mesmos autovalores.

Definição 28. Uma transformação ergódica que preserva medida T em um espaço de pro-
babilidade (X,B, µ) tem espectro discreto (espectro puramente pontual) se existe uma base
ortonormal para L2(µ) que consiste de autofunções de T .

Observação. Se T tem espectro discreto, então o operador de Koopman UT : L2(µ) → L2(µ)
é claramente sobrejetivo, de modo que T̃−1B̃ = B̃ (Teorema 17). Portanto, se (X,B, µ) é
um espaço de Lebesgue ou provém de um espaço métrico, completo e separável, então T é
inversível (mod 0).

Precisaremos dos seguintes resultados para a demonstração do teorema principal desta
seção.
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Lema 29. Seja (X,B, µ) um espaço de probabilidade. Seja h ∈ L2(µ). Então h é essen-
cialmente limitada (isto é, existe c ∈ R tal que µ({x | |h(x)| > c}) = 0) se, e somente se,
h · f ∈ L2(µ) para toda f ∈ L2(µ).

Prova. Se h é essencialmente limitada, existe M > 0 tal que |h(x)| ⩽M para µ-qtp x ∈ X.
Dada f ∈ L2(µ),

∥h · f∥2
2 =

∫
X

|hf |2 dµ ⩽M2
∫
X

|f |2 dµ = M2∥f∥2
2 < ∞,

e portanto h · f ∈ L2(µ).
Reciprocamente, suponha que hf ∈ L2(µ) para toda f ∈ L2(µ). Para cada n ∈ N, n ⩾ 1,

defina

Xn ≡
{
x ∈ X | n− 1 ⩽ |h(x)| < n

}
.

A coleção {Xn}n∈N é uma partição mensurável de X. Considere a função f : X → C dada
por

f(x) ≡
∞∑
n=1

1
n
√
µ(Xn)

χXn(x),

onde o n-ésimo termo é omitido sempre que µ(Xn) = 0. Então

∥f∥2
2 =

∞∑
n=1

1
n2 < ∞,

logo f ∈ L2(µ). Por outro lado, usando que X = ∪n∈NXn e a cota inferior para a função h
em cada Xn, temos a seguinte desigualdade

∥hf∥2
2 =

∞∑
n=1

∫
Xn

|h|2|f |2 dµ ⩾
∑
n∈F

(
n− 1
n

)2
,

onde F ≡ {n ∈ N : µ(Xn) ̸= 0}. Como, por hipótese, hf ∈ L2(µ), o lado esquerdo é finito.
Cada termo (n − 1)2/n2 converge para 1, quando n → ∞, de modo que a convergência da
série força F a ser finito. Consequentemente,

µ

( ⋃
n>maxF

Xn

)
= 0.

Logo |h(x)| < max(F ) µ-qtp, ou seja, h é essencialmente limitada. ■

O seguinte resultado abstrato de teoria de grupos é necessário.

Lema 30. Seja H um grupo abeliano e K ⊆ H um subgrupo divisível de H (isto é, para
todo k ∈ K e para todo n > 0, existe a ∈ K tal que an = k). Então existe um homomorfismo
ϕ : H → K tal que ϕ|K = identidade (ou seja, existe uma retração de H sobre K).
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Prova. Seja R o conjunto de todos os pares (M,ϕ) onde M é um subgrupo satisfazendo

K ⊆ M ⊆ H

e ϕ : M → K é um homomorfismo tal que ϕ|K = identidade. Sabemos que R é não vazio,
pois (K, idK) ∈ R. Ordenamos R por extensão, i.e., (M1, ϕ1) < (M2, ϕ2) se M1 ⊂ M2 e
ϕ2|M1 = ϕ1. É claro que esta relação de ordem é uma relação de ordem parcial.

Afirmamos que todo subconjunto totalmente ordenado de R possui uma cota superior.
De fato, seja C um subconjunto totalmente ordenado de R. Defina

M̃ ≡
⋃

(M,ϕ)∈C

M.

Como C é uma cadeia, segue imediatamente que M̃ é um subgrupo de H. Além do mais,
a aplicação ϕ̃ : M̃ → K definida por ϕ̃(x) ≡ ϕ(x), onde x ∈ M e (M,ϕ) ∈ C , está bem
definida. De fato, suponha que x ∈ M1 ∩ M2 com (M1, ϕ1), (M2, ϕ2) ∈ C . Já que C
é totalmente ordenado, podemos assumir que (M1, ϕ1) ⩽ (M2, ϕ2). Logo, ϕ2|M1 = ϕ1 e,
portanto, ϕ1(x) = ϕ2(x).

É imediato verificar que ϕ̃ é um homomorfismo e que ϕ̃|K = idK . Logo (M̃, ϕ̃) ∈ R e este
par é uma cota superior de C . Portanto, pelo Lema de Zorn, existe um elemento maximal,
digamos

(L, ψ) ∈ R.

Afirmamos que L = H. Suponha que não. Neste caso podemos afirmar que existe algum
g ∈ H \ L e considerar o subgrupo M gerado por g e L, isto é,

M ≡ ⟨g, L⟩.

Caso 1. Se nenhuma potência de g pertence a L, então cada elemento de M pode ser escrito
unicamente na forma gia onde a ∈ L, i ∈ Z. Definimos ξ : M → K por ξ(gia) = ψ(a).
Podemos verificar facilmente que ξ é um homomorfismo e que ξ|K = idK . Portanto

(⟨L, g⟩, ξ) ∈ R,

mas isso contradiz a maximalidade de (L, ψ).
Caso 2. Seja n ∈ N o menor inteiro positivo tal que gn ∈ L. Cada elemento de M
pode ser escrito unicamente como gia, onde a ∈ L, 0 ⩽ i ⩽ n − 1. Como K é divisível,
podemos afirmar que existe g0 ∈ K tal que gn0 = ψ(gn). Então ξ(gia) = gi0ψ(a) define um
homomorfismo de M em K tal que ξ|K = idK . Mas isto, como no caso anterior, contradiz a
maximalidade de (L, ψ).

Das contradições obtidas nos dois casos, somos obrigados a concluir que L = H. O que
encerra a prova do lema. ■

O seguinte teorema, devido a Halmos e von Neumann (1942), mostra que os autovalores
determinam completamente se duas transformações com espectro discreto são conjugadas ou
não.
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Teorema 31 (Teorema do Espectro Discreto). Seja Ti uma transformação ergódica que pre-
serva medida de um espaço de probabilidade (Xi,Bi, µi) e suponha que Ti tenha espectro
discreto, i = 1, 2. As seguintes afirmações são equivalentes:

(1) T1 e T2 são espectralmente isomorfas.
(2) T1 e T2 têm os mesmos autovalores.
(3) T1 e T2 são conjugadas.

Prova. A afirmação (1) =⇒ (2) é trivial e a afirmação (3) =⇒ (1) é exatamente o conteúdo
do Teorema 19.

Vamos mostrar, agora, que (2) =⇒ (1). Seja Λ o conjunto comum de autovalores de T1
e T2 (que coincidem por hipótese). Para cada λ ∈ Λ, escolha fλ ∈ L2(µ1), gλ ∈ L2(µ2) tais
que UT1fλ = λfλ, UT2gλ = λgλ e ∥fλ∥2 = ∥gλ∥2 = 1.

Considere o operador W : L2(µ2) → L2(µ1) que é definido inicialmente por W (gλ) = fλ e
em seguida, estendido por linearidade a uma isometria definida em todo espaço gerado por
{gλ}λ∈Λ que por hipótese é precisamente igual a L2(µ2). Como Ti é ergódica, os autoespaços
associados a autovalores distintos são unidimensionais e mutuamente ortogonais (itens (3)
e (2) do Teorema 27). Combinando isso com a hipótese de espectro discreto, concluímos que
{gλ}λ∈Λ e {fλ}λ∈Λ são bases ortonormais de L2(µ2) e L2(µ1), respectivamente. Portanto W
é uma isometria bijetiva entre estes espaços. Além disso, WUT2 = UT1W . De fato, como UTi

e W são operadores lineares limitados, basta provar que esta relação é verdadeira para cada
elemento gλ da base {gλ}λ∈Λ:

WUT2gλ = λWgλ = λfλ = UT1fλ = UT1Wgλ.

Logo W é uma isometria linear inversível com WUT2 = UT1W e, portanto, T1 e T2 são
espectralmente isomorfas (Definição 18).

Vamos mostrar agora que (2) =⇒ (3). Seja Λ o grupo de autovalores de T1, que estamos
supondo ser igual ao grupo de autovalores de T2. Para cada λ ∈ Λ, escolha fλ ∈ L2(µ1) de
modo que ∥fλ∥2 = 1 e UT1fλ = λfλ. Por hipótese temos que {fλ}λ∈Λ é uma base para L2(µ1).
Também segue da hipótese, que existe uma base ortonormal {gλ}λ∈Λ de L2(µ2) satisfazendo
UT2gλ = λgλ. Pelo item (4) do Teorema 27, Λ é um subgrupo de S1, de modo que para todo
par λ, µ ∈ Λ, temos λµ ∈ Λ. Portanto fλµ está bem definida e satisfaz

UT1fλµ = λµfλµ.

Pelo item (1) do Teorema 27, |fλ| é constante µ1-qtp; combinado com ∥fλ∥2 = 1, segue que
|fλ| = 1 µ1-qtp (analogamente para fµ). Logo fλfµ ∈ L∞(µ1) ⊆ L2(µ1). Assim podemos
aplicar o operador de Koopman a este produto obtendo a seguinte igualdade

UT1(fλ · fµ) = (fλ · fµ) ◦ T1 = fλ ◦ T1 · fµ ◦ T1 = (λµ)(fλ · fµ).

Pelo item (3) do Teorema 27, existe uma constante complexa r(λ, µ) tal que fλfµ = r(λ, µ)fλµ
µ1-qtp. Como |fλfµ| = |fλµ| = 1 µ1-qtp, concluímos que |r(λ, µ)| = 1, isto é, r(λ, µ) ∈ S1.
Usaremos o Lema 30 para mostrar que podemos supor que r(λ, µ) = 1.

Seja H a coleção das classes de equivalência de funções mensuráveis de X1 para S1 que são
iguais µ1-qtp, equipada com a multiplicação pontual. H é um grupo abeliano. Identificando
cada c ∈ S1 com a classe da função constante x 7→ c, temos S1 ↪→ H como subgrupo.
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Como todo número complexo em S1 possui pelo menos uma raiz n-ésima, para cada
n ⩾ 1, podemos afirmar que S1 é um subgrupo divisível de H. Já que H é abeliano segue do
Lema 30 que existe um homomorfismo ϕ : H → S1 tal que ϕ|S1 = idS1 . Cada auto função fλ
do operador de Koopman satisfaz |fλ| = 1 µ1-qtp. Logo podemos pensar em fλ : X1 → S1 e
identificar esta autofunção com um elemento em H. Seja f ∗

λ = ϕ(fλ)fλ. Então ∥f ∗
λ∥2 = 1,

UT1f
∗
λ = λf ∗

λ e {f ∗
λ}λ∈Λ é uma base para L2(µ1). Além disso,

f ∗
λf

∗
µ = ϕ(fλ)ϕ(fµ)fλfµ = ϕ(fλfµ)fλfµ

= ϕ(r(λ, µ))ϕ(fλµ)r(λ, µ)fλµ
= r(λ, µ)ϕ(fλµ)r(λ, µ)fλµ
= f ∗

λµ.

Assim, sem perda de generalidade, podemos supor que fλfµ = fλµ. Analogamente, podemos
também supor que gλgµ = gλµ para todo λ, µ ∈ Λ.

Considere a aplicação linear W : L2(µ2) → L2(µ1) definida para cada elemento da base
{gλ}λ∈Λ de L2(µ2) por W (gλ) = fλ. Já que {fλ}λ∈Λ é uma base ortonormal de L2(µ1)
segue que o operador W é bijetivo e preserva o produto interno. Além disso, repetindo a
conta apresentada no bloco (2)=⇒(1), temos WUT2 = UT1W . Uma vez verificado que W
satisfaz as condições do Teorema 9, podemos aplicar o Teorema 20 para garantir que T1 e
T2 são conjugadas. Resta, portanto, verificar que as hipóteses do Teorema 9 são satisfeitas.
Primeiro, observe que

W (gλgµ) = W (gλµ) = fλµ = fλfµ = W (gλ)W (gµ). (6)

Próximo passo e mostrar que para cada µ ∈ Λ fixado, temos

W (h gµ) = W (h)W (gµ), ∀h ∈ L2(µ2). (7)

Fixado gµ, segue do item (1) do Teorema 27 que |gν | é constante µ2-qtp, e como ∥gν∥2 = 1
(por normalização), essa constante é 1. O mesmo raciocínio para fν fornece |fν | = 1 µ1-qtp.
Portanto, |gν | = 1 = |fν | µ2-qtp e µ1-qtp, respectivamente, para todo ν ∈ Λ. Em particular,
a multiplicação por gµ define uma isometria de L2(µ2) em L2(µ2). De fato,

∥hgµ∥2 =
∫
X2

|hgµ|2 dµ2 =
∫
X2

|h|2 dµ2 = ∥h∥2.

Analogamente, verificamos que multiplicação por W (gµ) = fµ também define uma isometria
de L2(µ1) em L2(µ1).

Pela desigualdade de Bessel, apenas uma quantidade enumerável dos coeficientes de h na
base {gλ}λ∈Λ são não-nulos. Desta forma se {sn}n∈N denota a sequência de somas parciais
da expansão de Fourier de h, temos que sn → h, quando n → ∞, em L2(µ2). Para cada
n ∈ N, seja Λn ⊆ Λ o subconjunto finito satisfazendo

sn =
∑
λ∈Λn

cλgλ.

Note que segue da linearidade de W e da identidade (6) a validade das seguintes igual-
dades

W (sn gµ) =
∑
λ∈Λn

cλW (gλgµ) =
∑
λ∈Λn

cλW (gλ)W (gµ) = W (sn)W (gµ).
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Como sn → h em L2(µ2) e a multiplicação por gµ é uma isometria, sngµ → hgµ em L2(µ2).
Logo, segue da continuidade de W que W (sngµ) → W (hgµ) em L2(µ1). Analogamente,
temos que W (sn) → W (h) em L2(µ1) e que a multiplicação por W (gµ) é isometria, portanto
podemos concluir que W (sn)W (gµ) → W (h)W (gµ) em L2(µ1). Juntando as observações
acima e usando a unicidade do limite concluímos que

W (h gµ) = W (h)W (gµ), ∀h ∈ L2(µ2), ∀µ ∈ Λ.

Da linearidade de W e da igualdade acima concluímos imediatamente que

W (h kn) = W (h)W (kn), ∀h ∈ L2(µ2) e kn =
n∑
j=1

dµj
gµj
. (8)

Para finalizar a prova do teorema basta verificar as condições (c) e (b) do Teorema 9
são válidas. Vamos começar mostrando que se k ∈ L2(µ2) uma função limitada, então
W (k) ∈ L2(µ1) é uma função limitada. Para provar este fato vamos usar o Lema 29 que
garante que W (k) é limitada se W (k) f ∈ L2(µ1), para toda f ∈ L2(µ1).
Passo 1. Primeiro, vamos mostrar que se k ∈ L2(µ2) é uma função limitada, então temos
W (ak) = W (a)W (k), para toda a ∈ span{gµ}µ∈Λ. Ou seja,

W (ak) = W (a)W (k), ∀k ∈ L∞(µ2) e a ∈ span{gµ}µ∈Λ (9)

Como a é uma combinação linear finita de gµ’s e |gµ| = 1 µ2-qtp, então a função a é
essencialmente limitada. Tome uma sequência {kn}n∈N ⊆ span{gµ} tal que kn → k em L2(µ2)
(as somas parciais da expansão de Fourier de k servem). Pelo resultado estabelecido em (8)
temos W (akn) = W (a)W (kn), para todo n ∈ N. Como a é limitada, akn → ak em L2(µ2)
e, pela continuidade de W , W (akn) → W (ak) em L2(µ1). Por outro lado, W (a) é limitada
(combinação finita dos fµ, com |fµ| = 1 µ1-qtp) e W (kn) → W (k) em L2(µ1). Portanto
W (a)W (kn) → W (a)W (k) em L2(µ1). Pela unicidade do limite, W (ak) = W (a)W (k).
Passo 2. Agora, vamos mostrar que se k ∈ L2(µ2) é uma função limitada, então temos
W (hk) = W (h)W (k), para todo h ∈ L2(µ2). Equivalentemente,

W (hk) = W (h)W (k), ∀k ∈ L∞(µ2) e ∀h ∈ L2(µ2). (10)

Fixe f ∈ L2(µ1) e seja h ≡ W−1(f) ∈ L2(µ2). Tome uma sequência {an}n∈N ⊆ span{gµ}
tal que an → h em L2(µ2). Como k é limitada, ank → hk em L2(µ2), logo W (ank) → W (hk)
em L2(µ1). Como em um espaço de probabilidade, ∥ · ∥1 ⩽ ∥ · ∥2, podemos concluir que

∥W (ank) −W (hk)∥1 ⩽ ∥W (ank) −W (hk)∥2
n→∞−−−−→ 0. (11)

Por (9) temos, W (ank) = W (an)W (k). Pelo fato deW ser um isometria podemos afirmar que
W (an) → W (h) = f em L2(µ1) e também que W (k) ∈ L2(µ1). Já que f ≡ W (h) ∈ L2(µ1)
e W (k) ∈ L2(µ1), então segue da Desigualdade de Cauchy-Schwarz que fW (k) ∈ L1(µ1).
Aplicando novamente Cauchy–Schwarz, obtemos

∥W (ank) −W (h)W (k)∥1 = ∥W (an)W (k) − fW (k)∥1 ⩽ ∥W (an) − f∥2 ∥W (k)∥2 −→ 0,

ou seja, W (ank) → fW (k) em L1(µ1). Como mostramos em (11) que W (ank) → W (hk) em
L1(µ1), segue da unicidade do limite em L1(µ1) que W (hk) = fW (k) = W (h)W (k) µ1-qtp.
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Além do mais, já que o produto hk ∈ L2(µ2), temos W (hk) ∈ L2(µ1), logo fW (k) ∈ L2(µ1).
Lembrando que f ∈ L2(µ1) era arbitrária, o Lema 29 garante que W (k) é essencialmente
limitada. Isto prova que W leva funções limitadas em funções limitadas (metade da con-
dição (b)) e que W (hk) = W (h)W (k) para todo h ∈ L2(µ2) e toda k ∈ L2(µ2) limitada
(condição (c)).

Resta verificar a outra metade da condição (b), isto é, que W−1 leva funções limitadas
em funções limitadas. Mas W−1 : L2(µ1) → L2(µ2) é definida por W−1(fλ) = gλ e satisfaz
simetricamente W−1(fλfµ) = W−1(fλ)W−1(fµ). Repetindo o argumento das três etapas,
descritas acima, com os papéis de T1 e T2 trocados, verificamos que W−1 também leva funções
limitadas em funções limitadas. Isto conclui a verificação das hipóteses do Teorema 9 e, pelo
Teorema 20, T1 e T2 são conjugadas. ■

Corolário 32. Se T é uma transformação ergódica inversível que preserva medida de um
espaço de probabilidade (X,B, µ), com espectro discreto, então T e T−1 são conjugadas.

Prova. Como T é inversível e preserva medida, T−1 também preserva medida e é ergódica.
Seja {fλ}λ∈Λ uma base ortonormal de L2(µ) formada por autofunções de T , com UTfλ = λfλ.
Substituindo x por T−1(x) em fλ(Tx) = λfλ(x) (válido µ-qtp), obtemos fλ(x) = λ fλ(T−1x)
µ-qtp, ou seja, UT−1fλ = λ−1fλ. Portanto {fλ}λ∈Λ também é uma base ortonormal de
autofunções para T−1; em particular, T−1 tem espectro discreto e seu grupo de autovalores
é Λ−1 ≡ {λ−1 : λ ∈ Λ}. Pelo item (4) do Teorema 27, Λ é um subgrupo de S1, logo Λ−1 = Λ.
Assim T e T−1 têm os mesmos autovalores e ambas são ergódicas com espectro discreto;
portanto, o Teorema 31 (itens (2) e (3)) garante que são conjugadas. ■

Corolário 33. Seja Ti uma transformação ergódica que preserva medida de um espaço
de probabilidade (Xi,Bi, µi) e suponha que Ti tenha espectro discreto, i = 1, 2. Se cada
(Xi,Bi, µi) é um espaço de Lebesgue ou um espaço métrico completo e separável com Bi

sendo a σ-álgebra de Borel, então as seguintes afirmações são equivalentes:
(1) T1 e T2 são espectralmente isomorfas.
(2) T1 e T2 têm os mesmos autovalores.
(3) T1 e T2 são conjugadas.
(4) T1 e T2 são isomorfas (no sentido da Definição 10).

Prova. As equivalências (1)⇐⇒(2)⇐⇒(3) são exatamente o Teorema 31. A implicação
(4)=⇒(3) vale sem hipóteses adicionais (Teorema 12). A recíproca (3)=⇒(4) segue do Teo-
rema 13, que exige justamente as hipóteses de espaço enunciadas. ■

9. Rotações em Grupos
Discutimos agora uma classe de exemplos de transformações ergódicas que preservam medida
com espectro discreto.

Seja T : S1 → S1 definida por T (z) = az, onde a não é uma raiz da unidade. Sabemos
que T é ergódica. Seja fn : S1 → C definida por fn(z) = zn, onde n ∈ Z. Então

fn(Tz) = fn(az) = anzn = anfn(z).

Assim, fn é uma autofunção com autovalor an. Como as {fn} formam uma base para L2(S1),
vemos que T é ergódica e tem espectro discreto.

32



Essas ideias se estendem a rotações ergódicas em qualquer grupo abeliano compacto.
Lembre que Ĝ denota o grupo de caracteres de um grupo abeliano compacto G e que sempre
usamos a medida de Haar normalizada, µ, em tal grupo G se nenhuma outra medida for
mencionada. Se G não é metrizável, então Ĝ não é enumerável.

Teorema 34. Seja T , dada por T (g) = ag, uma rotação ergódica de um grupo abeliano
compacto G. Então T tem espectro discreto. Além do mais, toda autofunção de T é um
múltiplo constante de um caractere, e os autovalores de T são {γ(a) : γ ∈ Ĝ}.

Prova. Os caracteres Ĝ formam uma base ortonormal de L2(µ), onde µ é a medida de Haar
de G. Para cada γ ∈ Ĝ, calculamos

γ(Tg) = γ(ag) = γ(a)γ(g), ∀g ∈ G.

Portanto UTγ = γ(a)γ, ou seja, cada caractere γ é uma autofunção de UT com autovalor
γ(a). Como Ĝ é uma base ortonormal de L2(µ), concluímos pela Definição 28 que T tem
espectro discreto.

Seja Λ ≡ {γ(a) : γ ∈ Ĝ} o conjunto desses autovalores. Vamos mostrar que não existem
outros. Suponha, por absurdo, que λ /∈ Λ seja um autovalor de UT com autofunção f ∈
L2(µ)\{0}. Pelo item (2) do Teorema 27, autofunções associadas a autovalores distintos são
ortogonais. Como cada γ ∈ Ĝ é autofunção com autovalor γ(a) ̸= λ, temos ⟨f, γ⟩ = 0 para
todo γ ∈ Ĝ. Mas Ĝ é uma base ortonormal; a única função ortogonal a todos os elementos de
uma base ortonormal é a função nula. Logo f = 0 em L2(µ), contradizendo f ̸= 0. Portanto
Λ é exatamente o conjunto de todos os autovalores de T .

Finalmente, pelo item (3) do Teorema 27, cada autoespaço de UT tem dimensão 1. Assim,
para cada γ(a) ∈ Λ, o autoespaço correspondente é gerado por γ, e toda autofunção de T é
um múltiplo constante de algum caractere. ■

Acontece que tais rotações são os exemplos canônicos de transformações que preservam
medida com espectro discreto.

Teorema 35 (Teorema de Representação). Uma transformação ergódica que preserva me-
dida T com espectro discreto em um espaço de probabilidade (X,B, µ) é conjugada a uma
rotação ergódica em algum grupo abeliano compacto. O grupo será metrizável se, e somente
se, (X,B, µ) tem base enumerável.

Prova. Seja Λ o grupo de todos os autovalores de T munido da topologia discreta. Note
que Λ é um subgrupo algébrico de S1 (convém observar que se L2(µ) é separável, então Λ é
enumerável).

Seja G ≡ Λ̂, o grupo de caracteres de Λ. Então G é compacto e abeliano. Pelo teorema
da dualidade de Pontryagin (Seção A; veja também [10, § 0.7]),

Ĝ = ̂̂Λ
identifica-se canonicamente com Λ. Para cada λ ∈ Λ, denotaremos por χλ seu correspondente
em Ĝ, que é definido por χλ(g) = g(λ), para todo g ∈ G = Λ̂.

A aplicação φ : Λ → S1 dada por φ(λ) = λ define um homomorfismo do grupo discreto Λ
em S1 e, portanto, pertence a Λ̂ = G. Observe que esta aplicação satisfaz χλ(φ) = φ(λ) = λ,
para todo λ ∈ Λ.
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Nosso próximo passo é construir a rotação. Defina S : G → G por S(g) = φg. Ou seja,

S : G → G

g 7−→ φg

λ 7−→ φ(λ)g(λ).

O objetivo é mostrar que a ação de S em (G,B(G), ν) é ergódica, onde ν é a medida de
probabilidade de Haar sobre G, e que S tem espectro discreto e seus autovalores coincidem
com os de T .

A seguir, mostramos a ergodicidade de S. Seja ν a medida de Haar em G e suponha que
f ∈ L2(ν) seja uma função S-invariante, isto é, f ◦ S = f . Pelo Teorema de Peter–Weyl
(Seção A), os caracteres {χλ}λ∈Λ formam uma base ortonormal de L2(ν). Portanto f admite
uma expansão em série de Fourier da forma

f =
∑
j

bjχλj
, λj ∈ Λ.

Da igualdade f = f ◦ S, concluímos que∑
j

bjχλj
(g) =

∑
j

bjχλj
(φg) =

∑
j

bjχλj
(φ)χλj

(g).

Da unicidade dos coeficientes da série de Fourier, concluímos que bjχλj
(φ) = bj para cada

j. Como χλj
(φ) = λj, obtemos bjλj = bj. Se bj ̸= 0, então λj = 1, de modo que χλj

= χ1
e χ1 ≡ 1, já que χ1(g) = g(1) = 1, para todo g ∈ G. Logo o único coeficiente não-nulo é o
coeficiente associado ao caráter trivial e portanto, o único termo não-nulo na série de Fourier
é o termo constante e, assim, f é constante ν-qtp. Logo S é ergódica e, pelo Teorema 34,
tem espectro discreto.

Para identificar os autovalores de S, usamos o fato provado acima sobre a ergodicidade
de S e o Teorema 34. Este teorema afirma que o grupo de autovalores de S é dado por

{γ(φ) : γ ∈ Ĝ} = {χλ(φ) : λ ∈ Λ} = {φ(λ) : λ ∈ Λ} = {λ : λ ∈ Λ} = Λ,

onde a primeira igualdade usa a identificação Ĝ ∼= Λ, fornecida pelo teorema da dualidade
de Pontryagin. Portanto, S e T têm os mesmos autovalores e ambas têm espectro discreto.
Pelo Teorema 31, elas são conjugadas.

Para finalizar a prova, lembramos que um grupo compacto G é metrizável se, e somente
se, Λ = Ĝ é enumerável (Seção A). Por sua vez, Λ é enumerável se, e somente se, L2(µ) é se-
parável. Além do mais, L2(µ) é separável se, e somente se, (X,B, µ) possui base enumerável,
veja (Proposição 5 de [3]). ■

Teorema 36 (Teorema de Existência). Todo subgrupo Λ de S1 é o grupo de autovalores de
alguma transformação ergódica que preserva medida com espectro discreto.

Prova. Para provar a existência de tal transformação podemos usar a rotação S : G → G,
construída na demonstração do Teorema 35. Nesta construção o espaço G ≡ Λ̂ é o grupo de
caracteres de Λ. A transformação S age ergodicamente sobre (G,B(G), ν), onde ν é a medida
de probabilidade de Haar sobre o grupo compactoG. Além do mais, a transformação S possui
espectro discreto e o mais importante, os autovalores de S são exatamente os elementos do
conjunto Λ. ■
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O problema de conjugação para transformações ergódicas que preservam medida com
espectro discreto está completamente resolvido. Temos alguns invariantes muito simples, a
saber, os autovalores, que determinam quando duas dessas transformações são conjugadas.
Cada classe de conjugação de transformações ergódicas que preservam medida com espectro
discreto é caracterizada por um subgrupo de S1, e cada subgrupo de S1 corresponde a uma
classe de conjugação. Assim, para esta classe de transformações, obtemos uma solução muito
satisfatória para o problema de conjugação. Além disso, existem alguns exemplos simples, a
saber, rotações em grupos, tais que toda transformação ergódica que preserva medida com
espectro discreto é conjugada a um desses exemplos.

Uma extensão desses resultados a uma classe mais ampla de transformações foi realizada
por Abramov [1], Hoare e Parry [7] e Hahn e Parry [4, 5]. Esta classe é a coleção de todas as
transformações com espectro quase-discreto. O invariante não é apenas um grupo, mas uma
sequência de grupos conectados por homomorfismos. Os exemplos canônicos nesta classe são
certas transformações afins de grupos abelianos compactos.

10. Exemplos e Comentários Finais
O Teorema de Representação associa a cada transformação ergódica com espectro discreto
um grupo compacto G e uma rotação sobre G. Quando G é metrizável, o espaço de pro-
babilidade subjacente é um espaço de Lebesgue. De fato, para espaços de Lebesgue, L2(µ)
é separável e portanto qualquer base ortonormal deste espaço é formada por uma quanti-
dade no máximo enumerável de vetores. Consequentemente, o conjunto de autovalores de
qualquer sistema dinâmico ergódico T sobre um espaço de Lebesgue é também no máximo
enumerável.

Vamos ver a seguir que, abandonando a hipótese de o espaço de probabilidade ser um
espaço de Lebesgue, é possível construir um sistema ergódico cujo espectro é um subgrupo
não enumerável de S1.

A construção parte de uma base de Hamel de R sobre Q e usa a identificação S1 ∼= R/Z,
obtida via a aplicação t 7−→ exp(2πit).

Proposição 37. Existe um subgrupo Λ ⊆ S1 que é próprio, denso e não enumerável.

Prova. Seja B uma base de Hamel de R sobre Q com 1 ∈ B (cuja existência depende do
Axioma da Escolha). Fixe um subconjunto não enumerável S ⊊ B \ {1} e defina

GS ≡ spanQ

(
{1} ∪ S

)
⩽ R.

Como Z ⊆ GS, o quociente Λ ≡ GS/Z é um subgrupo de R/Z ∼= S1. Por construção, Λ é não
enumerável. É próprio pois S é um subconjunto próprio de B \ {1} e, por ser um Q-espaço
vetorial não trivial, GS é denso em R, logo Λ é denso em S1. ■

Observação 38. Nenhum subgrupo denso de S1 é fechado (exceto o próprio S1). Em
particular, Λ não é fechado, em consonância com a classificação dos subgrupos fechados de
S1: estes são exatamente os grupos cíclicos finitos Z/nZ e o grupo todo.
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Exemplo 39. Este exemplo foi apresentado ao autor pelo professor Theo Zapata. Neste
exemplo vamos olhar para S1 como o grupo quociente S1 ≡ R/Z. Vamos denotar por
π : R → S1 a projeção canônica. Para cada subconjunto infinito S ⊆ N, defina

xS ≡
∑
n∈S

10−n!. (12)

Seja H o subgrupo aditivo de R gerado por todos os xS’s , com S percorrendo todos os
subconjuntos infinitos de N. Em outras palavras,

H ≡
{ k∑
i=1

ci xSi
: k ∈ N, ci ∈ Z, Si ⊆ N e #Si = ∞

}
. (13)

1. H é não-enumerável.
Antes de tudo, observemos que, se S ̸= S ′, então xS ̸= xS′ . De fato, seja

m ≡ min(S△S ′).

Suponhamos, por exemplo, que m ∈ S \ S ′. Então

xS − xS′ = 10−m! +
∑
n>m
n∈S

10−n! −
∑
n>m
n∈S′

10−n!.

Logo

xS − xS′ ⩾ 10−m! −
+∞∑

n=m+1
10−n!.

Como
+∞∑

n=m+1
10−n! ⩽

+∞∑
r=(m+1)!

10−r = 10−(m+1)!

1 − 10−1 = 10
9 10−(m+1)!,

obtemos
+∞∑

n=m+1
10−n! < 10−m!.

Portanto xS − xS′ > 0. O caso m ∈ S ′ \ S é análogo e fornece xS − xS′ < 0. Assim,
xS ̸= xS′ .
Como existem 2ℵ0 subconjuntos infinitos de N, os números xS fornecem 2ℵ0 elementos
distintos de H. Logo |H| ⩾ 2ℵ0 . Por outro lado, como H ⊆ R, temos

|H| ⩽ |R| = 2ℵ0 =⇒ |H| = 2ℵ0 .

2. As imagens π(xS) são todas distintas. Defina

ρ ≡
+∞∑
n=1

10−n!.

Comparando a série acima com uma série geométrica obtemos a seguinte estimativa

ρ =
+∞∑
n=1

10−n! ⩽
+∞∑
n=1

10−n = 1
9 < 1.

Assim, para todo subconjunto infinito S ⊆ N, 0 < xS ⩽ ρ < 1. Se S ̸= S ′, então, pelo
item anterior, xS −xS′ ̸= 0. Além do mais, |xS −xS′| < 1. Portanto xS −xS′ /∈ Z. Isso
implica π(xS) ̸= π(xS′). Consequentemente, Λ ≡ π(H) contém 2ℵ0 elementos distintos.
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3. Λ ≡ π(H) é um subgrupo próprio de S1.
Como π : R → R/Z é um homomorfismo de grupos e H é um subgrupo de R, segue
imediatamente que Λ é um subgrupo de S1.
Vamos mostrar agora que esse subgrupo é próprio. Mais precisamente, mostraremos
que

π(1/3) /∈ Λ, ⇐⇒ 1
3 /∈ H + Z.

Seja h ∈ H. Então existem k ∈ N, coeficientes c1, . . . , ck ∈ Z e subconjuntos infinitos
S1, . . . , Sk ⊆ N tais que

h =
k∑
i=1

cixSi
.

Escrevendo cada xSi
pela série que o define, obtemos

h =
+∞∑
n=1

an 10−n!, onde an ≡
k∑
i=1

ci1Si
(n).

Em particular, os coeficientes an são inteiros e satisfazem a cota uniforme

|an| ⩽ C, C ≡
k∑
i=1

|ci|.

Para cada m ∈ N, escreva

h =
m∑
n=1

an 10−n! +Rm, onde Rm ≡
+∞∑

n=m+1
an 10−n!.

Como 10m!−n! é inteiro para n ⩽ m, temos
m∑
n=1

an 10−n! = Pm
10m!

para algum Pm ∈ Z. Além disso,

|Rm| ⩽ C
+∞∑

n=m+1
10−n! ⩽

10C
9 10−(m+1)!.

Suponhamos, por contradição, que 1/3 ∈ H + Z. Então existem h ∈ H e ℓ ∈ Z tais
que

1
3 = h+ ℓ.

Logo, para todo m ∈ N,
1
3 = ℓ+ Pm

10m! +Rm.

Portanto ∣∣∣∣∣13 − ℓ 10m! + Pm
10m!

∣∣∣∣∣ = |Rm|.
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Por outro lado, como 3 ∤ 10m!, para todo inteiro Q ∈ Z, temos∣∣∣∣13 − Q

10m!

∣∣∣∣ = |10m! − 3Q|
3 · 10m! ⩾

1
3 · 10m! ,

pois 10m! − 3Q é um inteiro não nulo. Usando esta observação com Q = ℓ 10m! + Pm e
a identidade anterior obtemos

|Rm| ⩾ 1
3 · 10m! .

Mas, pela estimativa anterior,

|Rm| ⩽ 10C
9 10−(m+1)!.

Portanto,
1

3 · 10m! ⩽
10C

9 10−(m+1)!.

Essa desigualdade é impossível para m suficientemente grande, pois

10C
9 10−(m+1)! = 10C

9 10−m! 10−mm! = o(10−m!).

O que é uma contradição. Assim, concluímos que

1
3 /∈ H + Z. =⇒ π(1/3) /∈ Λ, =⇒ Λ ⊊ S1.

Concluímos que Λ é um subgrupo próprio e não-enumerável de S1.
Observação. A transcendência de ∑+∞

n=1 10−n!, um número de Liouville, não é usada dire-
tamente na prova. O ponto essencial da construção é apenas a lacunaridade extrema das
posições fatoriais. Essa lacunaridade garante que as combinações lineares finitas dos núme-
ros xS têm caudas muito pequenas quando truncadas nos denominadores 10m!, enquanto 1/3
permanece uniformemente afastado dos racionais com denominador 10m!.

Seja Λ o subgrupo de S1 construído no Exemplo 39 munido a topologia discreta. Note
que aqui não podemos considerar Λ com a topologia induzida de S1, pois neste caso Λ não
seria localmente compacto (qualquer subgrupo localmente compacto é fechado e os únicos
subgrupos fechados de S1 são todo o círculo unitário ou os grupos cíclicos gerados pelas raízes
da unidade) o que é vital na teoria de dualidade de Pontryagin.

Denote por G ≡ Λ̂ o grupo dual de Λ e considere G munido da topologia compacto-aberta.
Pelo teorema da dualidade de Pontryagin (Seção A), G é um grupo abeliano compacto e Ĝ
identifica-se canonicamente com Λ. O grupo G munido de sua σ-álgebra de Borel B(G) e da
medida de probabilidade de Haar ν, define um espaço de probabilidade (G,B(G), ν). Defina
a rotação Rφ : G → G por Rφ(g) = φg, onde φ ∈ Λ̂ é o elemento correspondente à inclusão
Λ ↪→ S1. Conforme demonstrado na prova do Teorema 35, Rφ é ergódica com respeito a ν e
seu grupo de autovalores é precisamente Λ, que é não-enumerável.

Proposição 40. Se Λ o subgrupo de S1 construído no Exemplo 39 e G ≡ Λ̂. Então o espaço
de probabilidade (G,B(G), ν) não é um espaço de Lebesgue. Em particular, L2(G, ν) não é
separável.
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Prova. Para cada λ ∈ Λ, defina o caráter χλ : G → S1 por

χλ(g) ≡ g(λ).

Pela dualidade de Pontryagin, {χλ}λ∈Λ é uma base ortonormal de L2(G, ν) (este fato segue
dos resultados da teoria de Peter–Weyl para grupos abelianos compactos; veja Seção A).
Como Λ é não enumerável, esta base é não enumerável, logo L2(G, ν) não é separável. Um
espaço de Lebesgue sempre possui L2 separável, portanto (G,B(G), ν) não é um espaço de
Lebesgue. ■

Exemplo 41. Considere a rotação Tα : S1 → S1, Tα(z) = e2πiαz, com α ∈ R \Q, e a medida
de Lebesgue (Haar) λ sobre S1. Neste exemplo, as autofunções do operador de Koopman
UTα : L2(λ) → L2(λ) são dadas por fn(z) = zn, onde n ∈ Z e os respectivos autovalores são
dados por λn ≡ exp(2πinα). Neste caso, o conjunto de autovalores{

e2πinα : n ∈ Z
}

⊆ S1

forma um subgrupo enumerável e denso em S1, pois α é irracional. Topologicamente este
conjunto de autovalores não possui pontos isolados, dito de outra forma, o espectro pontual
não necessariamente é um subconjunto discreto de S1 com sua topologia usual.

Como visto na página 20, se T1 : X1 → X1 é um shift de Bernoulli agindo no espaço
produtoX1 ≡ {0, 1, . . . , k1−1}Z e T2 : X2 → X2 é também um shift de Bernoulli agindo agora
em outro espaço produto X2 ≡ {0, 1, . . . , k2 − 1}Z, então ambas transformações possuem
espectro de Lebesgue enumerável. Logo, segue do Teorema 22 que ambas aplicações são
espectralmente isomorfas. Mas veja que neste caso não podemos aplicar o Teorema de
Halmos-von Neumann (Teorema 31). De fato, se as hipóteses do teorema fossem satisfeitas,
então seríamos obrigados a concluir que T1 e T2 são conjugadas. Mas isto entraria em
contradição com um resultado bem-conhecido, de Kolmogorov (1958) sobre entropia, que
garante que se k1 ̸= k2 então estes shifts não são conjugados.

Como veremos abaixo, a hipótese de espectro discreto exigida pelo Teorema 35 não
é satisfeita por nenhum shift de Bernoulli. De fato, qualquer shift de Bernoulli é uma
transformação fortemente mixing ([3, Teorema 22]) o que implica

⟨Un
T f, g⟩

n→∞−−−−→ ⟨f, 1⟩⟨1, g⟩ = 0, ∀f, g ∈ span(1)⊥ ⊆ L2(µ).

Se existisse uma autofunção fλ ∈ span(1)⊥ associada a um autovalor λ ∈ S1, λ ̸= 1,
teríamos ⟨Un

T fλ, fλ⟩ = λn∥fλ∥2
2, cujo módulo é dado por ∥fλ∥2

2 > 0, para todo n ∈ N,
contradizendo a propriedade de mixing. Portanto, o único autovalor de um shift de Bernoulli
é λ = 1. Além do mais, sabemos que toda aplicação fortemente misturadora é fracamente
misturadora e pelo Teorema 17 da referência [3], sabemos que toda aplicação fracamente
misturadora possui espectro contínuo, isto é, o autoespaço associado ao autovalor λ = 1 é
unidimensional. Mas como L2(µ) tem dimensão infinita, segue destas observações que um
shift de Bernoulli não pode ter espectro discreto, no sentido da Definição 28. Logo não
podemos aplicar o Teorema 35 aos shifts de Bernoulli. Veremos futuramente que a entropia
de Kolmogorov fornece um invariante mais fino que efetivamente é capaz de distinguir as
classes de equivalências, por conjugação, de shifts de Bernoulli.
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A. Teoria de Caracteres e Dualidade de Pontryagin

Seja G um grupo abeliano localmente compacto. Denote por Ĝ a coleção de todos os
homomorfismos contínuos de G no círculo unitário S1. Os elementos de Ĝ são chamados de
caracteres de G.

O conjunto Ĝ munido da operação binária de multiplicação pontual de funções, é um
grupo abeliano. Com a topologia compacto-aberta, Ĝ torna-se um grupo abeliano localmente
compacto.

Os seguintes fatos são usados nestas notas (para as demonstrações, veja [10, § 0.7]).

(1) G é compacto se, e somente se, Ĝ é discreto. Consequentemente, G é compacto e
metrizável se, e somente se, Ĝ é um grupo discreto e enumerável.

(2) (Teorema da Dualidade de Pontryagin). ̂̂
G é naturalmente isomorfo (como grupo

topológico) a G. O isomorfismo canônico é a aplicação de avaliação Γ : G → ̂̂
G definida

da seguinte forma

Γ: G → ̂̂
G

g 7−→ Γ(g) : Ĝ → G

γ 7−→ γ(g).

(3) Se G é compacto e µ denota a medida de Haar, então os caracteres em Ĝ são mutuamente
ortogonais em L2(µ). Em particular,∫

G
γ(x) dµ(x) = 0 se γ ̸= 1.

(4) (Teorema de Peter–Weyl - Grupos Abelianos). Se G é compacto e µ é a medida de
Haar, então os caracteres de G formam uma base ortonormal de L2(µ). Em particular,
toda f ∈ L2(µ) admite uma expansão em série de Fourier

f =
∑
γ∈Ĝ

aγ γ,

onde aγ = ⟨f, γ⟩ e apenas uma quantidade enumerável de coeficientes é não nula.
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