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Resumo

Este texto faz parte de uma série de notas de aula de um curso de Teoria Ergddica
ministrado pelo autor no Departamento de Matemaética da Universidade de Brasilia. O
objetivo central é estudar as nocoes de isomorfismo e conjugacao entre transformagoes
que preservam medida e investigar quando estas noc¢des coincidem.

Na primeira parte, introduzimos os conceitos de isomorfismo e conjugacao de es-
pacos de medida e de transformagoes que preservam medida, tanto do ponto de vista
de aplicacoes definidas em cada ponto do espaco quanto via as chamadas dlgebras de
medida. Mostramos que, sob hipéteses usuais de completude e separabilidade, as duas
nogoes coincidem e caracterizamos a conjugac¢ao por meio de uma isometria do espaco
L? que preserva a estrutura multiplicativa.

Na segunda parte, estudamos o isomorfismo espectral e mostramos que a conjugacao
implica isomorfismo espectral, mas que a reciproca é falsa em geral. Demonstramos que
ergodicidade, mistura fraca e mistura forte sdo invariantes espectrais e que quaisquer
dois shifts de Bernoulli sdo espectralmente isomorfos.

Na terceira parte, analisamos transformacoes com espectro discreto. Apresentamos
a prova do famoso Teorema de Halmos-von Neumann, que mostra que, para esta classe
de transformacoes, os autovalores determinam completamente as classes de conjugacao.
Em seguida, apresentamos a demonstracao de outro resultado fortissimo que é chamado
Teorema de Representacdo. FEste teorema afirma que toda transformacio ergddica
com espectro discreto é conjugada a uma rotacdo ergddica em algum grupo abeliano
compacto.

1. Introducao

Nas notas anteriores focamos nosso estudo em transformacoes definidas em espacos de pro-
babilidade e que preservam esta medida. Para classificar tais transformacoes, é natural per-
guntar quando duas delas, ainda que definidas em espacos completamente distintos, podem

CC BY-NC-SA 4.0- Attribution-NonCommercial-ShareAlike 4.0 International


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.en
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.en

ser consideradas como “a mesma” do ponto de vista dindmico. No que segue, introduzi-
mos uma noc¢ao de isomorfismo que formaliza esta ideia e investigamos as propriedades que
permanecem invariantes por estes isomorfismos.

Um bom ponto de partida para este trabalho de classificacao é observar que em Teoria da
Medida, os conjuntos de medida nula, em geral, podem ser ignorados. Portanto, um comego
mais simples consiste em considerar propriedades que permanecem invariantes por modifi-
cagoes, do sistema dindmico ou do espaco mensuravel onde ele age, feitas em conjuntos de
medida nula. Posteriormente, exploramos possibilidades mais gerais de modificacao de am-
bos: dinamica e do espago onde ela age que produzem outros sistemas que sao essencialmente
0s mesmos e que podem ser vistos como o original s6 que em outras “coordenadas”.

2. Isomorfismos entre Algebras de Medida e
Espacos de Hilbert

Como mencionado acima, uma das caracteristicas importantes da Teoria da Medida ¢é a
sua flexibilidade no trato com conjuntos de medida nula. Tendo isso em mente, é razoavel
afirmar que uma das ideias mais simples e naturais de isomorfismo entre dois espagos de
probabilidade (X7, %1, 1) e (Xa, B, 112) € a apresentada na definigao a seguir.

Definigao 1. Dois espagos de probabilidade (X, %1, p1) e (X2, %o, p2) sdo ditos isomorfos
se existem M; € %y e My € Py, com py (M) =1 = ps(Ms) e uma transformacao inversivel
¢ : My — M, satisfazendo:

1. ¢ : My — M, é uma transformagao inversivel (bijegao);

2. ¢ : My, — M, e sua inversa ¢! : My — M, sdo ambas mensuraveis, isto é, para todo
E € {MyNB: B € %y} temos ¢~ (E) € {M;N B : B € %} (mensuravel) e,
reciprocamente, para todo F' € {MyNB : B € %,} temos ¢(F) € {MyNB : B € %5};

3. (¢ (E)) = ua(F), para todo E € {MyN B : B € %} (preserva medida).

E possivel provar o seguinte fato sobre isomorfismos entre espacos de probabilidade. O
leitor interessado pode encontrar uma prova deste teorema na referéncia [9], pagina 327.

Teorema 2. Seja (X, d) um espago métrico completo e separavel, Z(X) a o -dlgebra de
Borel de X e g uma medida de probabilidade em (X)), satisfazendo p({z}) = 0, para cada
conjunto unitario {z} C X. Seja ([0, 1], 2(]0,1]),\) o intervalo unitério fechado com sua
o-algebra de Borel e A a medida de Lebesgue. Entao (X, Z(X),u) e ([0,1], #([0, 1]), A) sdo
isomorfos.

Além do mais, se (X, %,(X), p) denota o completamento de (X, (X), i), entdo o espago
de probabilidade (X B(X ) ) é isomorfo a ([0, 1], Z(]0, 1]), A), onde £ ([0, 1]) é a o-dlgebra
dos subconjuntos Lebesgue-mensuréveis em [0, 1], que é o completamento %, ([0, 1]).

Por outro lado, se u é uma medida de probabilidade sobre (X, Z(X)), possuindo atomos,
entdo podemos afirmar que existe no maximo uma colegao enumeravel de pontos {z; },en em
X com medida positiva. Nesse caso, (X, Z(X), u) é isomorfo a um espago de medida con-
sistindo de um conjunto enumeravel de pontos {y, }nen, cujas respectivas medidas sdo dadas
pela sequéncia {p(zy,) fnen, juntamente com ([0, s|, A([0,s]), A), onde s =1 — >0, p(z,).
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O enunciado correspondente para espagos completos no sentido de medida também é
verdadeiro. Portanto, todos os espacos de probabilidade tratados nestas notas sao isomorfos
a um dos espacos mencionados acima.

H& outra maneira de construir uma teoria que ignora conjuntos de medida nula. Talvez
seja matematicamente mais natural, porém menos pratica em algumas aplicacoes. A ideia é
usar as chamadas algebras de medida.

Seja (X, %, 1) um espago de probabilidade. Defina uma relagao de equivaléncia em %
dizendo que dois conjuntos Z-mensuraveis A e B sdo p-equivalentes, notagao A ~ B, se, e
somente se, (AAB) = 0. Denote por & a colecao das classes de equivaléncia [B],, com
B € #. Entdo B possui estrutura natural de o-dlgebra (Booleana) sob as operagoes de
complementacao, uniao e intersecao herdadas de %. A medida p induz uma medida fi em
% que é definida por A([B].) = w(B). O par (%, i) é chamado de dlgebra de medida.

Defini¢ao 3 (Homomorfismo de Algebras de Medida). Sejam (X;, %1, 1) e (Xo, Bo, 1i2)
espacos de probabilidade com dlgebras de medida (ﬁjl, i) e (%, fi2), respectivamente. Uma
aplicagao @ : (@2, fi2) — (%, fi1) é um homomorfismo de algebras de medida se preserva
complementos, unioes e interse¢oes enumeraveis e satisfaz

jn(®(B)) = fia(B), VB € B,
Deste ponto de vista, diz-se que (X1, %, 11) e (Xa, %o, p2) sdo “equivalentes” se suas
algebras de medida correspondentes forem isomorfas, no seguinte sentido:
Exemplo 4. Seja T': X — X uma transformaciao que preserva a medida p no espago de

probabilidade (X, %, ) e (2, i) sua élgebra de medida. Defina a aplicacdo T : (%, ji) —
(#, ) por

T-Y[B,) = [T7'(B)l..  VI[Bl.€%.

Antes de mais nada, precisamos verificar que T estd bem-definida na élgebra de me-
dida. Se [A], = [B]w entdo u(AAB) = 0. Como T preserva medida, p(T~ Y(AAB)) =

u(T=H(A)AT(B)) = 0, logo [T~ (A)], = [T71(B)],. Assim, T-([A],) = T-([Bl,).

Segue das propriedades de T~' que 7! preserva complementos, unides e intersecoes
enumerdveis. Como T preserva medida, a(7T-'([B],)) = (T *(B)) = w(B) = i([B],).
Portanto, 7-! é um homomorfismo de algebras de medida (Definigao 3).
Definigdo 5 (Isomorfismos de Algebras de Medida). Sejam (Xi, %1, 1) e (Xo, Bo, p2)
espacos de probabilidade com &lgebras de medida (%1,u1) (Ao, [i2), respectivamente.
Dizemos que estas algebras de medida sao isomorfas se existe alguma bijecao ¢ : By — %
que preserva complementos, unides e interse¢oes enumeraveis e satisfaz

in(®(B)) = is(B), VB €%

Os espacos de probabilidade (X, %1, j11), (Xo, P, p2) sdo ditos conjugados se suas dlgebras

de medida forem isomorfas.

A nocao de conjugacao entre espagos de medida é mais fraca que a nogao de isomorfismo,
pois se (X1, B1, 1) e (Xa, Bo, j12) sao isomorfos no sentido da Defini¢ao 1, entao eles sao
conjugados via aplicagdo ® : By — A, definida por

o([Bl,) = [¢_1(M2 N B)l,,



E ficil dar exemplos de espacos de medida conjugados que ndo sdo isomorfos. Seja
(X1, %1, 1) um espago com um ponto e seja (Xo, Ao, 112) um espaco com dois pontos e
PBy = {9, X5}. Os dois espagos sao conjugados, pois

@/1 = {[Q]#U [Xl]m} € ‘/%72 = {[Q]sz [X2]H2}
e a aplicagao P : % — 5371 definida por
(I)<[®]H2> = [g]ﬂl e (I)<[X2]M2) = [Xl]ul

é uma bijecdo satisfazendo jiy(®B) = fio(B) para todo B € %,. Entretanto, estes espaos
nao sao isomorfos, porque nao ¢ possivel remover nenhum subconjunto de medida nula de
X5 de modo que o conjunto restante seja mapeado bijetivamente em X;. O que esta por
tras deste exemplo é que %> ndo separa os pontos de Xs.

Como veremos, a seguir, sob certas condigoes sobre os espagos de probabilidade, as nogoes
de conjugacao e isomorfismo coincidem.

Teorema 6. Sejam (Xi,d;) e (X3,ds) espagos métricos completos e separaveis, B(X;) e
P (X3) suas o-algebras de Borel e p; e 15 medidas de probabilidade definidas sobre os espagos
mensuréveis (X1, Z(X1)) e (Xa, B(Xs)), respectivamente. Seja & : B(X,) — Z(X;) um
isomorfismo de dlgebras de medida. Entdo existem M; € A(X;) e My € HAB(X3), com
w1 (M) =1 = ps(Ms) e uma transformacao inversivel que preserva medida ¢ : M; — M, tal
que

(I)([B]M) = [¢_1(B N MQ)]M? VB e %(XQ)

Se ¢ : X7 — X5 é qualquer outro isomorfismo de (X, Z(X1), 1) em (Xo, B(X2), p2)
que induz ®, entao

pm{z e Xy | o(z) # (2)}) =

A prova deste teorema pode ser encontrada na pagina 329 da referéncia [9]. O enunciado
correspondente a homomorfismos de dlgebras de medida (Defini¢ao 3) é valido (eles sdo indu-
zidos por transformagoes que preservam medida, ndo necessariamente inversiveis). Portanto,
aplicagoes entre as p-classes de equivaléncia sdo sempre induzidas por aplicagdes definidas
em cada elemento dos espacos para a classe de espagos de probabilidade que aparecem em
nossos exemplos.

Na literatura de Teoria Ergddica, é comum assumir que os espagos de probabilidade em
questao sao espacgos de Lebesgue, conforme a defini¢ao a seguir.

Defini¢ao 7 (Espagos de Lebesgue). Um espaco de probabilidade (X, %, 1) é um espago
de Lebesgue se for isomorfo a um espaco de probabilidade que é a uniao disjunta de uma
quantidade enumerdvel (ou finita) de pontos Y = {y1,vs, ... }, cada um de medida positiva,
e do espago ([0, s],-Z([0,s]),A), onde Z([0,s]) é a o-dlgebra dos subconjuntos Lebesgue-
mensuraveis de [0, s] e A é a medida de Lebesgue. Aqui s = 1—3°, p,, onde p, é a medida
do ponto y,,. Mais precisamente, (X, %, 1) é isomorfo ao espago (Z,%,v), onde

« Z=10,s]UY;

« €=0(Z([0,s]) U Z(Y));
. V(A)—)\(Aﬂ 0,s])+ > pn paratodo A€ .

neN
Yn €A



A Teoria de Espagos de Lebesgue é apresentada em Rohlin [8]. Em particular, o andlogo
do Teorema 6 é verdadeiro para espacos de Lebesgue (isto é, aplica¢oes entre pu-classes
de equivaléncia sao sempre induzidas por fungbes entre conjuntos) e, portanto, as duas
maneiras, descritas acima, para lidar com conjuntos de medida nula coincidem. Observe que
as observagoes apos o Teorema 2 mostram que se X é um espaco métrico completo e separavel
e #,(X) denota o completamento de Z(X ), com respeito a medida de probabilidade y, entao
(X, %,(X), 1) é um espaco de Lebesgue.

Uma terceira maneira de estudar um espago de probabilidade (X, %, u) é estudar o
espaco de Hilbert L?(u). A relevancia do L? para a teoria que estamos desenvolvendo é
que a conjugacao de espacos de medida se traduz em uma equivaléncia entre seus espagos
L? que preserva a multiplicacao de funcoes. Comecamos com uma observacao simples: se
(X1, Py, 1) e (Xa, Bo, 12) sdo ambos espagos com base enumeravel, entdo L?(uy) e L%(u2)
sdo separdveis, veja Proposigao 5 da referéncia [3]. Deste fato segue que estes espagos sao iso-
metricamente isomorfos, isto é, existe uma aplicagdo linear bijetiva W : L?(ug) — L?(y;) tal
que (W f,Wgq) = (f,g) para todo f,g € L*(u2). Uma prova deste fato pode ser encontrada
no Teorema 30 da referéncia [2].

Além da semelhanga geométrica fornecida pela isometria mencionada acima, L?(j1) possui
uma estrutura algébrica adicional, pois ¢ possivel multiplicar certos elementos desse espaco
obtendo um novo elemento ainda em L?(u). Acontece que a conjugacio de espacos de medida
é equivalente a uma equivaléncia entre seus espacos L? que leva em conta essa multiplicacdo.

Seja (X, %, ) um espaco de probabilidade. Como L?(u) consiste de um conjunto de
classes de equivaléncia de fungoes (f e g sdao equivalentes se f = g p-qtp), temos que se
B € % entdo X5 estd bem-definido como um elemento de L*(u). Além do mais, vale o
seguinte resultado.

Teorema 8. Sejam (X7, %P1, 1) e (Xa, Bo, 112) espagos de probabilidade. Se a aplicacao
O : (PBs, o) — (H$1,[1n) é um isomorfismo de dlgebras de medida, entdao ¢ induz uma
aplicagao linear bijetiva V' : L?(up) — L?(uy) satisfazendo as seguintes propriedades:

(a) (V/f,Vg) = (f.g) para todo f,g € L*(juz)

(b) V e V=1 levam fungoes limitadas em funcoes limitadas
(c) V(fg) = (V[)(Vg) sempre que f,g forem limitadas.

Além do mais, a aplicacdo V : L?(us) — L?(uy) é definida, para cada fungdo caracteristica,
da seguinte maneira V(x5) = Xo(5)-

Prova. Dada uma funcdo caracteristica y 3, onde B € B, defina V(X5) = Xa(p)- Como @
¢ um isomorfismo de dlgebras de medida temos que [|[Vixll2 = ||x3ll2-

Para cadan > 2, sejam By, B, ..., B, € %, conjuntos mutuamente disjuntos e By, . .., B,
a colecao das respectivas classes de equivaléncia. (Sem perda de generalidade, podemos supor
que U, B; = Xy, acrescentando o complemento X, \ UL, B; com coeficiente zero.) Defina

V( Z: aiXBZ) = Z: @i Xp(B;)
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Afirmamos que esta definicdo independe de como representamos uma func¢ao simples
como combinagao linear de fungoes caracteristicas. Mais precisamente, se

PEDoixa, = X =Y = ) Xe(a,) = D GiXe(s,):
j=1 i=1 j=1 i=1

De fato, considere a colecao de classes disjuntas C’M = /lj N B;. Como estamos assumindo
que > 7% ajX i, = 2y aiXp, em L?(uz), entdo segue do Teorema de Pitdgoras que

Z QX A; — Z aiX B, Z(aj - az‘)Xéj,i
j=1 i=1

Jst

0=

2
2

2 ~
=Y la; — ail* i2(C).
2 J7Z

Portanto, para cada par (j,4), ou a; = a;, ou /12(C~’j,i) =0.
Agora, calculamos a diferenca das expressoes que definem sintaticamente V(¢) e V(¢):

2 ~
L Z | — ai? ﬁl(q’(cj,i))-
j774

Z(%‘ - ai)ch(éj,i)

2
2 Jsi

m n
Z Qi X@(A;) — Z AiXa(B;)
j=1 i=1

Como ® preserva medida, fi;(®(C;,;)) = fia(C;:). Sempre que a; # a;, temos fia(C;;) = 0,
logo a parcela correspondente na soma acima ¢ nula. Consequentemente, a norma L?(u;) da
diferenca é zero e

Zl Qi Xa(4;) = 21 AiXo(B;)
J= 1=

em L*(p1). O que mostra que V estd bem-definida.

Para provar a validade da afirmagdo do item (a) basta mostrar que a aplicacao V', definida
acima, se estende a todo L?(us) e que ||[V(f)|l2 = ||f]|2, para todo f € L?(us). Primeiro,
observe que segue diretamente da definicdo de isomorfismo de algebras de medida e do

Teorema de Pitdgoras que ||V f||2 = ||f]]2 para toda fungao simples f. De fato, se f é uma
fungao simples com representagao padrao f = 7, a;x,, entdo
n 2 n ~ n ~
IVANE = |2 axa,)||, = 2 lal*m(®(B:) = 3 lail*i(B) = [I£2-
i=1 i=1 i=1

Para estender a definigdo V' a um elemento genérico f de L?(u9) vamos usar a densidade
das fungoes simples. Seja {f,}neny uma sequéncia de fungdes simples que converge para f,
isto é, || fn — fll2 = 0, quando n — oo. Como {f,}nen é uma sequéncia de Cauchy e V'
age isometricamente no subespago gerado pelas fungoes simples, sabemos que {V f, }nen €
uma sequéncia de Cauchy em L?(y;). Denote o limite desta sequéncia por V' f. Se {g, hnen
¢ uma sequéncia arbitraria de fungoes simples com ||g, — f|l2 — 0, entdo ||g, — full2 = 0 e
consequentemente ||V f,, — V|2 = 0. O que mostra que V' f estd bem definido. Quanto a
linearidade, fixadas f,g € L%*(u2) e A € C, sejam {fn}nen € {gn nen sequéncias de fungoes
simples tais que f, — f e g, — ¢, quando n — 0o, com respeito a norma L?(uy). Entao
fn+ Agn — [+ Ag, e como V é linear no espago das fungoes simples, temos V(f,, + Ag,) =
V fn + AVg,. Passando ao limite e usando a continuidade de V' (que é uma isometria),
obtemos V(f + A\g) = Vf + AVg. Além disso, pela construgao, ||V f|l2 = ||f]|2 para todo
f € L*(uz). Como V ¢ linear e preserva a norma, segue da identidade de polarizagao, veja
por exemplo Teorema 28 da referéncia [2], que (V f,Vg) = (f, g) para todo f,g € L*(us), o
que prova o item (a).
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Como mostramos acima que V' é uma isometria linear podemos concluir que V é injetiva.
Para verificar que V' é também sobrejetiva, construimos sua inversa de maneira andloga a
partir de @1, Defina W : L?(u1) — L?(uz) exatamente como fizemos com V', mas usando
o isomorfismo ®~ : (#y, i) — (%o, iz) no lugar de ®. Mais precisamente, para funcdes
caracteristicas deﬁmmos Wixz) = Xo-1(4) € estendemos W ao espago das fungoes simples
por linearidade (esta extensao esta bem definida pelo mesmo argumento usado para V). Em
seguida, por densidade, estendemos W a todo L?(j;). Desta forma obtemos uma aplicagio
linear e isométrica W : L?(pu1) — L?(us).

Vamos mostrar que W é a inversa de V. De fato, para toda funcio x5z € L?(us) temos

(WoV)(xg) = W(X@(B)) = Xo-1(®(B)) = XB-

Analogamente, (V o W)(xz) = x4 para toda xz € L*(u;). Por linearidade, as igualdades
WoV =1eVoW = I valem no subespaco das fungoes simples. Como as aplicagoes WoV e
VoW sao continuas (pois V' e W sao isometrias) e as fungoes simples sao densas, concluimos
que WoV = Iz, e VoW = I2,,) em todo o espago. Portanto, V' é bijetiva e V! = W.

Para provar a validade da afirmacio do item (b), observemos que uma funcao f € L*(us)
¢ limitada em quase todo ponto se, e somente se, existe uma sequéncia de fungoes simples
uniformemente limitadas convergindo para f em L?(uy). Desta forma, segue diretamente
da definicao de V para func¢oes simples, que os valores assumidos por V f sdo limitados
pelos mesmos limitantes dos valores de f. De fato, se f = 37, a;x, estd na forma padréo
com |a;| < M, entdo Vf = 3 aixgp,) também satisfaz [V f| < M pi-qtp, pois {®(B;)}i
é uma particdo de X;. No caso geral, suponha que |f| < M em po-qtp. Pela equivaléncia
acima, existe uma sequéncia {f,},en de fungoes simples uniformemente limitadas por M
tal que f, — f em L*(uz). Como V é uma isometria, temos V f,, — V f em L?*(uy). Pelo
argumento anterior, |V f,,| < M em p;-qtp para todo n. Extraimos entdo uma subsequéncia
{V fu,. }ren convergindo para V f ui-qtp. Passando ao limite obtemos |V f| < M em py-qtp.
O mesmo raciocinio aplicado a V! mostra que V! também leva funcoes limitadas em
fungoes limitadas. O que encerra a prova do item (b).

Agora, vamos provar a validade da afirmagdo do item (¢). Vamos comegar mostrando
sua validade para qualquer par de funcoes simples f, g € L*(uz). De fato, suponha que f e
g escritas em sua forma padrao sao dadas por

f=>axz e g=> bixe.
j=1 =1

Entao segue diretamente da definicao de V' e do fato de ® preservar intersecao que

n n

<Z ;X B, Z zXC’i> = ZZagb V( XB né;) ZZ% iX®(B;)N®(C)

=1 Jj=1li=1 Jj=1i=1

- Z Z ajbiXe(s;) - Xa(G)



Resta estender a validade do item (c) para o caso em que f,g € L*(uz) sdo quaisquer
fungoes limitadas. Sejam My, M, tais que |f| < My e |g| < M, pe-qtp. Tome sequéncias de
fungoes simples { fy, }nen € {gn tnen tais que || f, — fll2 = 0 € ||gn — gll2 = 0, com |f,,| < My
e |gn| < M, po-qtp para todo n (por exemplo, as aproximagoes por fungdes simples da
construgao padrao satisfazem esta limitagao).

Afirmamos que f,g, — fg em L?*(us). De fato,

1fagn = Fll2 = | Falgn = 9) + 9(fu = 1)

2

< [ falloo llgn = gll2 + lgllss | fr = fll2
< My Hgn - 9H2 + M, an - fH2 — 0.

Como V ¢ uma isometria, temos V(f,g,) — V(fg) em L?(u;). Por outro lado, pelo
item (b), V(f,) e V(g,) s@o uniformemente limitadas por My e My, respectivamente. Pelo
caso ja provado para fungoes simples, V(fn.gn) = V(fn)V (gn). Resta verificar que ocorre a
convergéncia V (f,)V (g.) — V(f)V(g), quando n — oo, em L?(p;). De fato,

IV (f)V(gn) = VNV (9)ll2 < [V (f)lloo [V(gn) = V()2 + V(oo [V(fa) = V(2
< My lgn — gll2 + M, | fn = fll2 — 0,

onde usamos que ||V (gn) — V(9)|l2 = ||gn — ¢l|2 € analogamente para f, por V ser isometria.
Portanto, com respeito a norma em LQ(ul), temos

V(fg) = lim V(fuga) = lim V(£)V(5) = VNV (9),
o que completa a prova do item (c). [ |

Temos a seguinte reciproca do Teorema 8.

Teorema 9. Sejam (X, %y, p1) e (Xo, Bo, 112) espagos de probabilidade. Suponha que V' :
L?(u2) — L*(py) seja uma aplicagio linear bijetiva satisfazendo as propriedades (a), (b), (c)
do enunciado do Teorema 8. Entao V ¢ induzida por um isomorfismo ® : (%, fi2) — (%1, ji1)
de algebras de medida, no sentido de que Vixz = x¢(5) para todo B e %,.

Prova. Seja B € %,. Como X € limitada e x% = X, o item (c) garante que

Vixg) =Vxs) =Vxa)Vxs)

Portanto V(x5)* = V(x3) em L*(u1), o que implica que V() assume apenas os valores 0
e 1 pi-gtp. Além disso, pelo item (a),

VOl = lIxsllz = A (B).

Logo V(x3) é a funcio caracteristica de algum elemento A € %, . Definimos
O: By — B, B(B)= A,

onde A é a tinica classe satisfazendo V(x5) = x 4. Em particular, vale

Vixg) = Xao(B) VB € %,.



Mostraremos que ® é um isomorfismo de algebras de medida.
Bijetividade. Primeiramente, ® é injetiva, pois se ®(B) = ®(C) entdo Xa(B) = Xac) ©
aplicando V! obtemos y3 = x& em L?(us), donde B = C.

Para verificar a sobrejetividade, aplicamos a mesma construgio a V=': L?(u;) — L*(uz).
De fato, V™! também é uma aplicacdo linear bijetiva e satisfaz as propriedades (a), (b)
e (c) do enunciado. (As propriedades (a) e (b) sdo simétricas; quanto a (c), note que se
f,g € L*(u1) sdo limitadas, entao V(V‘l(f)V_l(g)) = fg por (c) para V, e aplicando V!
obtemos V=Y(fg) = V)V (g).)

Repetindo o argumento acima para V!, obtemos uma aplicacdo W: ,%/’1 — @/2 satisfa-
zendo V(X 1) = Xy(4) Para todo Ae %, Dado B € %,,

Xw(a(B) = Vﬁl(Xq»(B)) = Vﬁl(V(Xé)) = X5
logo Vo ® = idé;g. Analogamente, ® o U = idéﬁ' Portanto ® é bijecio e &1 = V.
Preservacdo da medida. Usando o item (a),
in(2(B) = [xam Iz = IVl = Ixal3 = f2(B),

para todo B € :@2

Preservagiao de complementos. Mostremos primeiro que V(1) = 1 em L?(p1). A fungao
1 é limitada, logo pelo item (c) temos V(1) = V(1-1) = V(1)V(1). Assim V(1) assume
apenas os valores 0 e 1 py-qtp. Por (a), ||[V(1)|l2 = ||1|l2 = 1. Portanto V(1) é a fungao
caracteristica de uma classe de p;-medida total, ou seja, V(1) = 1 em L?(u1).

Agora, seja B € By, Em L2(j1p) vale x5 + Xx,\5 = 1, onde X, denota a classe [Xa),,.
Aplicando V' e usando linearidade,

1=V(1)=V(xg) + VIXx\58) = Xa5B) T Xox\5)-

Por outro lado, xg(3) + Xz\a(z) = | em L*(u1), onde X1 = [X1],,- Logo

Xo(X\B) = XX1\&(B)»
e portanto ®(X, \ B) = X; \ ®(B).

Preservacgio de intersecdes e unides finitas. Sejam B,C € P,. Usando o item (c), ja
que X5 € X¢ sao fungoes limitadas,

Xoane) =V (Xana) = V(Xs X&) = VIXa)V(Xe) = Xoi) - Xo@) = XaB)ns(@):
Donde ®(BNC) = ®(B) N ®(C). Para a unido, usamos a identidade
XBuc = X5+ X¢ ~ XBne = XB T X& — X5 X¢-
Aplicando V' e usando linearidade juntamente com o item (c),
Xosuey = V (X5ue)
=Vixs) +Vixe) = Vixa)V(xe)
= XoB) T Xo@) — XoB)Xa ()

= XoB)ud(C)-



Assim ®(BUC) = ®(B) U ®(C). Por inducio finita, ® preserva todas as unives finitas.

Preservacao de unides enumeraveis. Seja {Bk}k>1 C %,. A sequéncia XU,

dominada por 1 e converge po-qtp para XU=, . Pelo teorema da convergéncia domlnada
L?(p2) }
XUk 1Br nooo Uk:l By

Como V é uma isometria e portanto continua,

V(v n) TV () = )

Por outro lado, usando que ® preserva unioes finitas,

V<XUZ_1 Bk) X, (Uzzl Bk) = XU, 2By

Novamente por convergéncia dominada,

L?(p1) y
XUk 1208k) oo XU:il @(By)"
Pela unicidade do limite em L?(1), X N =X , e portanto
o(Uz,a) U=

.

Mostramos que @ : :@72 — 5571 ¢ uma bijecao que preserva complementos e unioes enume-
rdveis (e consequentemente intersecoes enumeraveis) e satisfaz i, (®(B)) = fi2(B) para todo
B¢ %’2 Logo ® é um isomorfismo de dlgebras de medida e, por construcao, V(xz) = Xo(B)

para todo B € B, [ |

Mostramos que (X1, %1, 1) e (Xo, Bo, p2) sao conjugados se, e somente se, 0s espagos
de Hilbert L*(p;) e L*(u2) estido conectados por uma aplicagdo linear bijetiva que satisfaz
as propriedades (a), (b), (¢) do Teorema 8.

3. Isomorfismo de Transformacoes que
Preservam Medida

O que significa dizer que duas transformacgoes que preservam medida sdo “as mesmas”? A
resposta precisa levar em conta que, do ponto de vista da Teoria da Medida, conjuntos de
medida nula podem ser ignorados. Os dois exemplos a seguir ilustram como essa flexibilidade
permite identificar transformagoes que, a primeira vista, parecem diferentes.

(1) Seja T : S* — S' a transformagao Tz = 22, agindo no circulo unitdrio S!, munido da
o-algebra de Borel e da medida de Haar p. SeJa S :10,1) = [0,1), a aphca(;ao dada por
S(z) = 2z (modl) em [0,1), com [0,1) munido de sua o-dlgebra de Borel e da medida de
Lebesgue . Considere a aplicagao ¢ : [0,1) — S! definida por # — €*™®. Podemos verificar
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que a aplicacdo ¢ é uma bijecao e preserva medida (verifique em intervalos e use o Teorema
7=\ de Dynkin). Além disso, temos que ¢ 0.S = T o ¢ o que implica que o diagrama abaixo
é comutativo

st a St
¢ ]
[0,1) > [0,1)

Neste caso é razoavel considerar 7" e S como “a mesma” aplicagdao, ja que ¢ define um
isomorfismo dos espagos de medida ([0,1), Z([0,1)),A) e (S', B(S'), 1) que “leva” S em
poSog =T

(2) Novamente, seja S : [0,1) — [0,1) a transformacgdo S(x) = 2z (mod1l) definida sobre o
espago de probabilidade ([0 1),24(]0,1)),\) eseja T : X — X a aplicacao de deslocamento
para esquerda no espaco produto X = {0, 1} e y a medida (%, %)—Bernoulli. Considere a
aplicacao ¢ : X — [0, 1) dada por

Y(ay,ag,as,...) = 2+?+¥_’_

A aplicacao 1 é injetiva no complementar do conjunto de todos os pontos (ay, as,...) tais
que as coordenadas sao constantes a partir de um certo indice. Além do mais, v é sobrejetiva
e satisfaz Y o T = S o 1.

X T > X
P P

Usando o Teorema m—\ de Dynkin podemos verificar que ¢ preserva medida, bastando
para isto verificar a afirmacao sobre a colecao dos intervalos diadicos.

Suponha que Y C X denote o conjunto dos pontos do espago X que possuem coordenadas
constantes a partir de um determinado indice. Note que este conjunto Y é T-invariante, isto
é, T™'Y =Y. Portanto, T"/(X \YV) =X \Y.

Seja D C [0,1) o conjunto dos racionais diddicos em [0,1). Entdao S~'D = D, de modo
que S71([0,1) \ D) = [0,1) \ D. Podemos verificar imediatamente que Y e D tém ambos
medida nula e ¢ aplica X \ Y bijetivamente em [0,1) \ D. Além disso, temos

W oT)(x)=(Soy)(r), VeeX\Y

Gostariamos de ver os sistemas dinamicos S e T' como “isomorfos”, pois, apds remover
conjuntos de medida nula no dominio de cada uma destas aplica¢oes, podemos transformar
um no outro por uma transformacao inversivel que preserva medida.

Motivados pelas discussoes acima, chegamos a seguinte defini¢do de isomorfismo.

11



Defini¢ao 10. Sejam (X7, B, 1) e (Xao, Bo, p2) espagos de probabilidade e suponha que
as aplicacoes
T : X1 — X4 e T5: X9 — Xo

sejam aplicagoes que preservam medida em cada um destes espagos, respectivamente. Vamos
dizer que T3 ¢ isomorfa a T, se existem M; € By ¢ My € Py com py (M) = 1 = po(Ms)
tais que:

(i) TiMy C My, ToMy C My;
(ii) existe uma transformacao inversivel que preserva medida ¢ : M7 — M, satisfazendo

(9o Ti)(z) = (Too9)(x),  Voe M.

M, d M,
1) 0]
M, L M,

Vamos usar a notacao Ty ~ T para indicar que T} é isomorfa a Tb. E importante observar
que em (ii), o conjunto M; (i = 1,2) é munido da o-dlgebra M; N %; = {M; N B | B € %;}
e da restricao da medida pu; a esta o-algebra.

Observacgoes
(1) Isomorfismo é uma relagido de equivaléncia.

(2) Se T} ~ Ty, entao T]* ~ T3 para todo n > 0. Veja o diagrama abaixo para o caso
particular onde n = 2.

T

M, M,y > M,
¢ |¢
M, & M, L M,

(3) Se Ty e Ty sao inversiveis, segue da hipdtese T1(M7) C M; as seguintes continéncias:
- CTP(My) CTH(My) CTi(My) © My ST (My) ST (My) S TP (M) © -

Portanto,

Como T} é inversivel podemos afirmar que

T1< ﬁ leMl) :( ﬁ T{““M1> = ( ﬁ T{“Ml) = Ny,

k=—00 k=—00
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ou seja, T1(N;) = N;. Como visto em (1) temos que p1(N;) = 1. Analogamente,
construimos Ny C X,. Este conjunto satisfaz To(No) = No e puo(Ngy) = 1. Além disto,
temos ¢(N;) = N,. Isto é, a restrigdo de ¢ ao conjunto N; define uma bijegdo de Ny
para Ny que preserva medida. De fato, ja que ¢ o1} = T5 0 ¢p. Como para k < 0 temos
TFM,; D M, a intersegao reduz-se a k > 0, donde

B(N1) = ¢ (m Tf%) = N ¢(TEM) = N T (6M1) = () T3 (M) = No.

k>0 k>0 k>0 k>0

(4) Podemos pensar em um isomorfismo de espagos de medida (Definicao 1) como um
isomorfismo das transformagoes identidade de cada um destes espacos.

Como em Teoria da Medida é comum poder desprezar conjuntos de medida nula, podemos
considerar duas transformacoes que preservam medida 77, T5 de um espaco de probabilidade
(X, A, 1) como sendo idénticas, quando for possivel remover um conjunto N de medida nula
de X, de modo que T e Ty coincidam em X \ N.

Quando existir tal conjunto N, podemos sempre assumir que ele satisfaz T, 'N C N e
consequentemente 7, ' (X\N) C X\ N, para i = 1,2. Caso isto ndo ocorra, basta substitui-lo

pelo conjunto
o

U U oo LN,
k=0 71,51,...,7%,5, =0
Observe que se 17 e T, coincidem a menos de um conjunto de medida nula entdo podemos

afirmar que Tj ~ Ty, via o isomorfismo identidade. Escreveremos 77 = T; (mod 0) quando
isso ocorrer. Diremos também que uma transformagio que preserva medida T de (X, A, u) é
inversivel (mod 0) se existe um conjunto N de medida nula tal que T(X\N) = X\N e T|x\n
é uma transformacao inversivel que preserva medida. Como a transformacdo S : X — X
dada por S(z) = x se x € N, S(z) = T(z) se z € X \ N é entdo uma transformacao
inversivel que preserva medida, a exigéncia é equivalente a dizer que a identidade fornece um
isomorfismo entre 7" e uma transformagao inversivel que preserva medida.

4. Conjugacao de Transformacoes que
Preservam Medida

Embora o conceito de isomorfismo de transformacoes que preservam medida, introduzido
acima, seja 1util na pratica, o procedimento de estudar o que acontece nas algebras de medida
é talvez matematicamente mais natural.

Sejam (X1, B, 1) e (Xa, Ba, 12) espacos de probabilidade com as algebras de medida
correspondentes (e@/h fi1), (@;, fiz). Se ¢ : X7 — X, preserva medida, entdo temos uma
aplicacio ¢ : (B, fiz) — (%1, ir) definida por

(¢07'(B) = [0 (B)lw, VB E B

Esta aplicagdo estd bem definida porque ¢ preserva medida. Segue das propriedades da
imagem inversa de ¢ que a aplicacio ¢! preserva complementos e unides enumeraveis (e

portanto intersecoes enumeréveis). Além disso, ji;(¢~1(B)) = fiz(B) para todo B € %,.
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Portanto, ¢! pode ser considerada um homomorfismo de algebras de medida. Note que ¢
¢ injetiva. - -

Lembre que um isomorfismo @ : (s, fia) — (%1, ) de algebras de medida é uma
bijecio que preserva complementos e unides enumeraveis e satisfaz ji, (®(B)) = fiz(B) para
todo B € %

Diremos que duas transformacgoes que preservam medida sdao conjugadas se elas induzem

aplicagoes isomorfas nas algebras de medida:

Definigao 11 (Transformagoes Conjugadas). Seja T; uma transformacao que preserva me-
dida do espago de probabilidade (X;, %;, i), i = 1,2. Dizemos que 17 é conjugada a Ty se
existe um isomorfismo de 4lgebras de medida ® : (%, fiz) — (%1, ji1) tal que ®Ty = Ty .

E claro que conjugacao é uma relacdo de equivaléncia no conjunto de todas as trans-
formagoes que preservam medida. Isomorfismo e conjugacao estao conectados pelo seguinte
resultado simples.

Teorema 12. Para ¢ = 1,2, seja T; uma transformagao que preserva medida do espago de
probabilidade (X;, %;, i;). Se T; é isomorfa a Ty, entao T} é conjugada a Ts.

Prova. Seja ¢ : M; — M; o isomorfismo como na Defini¢ao 10. Considere a aplicagdo
D : (Ba, fia) — (%, jir) definida por ®(B) = [¢p~1(BN M,)],,. Entao ® satisfaz os requisitos
da Definicao 11. [ |

A reciproca deste teorema nao é verdadeira em geral, pois apontamos na Se¢ao 2 que as
aplicagoes identidade em dois espacos de medida podem ser conjugadas sem serem isomorfas.
No entanto, a reciproca é verdadeira para algumas classes de espacos de medida.

Teorema 13. Sejam T; : X; — X;, ¢ = 1,2, transformagodes que preservam medida em
espagos de probabilidade (X, %;, ;). Suponha que cada (X, %;, 11;) seja um espago de
Lebesgue ou que cada X; seja um espago métrico completo e separavel com %; sendo sua
o-algebra de Borel. Se T é conjugada a T5, entao 17 é isomorfa a T5.

Prova. Suponha que ¢ : (B, fia) — (B, fin) seja o isomorfismo de algebras de medida com

®Ty ' = T, '®. Pelo Teorema 6 (ou pelo teorema correspondente para espacos de Lebesgue),
existem X| € %, X; € %y com i (X7) = 1, up(X3) = 1, e uma transformacdo inversivel
que preserva medida ¢ : X| — X} tal que ®(B) = [¢ (B N X})],,. Deste fato concluimos
que ¢T3 = T7'¢7L, o que pode ser escrito como (Ty¢) ™! = (¢77)~". Consequentemente,
podemos afirmar que T = ¢T7 ui-qtp. Seja

Ar={z € Xy [ Tag(z) = ¢T3 (2)}

€ M1 = m;fbo:o Tanl. Entao /.Ll(Ml) =1le TflMl 2 Mla IOgO T1M1 g Ml' Seja Mz = ¢M1,
entao To My C My e as condigoes da Definicao 10 sdo satisfeitas. |

Em espacos de medida que sdo poloneses, também podemos reformular a nocdo de uma
transformagao que preserva medida ser inversivel (mod 0).

Teorema 14. Seja (X, A, 1) um espago de Lebesgue ou um espago de probabilidade onde X
é um espacgo métrico, completo e separavel e A a o-adlgebra de Borel de X. Seja T : X — X
uma transformagdo que preserva medida. Entao 7' é inversivel (mod 0) se, e somente se,

T-1% = 3.
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Prova. Sabemos que T % — Bé sempre injetiva. Se T' ¢ inversivel mod 0, ela induz a
mesma aplicagdo na dlgebra de medida que a aplicagao inversivel induz. Portanto T-'% =
2. (Nenhuma hipdtese sobre o espaco de medida foi necessaria para esta parte.) Se T-1% =
B, entdo T-1: (@, i) — (@/, i) é uma bijegao e, portanto, é induzida por uma transformacao
inversivel que preserva medida definida em um subconjunto de X de medida um (Teorema 6).
Logo T ¢é igual a esta transformacao inversivel u-qtp. [ |

Podemos enfraquecer as defini¢oes de isomorfismo e conjugagao para dizer o que significa
uma transformagao que preserva medida ser um fator (ou imagem homomorfa) de outra.

Defini¢ao 15 (Fator de uma Transformagcao). Suponha que (X;, %;, i;) seja um espago de
probabilidade e T} : X; — X; preserve medida, ¢ = 1,2. Dizemos que T é um fator de T} se
existem M; € %; com u;(M;) =1e T;M; C M; (i = 1,2) e também uma transformagao que
preserva medida ¢ : My — M, satisfazendo ¢T;(x) = Tag(x), para todo x € M;.

M, d M,
) ¢
M, & M,

A diferenca entre a definicdo acima e isomorfismo é que agora a transformacdo ¢ pode
nao ser inversivel. Por exemplo, se S e T" sdo transformacgoes que preservam medida, entao S
¢ um fator do sistema produto S x T', com o papel de ¢ sendo desempenhado pela projecao
natural.

XxY SxT X xY
T T
X 5 X

O enfraquecimento correspondente na nocao de conjugacao é o que da origem a defini¢ao
semi-conjugacao. Sua definicao precisa é dada abaixo.

Definicao 16. Seja T; uma transformacao que preserva medida de um espago de probabi-

lidade (X, %, i), i = 1,2. Dizemos que Ty é uma imagem semiconjugada de T} se existe
um homomorfismo de algebras de medida @ : (%, fi2) — (@1, fi1) tal que ®T, ' = Ty 1.
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Se Ty é um fator de 77 (como na Defini¢ao 15), entdo T é uma imagem semiconjugada
de Ty tomando ®(B) = [¢p~ (B N M,)],,. Se os espagos de probabilidade sdo tais que X, é
um espago métrico completo e separavel e %, ¢ sua o-algebra de Borel, entao todo homo-
morfismo de algebras de medida ® : (%, fi2) — (%1, 11) é induzido por uma transformacao
que preserva medida definida em um subconjunto de X; de medida um ([9], Teorema 11,
p. 329). O mesmo vale se (X1, B, 1) e (Xa, Bo, 112) sdo ambos espagos de Lebesgue ([8]).
Portanto, na maioria dos espagos de medida que encontramos, as nogoes de fator e imagem

semiconjugada coincidem.

Quando lidamos apenas com espagos de Lebesgue, ha uma descricao elegante de todos
os fatores de uma dada transformacao que preserva medida. Se (X, %, u) é um espago de
Lebesgue e .% é uma sub- o-dlgebra de %, entao existe uma particdo ¢ de (X, %, u) em
conjuntos mensuraveis tal que, se Z(() denota a colegao de todos os conjuntos mensuraveis
que sdo unides de membros de (, entdo Z(() = ZF. Por exemplo, se tomarmos % = %,
entao ( seria a particao de X em pontos individuais. Podemos formar um novo conjunto X,
tomando os pontos de X como os elementos de (. Existe uma aplicagao natural 7: X —
X¢ e podemos considerar #(() como uma o-algebra de subconjuntos de X.. Além disso,
pe = pom ' é uma medida de probabilidade em (X¢, B(€)) e (X¢, B(C), uc) acaba sendo
um espaco de Lebesgue. Se T: X — X preserva medida e T~1.% C .Z, entao T7'¢ < ¢ (i.e.,
cada conjunto T-!'C, C € (, é uma uniao de elementos de () e obtemos uma transformacao
que preserva medida T;: X, — X, definida por T¢(D) = C se D C T-'C. Temos nT = T¢,
de modo que T; é um fator de 7. Portanto, cada sub-o-dlgebra .# de # com T-'.% C .Z da
origem a um fator de T'. Acontece que todo outro fator é isomorfo a um deste tipo. Suponha
que Ty: X9 — X5 seja um fator de T : X7 — X5, e que ambos os espagos de probabilidade
sejam espagos de Lebesgue. Suponha que ¢: M; — M, seja uma transformagao que preserva
medida com ¢77 = T5¢, como na Definicao 15. Considere a particao ¢ de M; em conjuntos
da forma ¢~'(z), r € M,. Seja .% a o-dlgebra gerada por esta particio ¢. Como Ty '¢~! =
¢~ Ty, temos Ty ¢ < (e, portanto, Ty L. C %. Além disso, ¢ induz um isomorfismo
entre (T7)¢: (X1)e = (Xi)c e Th: Xy — Xy, Assim, ao lidar com espagos de Lebesgue,
os fatores de uma dada transformagao que preserva medida T': (X, %, u) — (X, %, 1) sao
determinados pelas sub-o-4lgebras .# de & com T 1.% C .Z.

16



5. O Problema do Isomorfismo

Antes de abordarmos o problema central, sintetizamos as relagbes entre as nocoes de equi-
valéncia discutidas nas se¢oes anteriores.

(Defini¢ao 10)

Teorema 12 \

Teorema 13 Teoremas 12 e 19

Isomorfismo }

Teoremas 13 e 20

Teorema 20

Isomorfismo
Espectral

Conjugacgao

Definicao 11
(Definig / (Defini¢io 18)

Teorema 19

(Espagos de Lebesgue / Poloneses) (Condigoes do Teorema 9)

Um dos principais problemas em Teoria Ergddica é o de decidir quando duas transforma-
¢oes que preservam medida sdo isomorfas (ou quando sao conjugadas). A maneira usual de
abordar tal problema de isomorfismo é buscar invariantes por isomorfismos. Esses invariantes
sao geralmente de dois tipos.

O primeiro tipo de invariante é uma propriedade (por exemplo, ergodicidade, mistura
fraca) que algumas transformagdes que preservam medida possuem e outras nao, de modo
que duas transformagoes isomorfas ou ambas tém a propriedade ou ambas nao a tém. Para
que a propriedade seja 1til, deve-se poder verificar se exemplos que ocorrem naturalmente
tém ou nao a propriedade. Ergodicidade, mistura fraca e mistura forte sdo exemplos de tais
propriedades.

O segundo tipo de invariante é a atribui¢do de algum objeto (por exemplo, um ntimero,
um grupo) em alguma categoria matematica a cada transformagdo que preserva medida,
de modo que os objetos associados a duas transformacgoes isomorfas sejam isomorfos em
sua propria categoria (por exemplo, iguais se forem numeros, grupos isomorfos se forem
grupos). Novamente, para que tal invariante seja 1til, ele deve ser calculdvel para exemplos
interessantes de transformacoes que preservam medida.

Além de ser calculavel, um invariante sera considerado bom se existir alguma colegao de
transformacoes que preservam medida para a qual o invariante seja completo, isto é, quais-
quer duas transformagcoes desta classe com objetos isomorfos sao transformagoes isomorfas
que preservam medida.

Discutiremos dois invariantes deste tipo. O primeiro é o grupo de autovalores de uma
transformagao que preserva medida (veja a Se¢ao 8). Este serd um subgrupo do circulo uni-
tario no plano complexo, e transformacoes isomorfas que preservam medida tém o mesmo
grupo de autovalores. Veremos na Secao 8 que na colecao de todas as transformacoes ergo-
dicas que preservam medida com espectro discreto este invariante é completo, isto ¢, se duas
transformacoes ergodicas que preservam medida com espectro discreto tém o mesmo grupo
de autovalores, entdo as transformacgoes sdo isomorfas.
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O outro invariante que consideraremos é a entropia. A teoria da entropia atribui a cada
transformagao que preserva medida 7' um ntimero nao-negativo denotado por h(T) (que
pode ser +00) e, se T} ¢é isomorfa a Ty, entdo h(Ty) = h(Ty). Em 1969, D. S. Ornstein
provou o profundo resultado de que na colecao de todos os shifts de Bernoulli este invariante
é completo, ou seja, dois shifts de Bernoulli com a mesma entropia sao isomorfos.

Antes de passarmos a essas questoes, veremos que algumas propriedades de transforma-
¢oes que preservam medida dependem apenas da classe de isomorfismo unitario dos opera-
dores induzidos nos espacos L2

6. Isomorfismo Espectral

O operador que codifica a classe de isomorfismo unitario mencionada acima é o operador
de Koopman. Seja T: X — X uma transformacao que preserva medida no espaco de
probabilidade (X, %, ). Considere o operador de Koopman Ur: L?(u) — L*(u) dado por
Urf = foT. Como visto anteriormente, este operador Ur é linear e preserva produto
interno, isto é, (Urf,Urg) = (f,9); f,g € L*(u). Como esta tltima propriedade diz que Ur
preserva a norma, sabemos que Ur é injetivo. Ha o seguinte resultado simples.

Teorema 17. Seja T' uma transformacao que preserva medida do espago de probabilidade
(X, %, ). Entdo Ur: L*(p) — L*(p) ¢ sobrejetivo se, e somente se,

T=1: (B, 1) — (B, i)

é sobrejetivo (isto é, Ur é um operador unitdrio se, e somente se, 71 é um automorfismo
da dlgebra de medida).

Prova. Vamos comecar mostrando que T-1 sobrejetivo = Ur sobrejetivo. Primeiramente,
notamos que para todo B € % temos

UT(XB) = XB?©° T= XT-1B = XFI(BV

onde B = [B], € B. Se T-1: (B, [i) — (B, ]i) é sobrejetivo, entdo para toda classe A € Z
existe C' € % tal que A =T-1(C) e, portanto,

X4 = Xg=ie) = Urxe € Im(Ur).

Isto mostra que a imagem de Ur contém todas as fungoes caracteristicas de elementos de
2. Como o subespago gerado por tais fungoes caracteristicas ¢ denso em L?(u) e Ur é uma
isometria (portanto tem imagem fechada), concluimos que Ur é sobrejetivo.

Reciprocamente, vamos mostrar agora que Ur sobrejetivo =—> 71 sobrejetivo. Ja que
o operador de Koopman Uy associado a uma transformacao que preserva medida é sempre
uma isometria, temos que Ur ¢ injetivo. Logo, da hipdtese de sobrejetividade, segue que Ur ¢
bijetivo. Seja A € % e tome f € L*(u) tal que Upf = x ;. Como |foT| = |Urf| = |xsl <1
p-qtp e T preserva medida, segue que |f| < 1 p-qtp, de modo que f € L*°(u). Como Ur
¢ multiplicativo em L>(u) (de fato, para g,h € L>(u) tem-se Ur(g-h) = (g-h)oT =
(9oT)-(hoT)=Urg-Urh), obtemos

xi=Urf -Urf=Ur(f-f)
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Pela injetividade de Ur, temos f - f = f em L?(u), ou seja, f(x)* = f(x) para u-quase todo
r € X. Isto implica que f assume apenas os valores 0 e 1 u-qtp. Como f € L*(u), podemos
concluir que f ¢ a fungdo caracteristica de algum conjunto mensuravel. Assim, existe C' € %
tal que f = x5 em L*(u), onde C = [C], € . Entdo

donde A = T-1(C') em . Portanto T—! é sobrejetivo. |

Se consideramos hipdteses adicionais sobre o espago de probabilidade (X, %, i), como as
do Teorema 14, entao podemos usar o Teorema 17 para mostrar que a sobrejetividade de Urp
é equivalente a T' ser inversivel (mod 0).

Definicao 18 (Transformagoes Espectralmente Isomorfas). Seja T; uma transformacao que
preserva medida do espago de probabilidade (X, %;, 11;), para i = 1,2. Dizemos que T} e T
sao espectralmente isomorfas se existe um operador linear W: L?(us) — L?(uy) tal que
(i) W ¢ inversivel
(ii) (Wf,Wg) = (f,9) para todo f,g € L*(u2)
(iii) UpW = WUrp,.

Teorema 19. Seja T; uma transformacgao que preserva medida de um espaco de probabili-
dade (X;, B, i), para i = 1,2. Se T} e Ty sdo conjugadas, entdo elas sdo espectralmente
isomorfas.

Prova. Suponha que ®: (%, fi2) — (537‘1, fi1) seja um isomorfismo de algebras de medida
tal que

)
Seja V' : L*(ug) — L*(py) a isometria fornecida pelo Teorema 8. Vamos mostrar que

VU, = Uz, V.

De fato, para cada By € %y, temos

UrV(X5,) = Un(Xe52) = X755, = Xaari () — ¥ Xmigsy) = VUn(X5,):
Portanto Uy, V' e VUrp, coincidem nas fungoes caracteristicas e, consequentemente, nas combi-
nacoes lineares de fungoes caracteristicas. Pela continuidade delas, temos U,V = VUp,. B

O teorema a seguir nos diz quando isomorfismo espectral implica conjugacao.

Teorema 20. Seja T; uma transformagao que preserva medida de um espago de probabi-
lidade (X;, %, u;), para i = 1,2. Se V': L*(ju3) — L*(j11) é uma isometria linear inversivel
satisfazendo as condi¢oes do Teorema 9 e Up,V = VUrp,, entao 13 e T3 sdo conjugadas.

Prova. Pelo Teorema 9 a aplicagao V' ¢ induzida por um isomorfismo de dlgebras de medida
®: (P, fiz) — (%1, 1), no sentido que V(xz) = Xq(p), Para todo B € %,. Por outro lado,
segue da igualdade

UTlv(XB) = VUT2 (XE’)

e da definicdo do operador de Koopman que XF@(B) = XMT:(B)- Desta ultima igualdade,
1 2

segue imediatamente que 7, '® = ®T5 ! [ |
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O isomorfismo espectral é muito mais fraco que a conjugacdo, como veremos a seguir.
Entretanto, para uma classe importante de transformagoes ergddicas, isomorfismo espectral
implica conjugacao: as transformacgoes com espectro discreto, que serao discutidas detalha-
damente mais adiante.

Anteciparemos aqui a noc¢ao de espectro discreto, que serd definida formalmente na Se-
¢ao 8: uma transformacao ergodica que preserva medida T' de um espaco de probabilidade
(X, %, 1) tem espectro discreto se L*(p) possui uma base ortonormal { f; }ser consistindo de
autofuncoes do operador de Koopman Uy, isto é, Urf; = \; f; para algum \; € S!. Para esta
classe, cada membro da base f; é levado por Ur a um multiplo constante de si mesmo.

E importante alertar que a expressao “espectro discreto” refere-se & natureza da aciao do
operador de Koopman sobre a base, e ndo a topologia do conjunto de autovalores. De fato,
o conjunto de autovalores de uma transformacao com espectro discreto pode ser denso em
S! e até mesmo nao-enumeravel. Discutimos agora, brevemente, transformacoes que tém o
tipo “oposto” de comportamento, no sentido de que existe uma base onde cada membro da
base é levado por Ur a outro membro da base.

Defini¢ao 21. Seja (X, %, u) um espago de probabilidade com base enumerével (porque
queremos que L?(u) seja separavel). Uma transformacio inversivel T' que preserva medida
em (X, %, u) tem espectro de Lebesque enumerdvel se existe uma sequéncia {f;}32,, com
fo = 1, de membros de L*(u) tal que {fo} U{ULf; | 7 = 1,n € Z} é uma base ortonormal
de L*(p).

Diagramaticamente, a base tem a forma
fo =1
L U AL U, Unfy, Ui f, -

cee UT_2f2, U:Flf2> f2, Ur fo, U%f%

Mostraremos em outras notas que os automorfismos de Kolmogorov tém espectro de
Lebesgue enumeravel. Isso implica que todo shift de Bernoulli tem espectro de Lebesgue
enumeravel.

Indicaremos, a seguir, por que o shift bilateral 7" : {0,1}%2 — {0,1}* agindo no espaco
produto com medida (%, %)—Bernoulli tem espectro de Lebesgue enumeravel. Neste caso, cada
fibra do espago produto é dada pelo conjunto {0, 1} munido da o-algebra das partes e cada
ponto tendo probabilidade 1/2. Uma base para o espago L2({0,1}, 2({0,1}),v) é o conjunto
de fungoes formado pela fungao constante 1 e pela aplicagao {0,1} — C dada por ¢ — ™
t € {0,1}. A transformacdo T age no espaco produto X = {0, 1} munido da medida produto
p. Como L*(X, B(X), 1) é isometricamente isomorfo ao produto tensorial infinito do espago
L2({0,1}, 22({0,1}),v), esta construcao reflete o fato geral de que funcoes em L? de um
espaco produto sao geradas por produtos de fungoes nas coordenadas. Logo existe uma base
ortonormal para o espago L*(X, B(X), u) da forma {g,, .. | 7> 1,n; <ng--- <n,fU{l}
onde

9ny,...ony ({xl}lez) = eﬂ'i(zn1 +Tngt+tTn,.) ) (2)

Note que para esta base temos Urgn,..n. = Gi+n,,.. 14n,.- Fica claro agora que podemos
renomear a base de modo que ela tenha a forma {ULf; | i > 1,n € Z} U{1}.
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Podemos usar o método descrito acima para mostrar diretamente que o shift bilateral
(po, - - -, Pr—1) tem espectro de Lebesgue enumeravel. Também é facil dar uma prova direta de
que um automorfismo ergddico A : G — G, onde G é um grupo abeliano métrico compacto,
tem espectro de Lebesgue enumerdvel. De fato, os elementos do grupo de caracteres G
formam uma base ortonormal. Sob as hipdteses usuais (por exemplo, quando A age sem
6rbitas periddicas nao-triviais em G\ {1}), a ergodicidade de A implica que, se v € G
ey # 1, entdo a colecio {A"y | n € Z} consiste de caracteres distintos. (Aqui A é o
automorfismo dual de A.) Portanto, se mostramos que existem infinitos conjuntos distintos
da forma {fl”v | n € Z} em G, entdo podemos concluir que A possui espectro de Lebesgue
enumeravel. A prova deste fato pode ser encontrada na referéncia [6] pagina 54. Uma
vez estabelecido que certas transformacoes possuem espectro de Lebesgue enumerdvel, os
resultados a seguir mostram que isto é suficiente para garantir o isomorfismo espectral entre
elas.

Teorema 22. Quaisquer duas transformacoes inversiveis que preservam medida com espec-
tro de Lebesgue enumeravel sao espectralmente isomorfas.

Prova. Sejam T;: X; — X, 1+ = 1,2, transformagdes inversiveis que preservam medida nos
espagos de probabilidade (X;, %;, iu;), ambas com espectro de Lebesgue enumerdvel. Pela
Definicdo 21, existem sequéncias {f;}32 em L*(u1) e {g;}520 em L*(up), com fo = 1 e
go = 1, tais que

{fotU{Urfili=1 neZ} e {9}U{Ung;|j=>1, nel}

sao bases ortonormais de L*(u;) e L*(us2), respectivamente.
Definimos um operador W: L?*(us) — L%*(p11) da seguinte forma. Primeiro, definimos W
nos elementos da base de L*(p2) por

W(go) = fo,
W(Uz,9;) = Uz, [, j=1, nek.

Em seguida, estendemos W por linearidade ao subespago das combinacoes lineares finitas
dos elementos da base. Explicitamente, para uma combinacao linear finita

m  Nj
p=acgo+ >, Y. aj.Ufy;,

jil n:—N]-

definimos

m V;
W(p)=aofo+Y. >, ajnUL S

jil TLZ—Nj

Esta definicio é consistente: se ¢ = 0 em L?(uy), entdo todos os coeficientes sdo nulos
(pois os elementos da base sao linearmente independentes por serem ortonormais) e, con-
sequentemente, W (p) = 0 em L?*(u;). Portanto W estd bem definido no subespago Sy das
combinacoes lineares finitas dos elementos da base de L?(u,). Além disso, pelo Teorema de
Pitagoras,

m Nj
lellz = laol* +>_ > lajul> = IW (@5, Ve €S

j=1n=—Nj
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Logo W|s, é uma isometria linear. Como Sy é denso em L?(us) (combinacoes lineares
finitas de uma base ortonormal), Ws, se estende unicamente a uma isometria linear defi-
nida em todo L?(jus), que continuamos denotando por W. Pela identidade de polarizacao,
(Wu, Wov) = (u,v) para todo u,v € L*(usy). Isso verifica a condigdo (ii) da Definicao 18.

A imagem de W contém o subespago S; das combinagoes lineares finitas de {fy} U
{UZ f;}, que é denso em L?(y;). Como W ¢é uma isometria, sua imagem é fechada; portanto
Im(W) = L?(uy) e W é sobrejetiva. Toda isometria ¢ injetiva, logo W é bijetiva, verificando
a condicao (i) da Definicao 18.

Resta verificar a condicao (iii): WUrp, = Up,W. Como Uz, e W sao operadores lineares
limitados, basta verificar a igualdade nos elementos da base de L?(j5). Para gy, usando que

g =1 fo=1eUp(l) =1,
WUT2(90> = W(go o Tz) = W(l) =fo=1= UTl(fO) = Ule(go)'

Paraj > 1en € Z,
WUr, (Up,g;) = W (URg;) = URH f; = U, (UL £;) = U, W (Ul g;).

Portanto WUy, = Ur, W em uma base de L?(us) e, por linearidade e continuidade, em todo
0 espago.

Verificadas as trés condigoes da Definigao 18, concluimos que 77 e T5 sao espectralmente
isomorfas. |

Segue do teorema acima e da discussao anterior que quaisquer dois shifts de Bernoulli
sao espectralmente isomorfos. Isso era conhecido em 1943 e somente quando a entropia foi
introduzida por A. N. Kolmogorov em 1958 foi mostrado que existem shifts de Bernoulli nao
isomorfos.

Teorema 23. Se uma transformacao que preserva medida 7" de um espagco de probabilidade
(X, A, 1) tem espectro de Lebesgue enumeravel, entao ela é fortemente misturadora.

Prova. Seja {fo} U{UZf; | j = 1,n € Z} uma base de L*(u) onde f; = 1. Entdo, para
quaisquer par de indices j,q > 0,

Jim (U7 o U f5, Upfo) = (U7 £, 1)1, Ut fy)

para todo k,n € Z, ja que ambos os lados sao zero a menos que j = ¢ = 0 e, nesse ultimo
caso, ambos os lados sao iguais a um.
Fixe k e g e considere

Hia={ € () : Y (URF,UES) = (£, 10, UL}

Segue de um argumento de ¢/3 padrdo que /4, é um subespaco fechado de L*(p); além
disso, 4., contém a base pelo calculo acima. Logo 4, = L*(u). Fixe f € L*(p) e seja

2= {ge L Im (U3, 9) = (1,1)(L9)}.

Entdo %; é um subespaco fechado de L?(u), contém a base pelo que foi feito acima e,
portanto, é igual a L*(u). Logo

Jim (URf,9) = (£, 1){1,)  para todo ,g € L*(y). .
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7. Invariantes Espectrais
Definicao 24. Uma propriedade P de transformagoes que preservam medida é um invariante

por isomorfismo
por conjugacao

espectral
se vale o seguinte: dado que T} possui a propriedade P e T, é

isomorfa
conjugada

espectralmente isomorfa

a T1, entdo 15 tem a propriedade P.

Observagao. Observe que um invariante espectral é um invariante por conjugacdao. Todo
invariante por conjugacao é um invariante por isomorfismo.

O seguinte mostra que as propriedades que consideramos até agora sdo invariantes es-
pectrais.

Teorema 25. As seguintes propriedades sao invariantes espectrais de transformacoes que
preservam medida:

(1) ergodicidade,

(2) mistura fraca,

(3) mistura forte.

Prova. Seja W: L?(us) — L*(u1) um operador linear inversivel satisfazendo as condigoes
da Definigao 18, isto é, W é uma isometria ((W f,Wgq) = (f,g) para todo f,g € L*(u2)) e
conjuga os operadores de Koopman: Up W = WUrp,. Suponha que 7T; possua a propriedade
em questao e mostremos que 75 também a possui.

(1) Ergodicidade. Recordemos que T' é ergbdica se, e somente se, o subespago das fungoes
T-invariantes em L?(u),

Ir={f € L*(p) : Urf = f},
tem dimensao (complexa) igual a 1.
Suponha que T} seja ergddica, isto é, dim £, = 1. Queremos mostrar que dim .y, = 1.
Primeiro, verificamos que W aplica .#, em #p,. De fato, se f € Zp, entao Up, f = f e,
usando a relagao de conjugacao WUrp, = Up W,

Un(Wf) = WU f) =W/

Logo W f € Jy,.

A mesma relagao vale para W=, Multiplicando WUy, = Uy, W por W1 & esquerda e
a direita, obtemos WUy, = Up,W~!. Portanto, pelo mesmo argumento, W' aplica
jTl em jTg‘
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. .~ . , e~ . P , 1
Assim, a restricao W|<¢T2. S, = S, € uma bijecdo linear, cuja inversa é W |(¢T1.
Consequentemente,

dim jTQ = dim jTl =1.

Concluimos que 75 é ergddica.

Mistura fraca. Recordemos a caracterizagao: T é fracamente misturadora se, e somente
se, T é ergddica e 1 é o unico autovalor do operador de Koopman Ur. (Uma prova deste
fato pode ser encontrada nas notas anteriores sobre mistura fraca.)

Suponha que T seja fracamente misturadora. Pelo item (1), 75 é ergddica. Resta mostrar
que 1 ¢ o dnico autovalor de Urp,. Seja A € C um autovalor de Uy, com autofungao
f € L?(us), f#0,isto é, Upf = \f. Aplicando W e usando a relagao de conjugagio

Como W é injetiva (pois é isometria), W f # 0. Logo A é um autovalor de Ur,. Sendo
T fracamente misturadora, o inico autovalor de Ur, é 1. Portanto A = 1. Assim, Uy,
tem 1 como nico autovalor e T, é fracamente misturadora.

Mistura forte. Suponha que 7} seja fortemente misturadora. Queremos mostrar que,
para todo f,g € L*(p2),

Jim (U3, £,9) = (£, 1){Lg). 8

Para facilitar a argumentacdo vamos mostrar que é possivel provar (3) mostrando a
validade da igualdade apenas para o caso em que f e g possuem média zero.

Para isto consideramos a decomposicao L?(uz) = span(1) @ span(1)* e escrevemos f e
g em termos de suas projecoes sobre estes subespacos como segue

f:<f71>1+f07 g:<gal>1+gﬁ (4)

Observe que (fy, 1) =0 = (go, 1). Usando a decomposi¢ao acima, a sesquilinearidade do
produto interno e a Ty-invaridncia de uy (donde Ur,1 = 1), temos

(U f9) = (U (£ 1) -1+ £o), ((9:1) - 1+ g0) )

= (£, UL (D) + UL (fo), (9 1) -1+ 90))

(£ 1) -1+ UL (fo), ({9, 1) -1+ g0))

= (£,1){g. 1)(L. 1) + (£, 1)(L, g0) + (9. 1){UF, fo. 1) + (UZ, fo, 90)
= <f> 1><1?g> + <UYT“L2fO>90>a (5)

onde usamos que py ¢ Th-invariante e portanto

<U'}12f071> = /X2 fO OT2n dIuQ = /X2 fO d,u/2 = <f071> =0.
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Logo segue de (5) que para verificar (3) basta mostrar que
JL%(Uﬂfo;g& =0

sempre que (fo, 1) =0 = (go, 1).

Observe que W envia o subespaco das constantes de L?(u2) no subespago das constantes
de L*(uy). De fato, se ¢ € C é constante, entdo Ur,(c-1) = ¢+ 1. Logo

Un(W(e-1)) = W(Up(c-1)) = W(c-1),

isto é, W(c-1) € H7,. Como T é fortemente misturadora T3 é ergbdica e portanto Sy, é
gerado por 1. Assim W(c-1) é uma funcdo constante. Além disso, ||W(1)[l2 = |12 = 1,
logo W(1) = €% - 1 para algum 6 € R. Consequentemente, se (f,1) = 0, entdo

0=(f1)=W[f W)= eii0<Wfa 1),
donde (W f,1) = 0. Analogamente, (1,Wg) = 0 quando (1, g) = 0.

Para finalizar a prova, tome f,g € L*(u2) e considere a decomposigdo de cada uma
destas fungoes como em (4). Logo (fy,1) = 0 = (go, 1). Usando que W é isometria que
conjuga os operadores de Koopman, temos:

<U%2f0790> = <WU%L2f0,W90> = <U?1(Wfo);Wgo>-

Pela observacao acima, (W fy,1) =0 = (1, Wgo). Como T} é fortemente misturadora,

nli_>r{.10<U%(Wf0), Wgo) = (W fo, 1)(1, Wgo) = 0.

Portanto,
JI_{E.IO(U]QQf‘Oa gO> = 07
o que pela observacao acima permite concluir que T5 é fortemente misturadora. [

Este teorema nos permite exibir facilmente transformacoes que nao sao espectralmente
isomorfas. Por exemplo, uma transformacao nao ergddica (como uma rotacao de S' por
uma raiz da unidade) ndo pode ser espectralmente isomorfa a uma transformagao ergédica
(como, por exemplo, uma rotagao de S' por um elemento que nio é raiz da unidade). Além
disso, uma rotacao de um grupo compacto, que nao é fracamente misturadora, nao pode ser
espectralmente isomorfa a um automorfismo ergdédico de um grupo compacto, porque tais
automorfismos sao fracamente misturadores.

8. Transformacgoes que Preservam Medida
com Espectro Discreto

Vimos que os invariantes espectrais permitem distinguir certas classes de transformacoes,
por exemplo, transformacoes ergddicas de nao-ergddicas, ou fracamente misturadoras de
rotacoes. No entanto, em geral, o isomorfismo espectral é estritamente mais fraco que a
conjugacao. Nesta secao estudamos uma classe para a qual esta lacuna desaparece: as
transformacgoes ergddicas com espectro discreto. Para esta classe, o isomorfismo espectral
implica conjugacao e o problema de classificagdo estd completamente resolvido.

25



Definicao 26. Seja T uma transformagao que preserva medida do espaco de probabilidade
(X, B, 1), e seja Ur : L*(u) — L*(1) o operador de Koopman associado a T'. Os autovalores
e autofungoes de Ur sdo chamados de autovalores e autofungoes de T'. Assim, um ntmero
complexo A é chamado de autovalor de T se existe f € L*(u) \ {0}, satisfazendo Urf = \f.
A funcao f é chamada de autofun¢io de T correspondente ao autovalor .

As principais propriedades sao as seguintes.

Teorema 27. Seja T uma transformagao que preserva medida de um espaco de probabilidade
(X, A, 1) e suponha que T seja ergddica. Entao as seguintes afirmagdes sao verdadeiras.

(1) Se Urf = A\f, para alguma f € L?*(u) \ {0}, entdo |[A\| =1 e |f| é constante u-qtp.

(2) Autofungdes correspondentes a autovalores distintos sdo ortogonais.

(3) Se f e g sao ambas autofungoes correspondentes ao autovalor A, entao f = cg u-qtp.
para alguma constante c.

(4) Os autovalores de T formam um subgrupo do circulo unitério S*.

Prova.

(1) Temos ||Urf|| = IM|fIl, logo || f]| = |Alllf]]. Como ||f|| # 0, temos |A| = 1. Entao temos
|foT| = |Urf| = I|\|f| =1|f] e, por ergodicidade, |f| é constante u-qtp.

(2) Suponha A #n, Urf = Af, Urg = ng. Entao

(f,9) = Urf,Urg) = (\f,ng) = An(f,9).
Portanto, se A\7j # 1, entao (f, g) = 0.

(3) Como g nio é o elemento nulo de L?(u1) e |g| é constante p-qtp. por (1), temos g(z) # 0
p~qtp. Entao f/g é uma fungdo invariante para T' e, portanto, constante u-qtp.

(4) Se A, 7 sao ambos autovalores de T, entdo existem f, g € L*(u)\ {0} tais que foT = \f
e goT = ng. Tomando conjugados complexos, temos go T = 7jg e, portanto, (fg)oT =
(AD)(f9). Logo Anp~! = A\ é um autovalor de T e consequentemente os autovalores de
T formam um subgrupo de S!.

Observagoes. Note que (2) e (3) dizem que os autoespagos sdo unidimensionais e mutua-
mente ortogonais. Como os autoespagos sao ortogonais, sabemos que se L*(u) é separavel
entao o grupo de autovalores de T' é enumeravel.

E claro que se 17 é espectralmente isomorfa a Ts, entao T} e T5 tém os mesmos autovalores.

Definicao 28. Uma transformagao ergddica que preserva medida 7" em um espaco de pro-
babilidade (X, %, 1) tem espectro discreto (espectro puramente pontual) se existe uma base
ortonormal para L?(u) que consiste de autofuncoes de T

Observagdo. Se T tem espectro discreto, entao o operador de Koopman Ur: L*(u) — L*(p)
¢ claramente sobrejetivo, de modo que T-1% = Z (Teorema 17). Portanto, se (X, %8, ) é
um espaco de Lebesgue ou provém de um espaco métrico, completo e separavel, entao T é
inversivel (mod 0).

Precisaremos dos seguintes resultados para a demonstracao do teorema principal desta
secao.
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Lema 29. Seja (X, %, 1) um espago de probabilidade. Seja h € L*(u). Entao h é essen-
cialmente limitada (isto é, existe ¢ € R tal que u({z | |h(z)| > ¢}) = 0) se, e somente se,
h-f € L*(u) para toda f € L*(p).

Prova. Se h é essencialmente limitada, existe M > 0 tal que |h(x)| < M para p-qtp x € X.
Dada f € L*(u),

o f13 = [ \f2 d < M2 [ 1f12dp = M2 1] < oo,

e portanto h - f € L*(u).

Reciprocamente, suponha que hf € L?(u) para toda f € L?(u). Para cadan € N, n > 1,
defina

an{x€X|n—1<|h(x)|<n}.

A colegao {X,, }nen é uma particio mensuravel de X. Considere a fun¢ao f: X — C dada
por

f<x>:n;1n\/mXXn( )7

onde o n-ésimo termo ¢é omitido sempre que p(X,) = 0. Entéao

> 1
171 =3 - < o0,

n=1

logo f € L*(p). Por outro lado, usando que X = U,enX,, € a cota inferior para a funcio h
em cada X, temos a seguinte desigualdade
3 (n — 1)2
n )

neFr

IhFIB =32 [ IhPIFdu >
n=1 n

onde F' = {n € N: u(X,) # 0}. Como, por hipétese, hf € L*(u1), o lado esquerdo é finito.
Cada termo (n — 1)?/n? converge para 1, quando n — oo, de modo que a convergéncia da
série forca F' a ser finito. Consequentemente,

u( U Xn> = 0.

n>max F

Logo |h(x)| < max(F) p-qtp, ou seja, h é essencialmente limitada. |
O seguinte resultado abstrato de teoria de grupos é necessario.

Lema 30. Seja H um grupo abeliano e K C H um subgrupo divisivel de H (isto é, para
todo k € K e para todon > 0, existe a € K tal que a™ = k). Entao existe um homomorfismo
¢: H— K tal que ¢|x = identidade (ou seja, existe uma retragao de H sobre K).
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Prova. Seja Z o conjunto de todos os pares (M, ¢) onde M é um subgrupo satisfazendo
KCMCH

e ¢: M — K é um homomorfismo tal que ¢|x = identidade. Sabemos que Z é nao vazio,
pois (K,idx) € #Z. Ordenamos Z por extensdo, i.e., (My, ¢1) < (Ma,¢2) se My C My e
G| r, = 1. E claro que esta relagio de ordem é uma relacdo de ordem parcial.

Afirmamos que todo subconjunto totalmente ordenado de % possui uma cota superior.
De fato, seja € um subconjunto totalmente ordenado de Z#. Defina

M= U M.
(M,p)e?

Como ¢ ¢ uma cadeia, segue imediatamente que M é um subgrupo de H. Além do mais,
a aplicacio ¢ : M — K definida por ¢(x) = ¢(z), onde € M e (M,$) € €, esté bem
definida. De fato, suponha que = € M; N My com (My,¢1),(Ms,¢2) € €. Ja que €
é totalmente ordenado, podemos assumir que (My,¢1) < (M, ¢o). Logo, ¢aln, = o1 e,
portanto, ¢1(x) = ¢a(x). -

E imediato verificar que ¢ é um homomorfismo e que ¢|x = idg. Logo (M, ¢) € Z e este
par é uma cota superior de ¥. Portanto, pelo Lema de Zorn, existe um elemento maximal,
digamos

(L,Y) € Z#.

Afirmamos que L = H. Suponha que nao. Neste caso podemos afirmar que existe algum
g € H\ L e considerar o subgrupo M gerado por g e L, isto é,

M= (g, L).

Caso 1. Se nenhuma poténcia de g pertence a L, entao cada elemento de M pode ser escrito
unicamente na forma g'a onde a € L, i € Z. Definimos £: M — K por £(g'a) = 9(a).
Podemos verificar facilmente que £ é um homomorfismo e que &|x = idg. Portanto

(L, g9),§) € %,

mas isso contradiz a maximalidade de (L, ).
Caso 2. Seja n € N o menor inteiro positivo tal que ¢" € L. Cada elemento de M
pode ser escrito unicamente como g'a, onde a € L, 0 < i < n — 1. Como K ¢ divisivel,
podemos afirmar que existe gy € K tal que gf = ¥(g"). Entao £(g'a) = gi(a) define um
homomorfismo de M em K tal que £|x = idg. Mas isto, como no caso anterior, contradiz a
maximalidade de (L, ).

Das contradicoes obtidas nos dois casos, somos obrigados a concluir que L = H. O que
encerra a prova do lema. [ |

O seguinte teorema, devido a Halmos e von Neumann (1942), mostra que os autovalores
determinam completamente se duas transformagoes com espectro discreto sao conjugadas ou
nao.
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Teorema 31 (Teorema do Espectro Discreto). Seja T; uma transformacao ergddica que pre-
serva medida de um espago de probabilidade (X;, %;, ;) e suponha que T; tenha espectro
discreto, i = 1,2. As seguintes afirmacgoes sao equivalentes:

(1) Ty e T; sdo espectralmente isomorfas.
(2) Ty e Ty tém os mesmos autovalores.
(3) Ty e T, sao conjugadas.

Prova. A afirmacdo (1) = (2) ¢ trivial e a afirmacao (3) = (1) é exatamente o contetido
do Teorema 19.

Vamos mostrar, agora, que (2) = (1). Seja A o conjunto comum de autovalores de T}
e Ty (que coincidem por hip6tese). Para cada A € A, escolha fy € L%(u1), gx € L*(u2) tais
que Up fr = Ay, Unygyr = Aga e || Aallz = llgalle = 1.

Considere o operador W: L?(ua) — L?*(p1) que é definido inicialmente por W (gy) = fi e
em seguida, estendido por linearidade a uma isometria definida em todo espaco gerado por
{gx}tren que por hipétese é precisamente igual a L?(us). Como T é ergddica, os autoespagos
associados a autovalores distintos sdo unidimensionais e mutuamente ortogonais (itens (3)
e (2) do Teorema 27). Combinando isso com a hipdtese de espectro discreto, concluimos que
{ox}aen € {/r}ren sdo bases ortonormais de L?(us) e L?(juy), respectivamente. Portanto W
¢ uma isometria bijetiva entre estes espagos. Além disso, WUy, = Up, W. De fato, como Ur,
e W sao operadores lineares limitados, basta provar que esta relagdo é verdadeira para cada
elemento g, da base {gx}aea:

WUng)\ = )\Wg,\ = )\f,\ = UTlfA = Uleg,\.

Logo W ¢é uma isometria linear inversivel com WUp, = Upn,W e, portanto, T} e T, sao
espectralmente isomorfas (Definigao 18).

Vamos mostrar agora que (2) = (3). Seja A o grupo de autovalores de T3, que estamos
supondo ser igual ao grupo de autovalores de Ty. Para cada A\ € A, escolha fy € L?(u;) de
modo que || fyl|l2 = 1 e Ur, fx = Afy. Por hipétese temos que { fi}rea é uma base para L?(ju1).
Também segue da hipétese, que existe uma base ortonormal {gy}rea de L?(uso) satisfazendo
Ur,gx = Agx. Pelo item (4) do Teorema 27, A é um subgrupo de S!, de modo que para todo
par A\, € A, temos A € A. Portanto f), estd bem definida e satisfaz

UTlf)\M = )\,uf)\,u-

Pelo item (1) do Teorema 27, |f,| é constante p1-qtp; combinado com || fy||2 = 1, segue que
|/l = 1 w-qtp (analogamente para f,). Logo fif, € L>®(u1) € L*(p1). Assim podemos
aplicar o operador de Koopman a este produto obtendo a seguinte igualdade

UTl(f)\ : fu) = (fA : fu) oly = f>\ ol - fuoTl = ()‘M)(fA : f,u)

Pelo item (3) do Teorema 27, existe uma constante complexa (A, p1) tal que ff, = (A, 1) fau
pi-qtp. Como |faful = |foul = 1 pa-qtp, concluimos que |r(\, pw)| = 1, isto é, r(\, u) € S*.
Usaremos o Lema 30 para mostrar que podemos supor que 7(\, 1) = 1.

Seja H a colecao das classes de equivaléncia de funcoes mensuraveis de X; para S! que sdo
iguais p1-qtp, equipada com a multiplicacao pontual. H é um grupo abeliano. Identificando
cada ¢ € S! com a classe da funcdo constante x +— ¢, temos S' < H como subgrupo.
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Como todo niimero complexo em S' possui pelo menos uma raiz n-ésima, para cada
n > 1, podemos afirmar que S! é um subgrupo divisivel de H. J& que H é abeliano segue do
Lema 30 que existe um homomorfismo ¢: H — S tal que ¢|s1 = idgi. Cada auto funcgao fy
do operador de Koopman satisfaz | fy| = 1 pi-qtp. Logo podemos pensar em fy : X; — S e
identificar esta autofun¢do com um elemento em H. Seja f5 = &(f))fr. Entdo ||fi]ls = 1,
Ur, fi = M5 e {fi}aea ¢ uma base para L?(uy). Além disso,

It = o(NS(fu) It = SUafu) It
= o(r(A 1)) (o) (A 1) fau
= 7(A )OS (A, 1) Fap
= fu
Assim, sem perda de generalidade, podemos supor que ff, = fi,. Analogamente, podemos
também supor que gg, = g, para todo A, pu € A.

Considere a aplicacdo linear W: L?(ugy) — L*(u1y) definida para cada elemento da base
{or}brea de L*(ua) por W(gy) = fa. Ja que {fi}ren ¢ uma base ortonormal de L?(u)
segue que o operador W é bijetivo e preserva o produto interno. Além disso, repetindo a
conta apresentada no bloco (2)=(1), temos WU, = Uy, W. Uma vez verificado que W
satisfaz as condi¢des do Teorema 9, podemos aplicar o Teorema 20 para garantir que 77 e
T, sao conjugadas. Resta, portanto, verificar que as hipdteses do Teorema 9 sao satisfeitas.
Primeiro, observe que

Wigagu) = Wgau) = fau = fafu = W)W (gu)- (6)
Proximo passo e mostrar que para cada p € A fixado, temos
W(hgu) =W (h)W(g,), Vh € L*(u). (7)

Fixado g, segue do item (1) do Teorema 27 que |g,| é constante po-qtp, e como ||g, |2 =1
(por normalizagdo), essa constante é 1. O mesmo raciocinio para f, fornece |f,| =1 p1-qtp.
Portanto, |g,| = 1 = |f,| no-qtp e p1-qtp, respectivamente, para todo v € A. Em particular,
a multiplicacdo por g,, define uma isometria de L*(u2) em L?(us). De fato,

gl = [ Ingufdpee = [ |BI* duz = 1]z

Analogamente, verificamos que multiplicacao por W(g,) = f, também define uma isometria
de L*(py) em L2(uy).

Pela desigualdade de Bessel, apenas uma quantidade enumeravel dos coeficientes de h na
base {gx}rea s@o nao-nulos. Desta forma se {s,}nen denota a sequéncia de somas parciais
da expansao de Fourier de h, temos que s, — h, quando n — oo, em L*(uy). Para cada
n € N, seja A,, € A o subconjunto finito satisfazendo

Sn =D CAOx.

AEA,

Note que segue da linearidade de W e da identidade (6) a validade das seguintes igual-
dades

W(sn gu) = Z CAW(!JA!JM) = Z W (gx) W(gu) = W(sn) W(gu)-

AEA, AEA,
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Como s, — h em L?*(u2) e a multiplicagdo por g, ¢ uma isometria, $,g, — hg, em L*(uz).
Logo, segue da continuidade de W que W (s,g,) — W (hg,) em L*(u1). Analogamente,
temos que W (s,) — W (h) em L*(u;) e que a multiplicagao por W (g,,) é isometria, portanto
podemos concluir que W(s,)W(g,) — W (h)W(g,) em L*(y;). Juntando as observagoes
acima e usando a unicidade do limite concluimos que

W(hg,) =W(h)W(g,),  Vhe L(us), Ypu € A.
Da linearidade de W e da igualdade acima concluimos imediatamente que

W(hk,) = W(h)W(ky),  VheL () e k= i dy, G- (8)

j=1

Para finalizar a prova do teorema basta verificar as condigdes (c¢) e (b) do Teorema 9
sao validas. Vamos comegar mostrando que se k € L%*(uy) uma fungao limitada, entdo
W(k) € L*(u1) é uma fungao limitada. Para provar este fato vamos usar o Lema 29 que
garante que W (k) ¢ limitada se W (k) f € L*(u1), para toda f € L*(juy).

Passo 1. Primeiro, vamos mostrar que se k € L?(u) ¢ uma funcao limitada, entdao temos
W (ak) = W(a)W(k), para toda a € span{g,}.ea. Ou seja,

W(ak) = W(a)W (k), Vk € L®(u2) e a € span{g,}uea (9)

Como a é uma combinagao linear finita de g,’s e |g,| = 1 po-qtp, entao a fungao a é
essencialmente limitada. Tome uma sequéncia {ky, }nen C span{g,} tal que k,, — k em L?(us)
(as somas parciais da expansao de Fourier de k servem). Pelo resultado estabelecido em (8)
temos W (ak,) = W(a)W (k,), para todo n € N. Como a é limitada, ak, — ak em L?(us)
e, pela continuidade de W, W (ak,) — W (ak) em L*(p1). Por outro lado, W (a) ¢ limitada
(combinagao finita dos f,, com |f,| = 1 pi-qtp) e W(k,) — W(k) em L*(u1). Portanto
W (a)W (k,) — W(a)W (k) em L?*(p1). Pela unicidade do limite, W (ak) = W (a)W (k).
Passo 2. Agora, vamos mostrar que se k € L?(us) é uma fungdo limitada, entdo temos
W (hk) = W (h)W (k), para todo h € L?(us). Equivalentemente,

W(hk) = W(R)W(k),  Vk€L>®(us) e Vhe L*(uy). (10)

Fixe f € L*(u1) e seja h = W(f) € L*(uz). Tome uma sequéncia {a, }nen C span{g,}
tal que a, — h em L?*(pz). Como k é limitada, a,k — hk em L?(us), logo W (ank) — W (hk)

em L*(p1). Como em um espaco de probabilidade, || - |1 < || - ||2, podemos concluir que
IW (ank) = W(hk) ||y < W (ank) — W(hE)|l2 == 0. (11)

Por (9) temos, W (a, k) = W(a,)W (k). Pelo fato de W ser um isometria podemos afirmar que
W(a,) = W(h) = f em L*(u1) e também que W (k) € L*(uy). J& que f =W (h) € L*(111)
e W(k) € L*(11), entao segue da Desigualdade de Cauchy-Schwarz que fW (k) € L*(u1).
Aplicando novamente Cauchy—Schwarz, obtemos

W (ank) = W (L)W (K)|[x = [W(an)W (k) = fW(E)[ln < W (an) = fll2 W (F)[l2 — 0,

ou seja, W(ank) — fW (k) em L'(j11). Como mostramos em (11) que W (a,k) — W (hk) em
L' (1), segue da unicidade do limite em L*(pq) que W (hk) = fW (k) = W (h)W (k) pa-qtp.
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Além do mais, j& que o produto hk € L?(us), temos W (hk) € L*(u1), logo fW (k) € L*(p).
Lembrando que f € L?(u;) era arbitrdria, o Lema 29 garante que W (k) é essencialmente
limitada. Isto prova que W leva fungoes limitadas em fungoes limitadas (metade da con-
dicao (b)) e que W (hk) = W(h)W (k) para todo h € L*(u3) e toda k € L*(uy) limitada
(condicao (c)).

Resta verificar a outra metade da condicdo (b), isto é, que W1 leva funcoes limitadas
em funcoes limitadas. Mas W1 L?(u1) — L?(ug) é definida por W=L(fy) = g\ e satisfaz
simetricamente W=(f\f,) = W fA)W(f,). Repetindo o argumento das trés etapas,
descritas acima, com os papéis de T} e T, trocados, verificamos que W~! também leva funcoes
limitadas em fun¢oes limitadas. Isto conclui a verificacdo das hipéteses do Teorema 9 e, pelo
Teorema 20, T7 e T sdo conjugadas. [ |

Corolario 32. Se T é uma transformacao ergddica inversivel que preserva medida de um
espago de probabilidade (X, %, 1), com espectro discreto, entao T e T~! sdo conjugadas.

Prova. Como T é inversivel e preserva medida, 7! também preserva medida e é ergddica.
Seja { fa}aea uma base ortonormal de L?(p) formada por autofungoes de T, com Ur fy = Afy.
Substituindo z por T~ !(z) em f\(Tz) = A\fx(x) (valido p-qtp), obtemos fi(z) = A fr(T ')
p-qtp, ou seja, Up-1fy = A~'fy. Portanto {fi}aea também é uma base ortonormal de
autofuncoes para 7~ !; em particular, 7! tem espectro discreto e seu grupo de autovalores
¢ A7t = {\71: X € A}. Pelo item (4) do Teorema 27, A é um subgrupo de S', logo A™! = A.
Assim T e T~! tém os mesmos autovalores e ambas sao ergddicas com espectro discreto;
portanto, o Teorema 31 (itens (2) e (3)) garante que sdo conjugadas. |

Corolario 33. Seja T; uma transformacao ergddica que preserva medida de um espaco
de probabilidade (X;, %;, p;) e suponha que T; tenha espectro discreto, i = 1,2. Se cada
(X, B, i) € um espago de Lebesgue ou um espago métrico completo e separavel com %;
sendo a o-algebra de Borel, entao as seguintes afirmacgoes sao equivalentes:

(1) Ty e T, sao espectralmente isomorfas.

(2) Ty e Ty tém os mesmos autovalores.

(3) Ty e Ty sao conjugadas.

(4) Ty e T, sao isomorfas (no sentido da Defini¢ao 10).

Prova. As equivaléncias (1)<=(2)<=(3) sao exatamente o Teorema 31. A implicacdo
(4)=(3) vale sem hipéteses adicionais (Teorema 12). A reciproca (3)==-(4) segue do Teo-
rema 13, que exige justamente as hipdteses de espaco enunciadas. [ |

9. Rotacoes em Grupos

Discutimos agora uma classe de exemplos de transformacoes ergbdicas que preservam medida
com espectro discreto.

Seja T': S — S! definida por T(z) = az, onde a ndo ¢ uma raiz da unidade. Sabemos
que T é ergddica. Seja f, : S — C definida por f,(z) = 2", onde n € Z. Entao

fu(Tz) = folaz) = a"2" = a" f(2).

Assim, f,, ¢ uma autofunc¢ao com autovalor a”. Como as {f,} formam uma base para L?(S!),
vemos que 1" é ergddica e tem espectro discreto.
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Essas ideias se estendem a rotagoes ergddicas em qualquer grupo abeliano compacto.
Lembre que G denota o grupo de caracteres de um grupo abeliano compacto G e que sempre
usamos a medida de Haar normalizada, i, em tal grupo G se nenhuma outra medida for
mencionada. Se G nao é metrizavel, entao G nao é enumeravel.

Teorema 34. Seja T, dada por T(g) = ag, uma rotacao ergddica de um grupo abeliano
compacto G. Entdo T' tem espectro discreto. Além do mais, toda autofuncao de 7' é um
multiplo constante de um caractere, e os autovalores de T sao {y(a): v € G}.

Prova. Os caracteres AG’ formam uma base ortonormal de L?(1), onde p é a medida de Haar
de G. Para cada v € GG, calculamos

v(Tg) = v(ag) =~(a)yv(g9), VgeGq.

Portanto Urvy = v(a)y, ou seja, cada caractere v é uma autofungao de Ur com autovalor
v(a). Como G é uma base ortonormal de L2(x), concluimos pela Defini¢dao 28 que T tem
espectro discreto.

Seja A = {7(a) : v € G} o conjunto desses autovalores. Vamos mostrar que nao existem
outros. Suponha, por absurdo, que A ¢ A seja um autovalor de Ur com autofungao f €
L*(u)\ {0}. Pelo item (2) do Teorema 27, autofungdes associadas a autovalores distintos sdao
ortogonais. Como cada vy € G ¢é autofuncio com autovalor v(a) # A, temos (f,~) = 0 para
todo v € G. Mas G é uma base ortonormal; a tinica fungao ortogonal a todos os elementos de
uma base ortonormal é a fungdo nula. Logo f = 0 em L?(u), contradizendo f # 0. Portanto
A é exatamente o conjunto de todos os autovalores de T

Finalmente, pelo item (3) do Teorema 27, cada autoespago de Ur tem dimensao 1. Assim,
para cada y(a) € A, o autoespago correspondente é gerado por 7, e toda autofungao de T" é
um multiplo constante de algum caractere. |

Acontece que tais rotacoes sao os exemplos canonicos de transformagoes que preservam
medida com espectro discreto.

Teorema 35 (Teorema de Representagao). Uma transformacao ergédica que preserva me-
dida T com espectro discreto em um espago de probabilidade (X, %, ) é conjugada a uma
rotacao ergddica em algum grupo abeliano compacto. O grupo sera metrizavel se, e somente
se, (X, A, u) tem base enumeravel.

Prova. Seja A o grupo de todos os autovalores de 7" munido da topologia discreta. Note
que A é um subgrupo algébrico de S' (convém observar que se L?(y) é separavel, entao A é
enumeravel).

Seja G = /A\, o grupo de caracteres de A. Entao G é compacto e abeliano. Pelo teorema
da dualidade de Pontryagin (Secao A; veja também [10, §0.7]),

~

G=A

identifica-se canonicamente com A. Para cada A € A, denotaremos por Y, seu correspondente
em G, que é definido por xa(g) = g(N\), para todo g € G = A.

A aplicagao ¢: A — S' dada por ¢(\) = A define um homomorfismo do grupo discreto A
em S! e, portanto, pertence a A = G. Observe que esta aplicacao satisfaz y,(p) = @(A) = A,
para todo A € A.
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Nosso préoximo passo é construir a rotagao. Defina S: G — G por S(g) = ¢g. Ou seja,

S:G =G

g— g
A p(A)g(N).

O objetivo é mostrar que a agdo de S em (G, Z(G),v) é ergddica, onde v é a medida de
probabilidade de Haar sobre GG, e que S tem espectro discreto e seus autovalores coincidem
com os de 7.

A seguir, mostramos a ergodicidade de S. Seja v a medida de Haar em GG e suponha que
f € L*(v) seja uma fungao S-invariante, isto é, f o S = f. Pelo Teorema de Peter—Weyl
(Segdo A), os caracteres {xx}rea formam uma base ortonormal de L?(v). Portanto f admite
uma expansao em série de Fourier da forma

f:ijXAj, Aj €A
j

Da igualdade f = f o S, concluimos que
Yo bixas (9) =D bixa, (09) = D bixa, (©)xx (9)-
J J J

Da unicidade dos coeficientes da série de Fourier, concluimos que b;xy,; () = b; para cada
J. Como xy,; () = Aj, obtemos b;\; = b;. Se b; # 0, entao A\; = 1, de modo que x», = X1
e x1 = 1, ja que x1(g) = ¢g(1) = 1, para todo g € G. Logo o tinico coeficiente nado-nulo é o
coeficiente associado ao carater trivial e portanto, o inico termo nao-nulo na série de Fourier
é o termo constante e, assim, f é constante v-qtp. Logo S é ergddica e, pelo Teorema 34,
tem espectro discreto.

Para identificar os autovalores de .S, usamos o fato provado acima sobre a ergodicidade
de S e o Teorema 34. Este teorema afirma que o grupo de autovalores de S é dado por

{(7(@): 7€ G ={xa(@): e A} ={p(A): A e A} ={A: A e A} = A,

onde a primeira igualdade usa a identificagao G~ A, fornecida pelo teorema da dualidade
de Pontryagin. Portanto, S e T' tém os mesmos autovalores e ambas tém espectro discreto.
Pelo Teorema 31, elas sdao conjugadas.

Para finalizar a prova, lembramos que um grupo compacto G é metrizavel se, e somente
se, A = G é enumerével (Segdo A). Por sua vez, A é enumerdvel se, e somente se, L*(11) é se-
pardvel. Além do mais, L*(u) é separavel se, e somente se, (X, %, ) possui base enumerdvel,
veja (Proposicao 5 de [3]). |

Teorema 36 (Teorema de Existéncia). Todo subgrupo A de S é o grupo de autovalores de
alguma transformacao ergddica que preserva medida com espectro discreto.

Prova. Para provar a existéncia de tal transformacao podemos usar a rotacao S : G — G,
construida na demonstragao do Teorema 35. Nesta construcao o espago G = Aéo grupo de
caracteres de A. A transformacao S age ergodicamente sobre (G, Z(G), v), onde v é a medida
de probabilidade de Haar sobre o grupo compacto G. Além do mais, a transformagao .S possui
espectro discreto e o mais importante, os autovalores de S sdo exatamente os elementos do
conjunto A. |
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O problema de conjugacao para transformacoes ergodicas que preservam medida com
espectro discreto esta completamente resolvido. Temos alguns invariantes muito simples, a
saber, os autovalores, que determinam quando duas dessas transformagcoes sao conjugadas.
Cada classe de conjugacao de transformacgoes ergddicas que preservam medida com espectro
discreto é caracterizada por um subgrupo de S!, e cada subgrupo de S* corresponde a uma
classe de conjugacao. Assim, para esta classe de transformacoes, obtemos uma solugao muito
satisfatéria para o problema de conjugacao. Além disso, existem alguns exemplos simples, a
saber, rotagoes em grupos, tais que toda transformacao ergddica que preserva medida com
espectro discreto é conjugada a um desses exemplos.

Uma extensao desses resultados a uma classe mais ampla de transformacoes foi realizada
por Abramov [1], Hoare e Parry [7] e Hahn e Parry [4, 5]. Esta classe é a colegao de todas as
transformacgoes com espectro quase-discreto. O invariante ndo é apenas um grupo, mas uma
sequéncia de grupos conectados por homomorfismos. Os exemplos candnicos nesta classe sao
certas transformacgoes afins de grupos abelianos compactos.

10. Exemplos e Comentarios Finais

O Teorema de Representacao associa a cada transformagao ergddica com espectro discreto
um grupo compacto GG e uma rotacao sobre GG. Quando G ¢é metrizavel, o espaco de pro-
babilidade subjacente é um espaco de Lebesgue. De fato, para espacos de Lebesgue, L?(j)
é separavel e portanto qualquer base ortonormal deste espaco é formada por uma quanti-
dade no maximo enumeravel de vetores. Consequentemente, o conjunto de autovalores de
qualquer sistema dinamico ergédico T' sobre um espago de Lebesgue ¢ também no méaximo
enumeravel.

Vamos ver a seguir que, abandonando a hipdétese de o espaco de probabilidade ser um
espaco de Lebesgue, é possivel construir um sistema ergodico cujo espectro ¢ um subgrupo
nao enumeravel de S!.

A construgao parte de uma base de Hamel de R sobre Q e usa a identificacdo S' = R/Z,
obtida via a aplica¢ao t — exp(2mit).

Proposicao 37. Existe um subgrupo A C S! que é préprio, denso e nao enumeravel.

Prova. Seja B uma base de Hamel de R sobre Q com 1 € B (cuja existéncia depende do
Axioma da Escolha). Fixe um subconjunto nao enumeravel S C B\ {1} e defina

Gs = span@({l}US) < R

Como Z C G, o quociente A = Gg/7Z é um subgrupo de R/Z = S'. Por construcio, A é ndo
enumeravel. E préprio pois S é um subconjunto préprio de B\ {1} e, por ser um Q-espago
vetorial nao trivial, G5 é denso em R, logo A é denso em S'. [

Observagao 38. Nenhum subgrupo denso de S' é fechado (exceto o préprio S'). Em
particular, A nao é fechado, em consonéncia com a classificagao dos subgrupos fechados de
S!: estes sdo exatamente os grupos ciclicos finitos Z/nZ e o grupo todo.
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Exemplo 39. Este exemplo foi apresentado ao autor pelo professor Theo Zapata. Neste
exemplo vamos olhar para S! como o grupo quociente S' = R/Z. Vamos denotar por
m: R — S! a projecio candnica. Para cada subconjunto infinito S C N, defina

g =y 107" (12)

nes

Seja H o subgrupo aditivo de R gerado por todos os xg’s , com S percorrendo todos os
subconjuntos infinitos de N. Em outras palavras,

k
E{Zcixsi:kEN,qEZ, SigNe#Si:oo}. (13)
i=1
1. H é nao-enumeravel.
Antes de tudo, observemos que, se S # S’, entao xg # xg. De fato, seja
m = min(SAS’).
Suponhamos, por exemplo, que m € S\ S’. Entao

rs— T =107+ > 107" = Y107

n>m n>m
nes nes’
Logo
J]S—JZS/ 10~ m_ Z 10~ n'
n=m+1
Como . . S
X X 10~ (m+ 10
Z 107n! < Z 107" = — == 10~ (m+1)
n=m++1 r=(m+1)! 1—10 9
obtemos
= | |
Z 107™ < 107™.
n=m+1

Portanto zg — g > 0. O caso m € S"\ S é andlogo e fornece g — xg < 0. Assim,
T # Tgr.

Como existem 2% subconjuntos infinitos de N, os ntimeros g fornecem 2% elementos
distintos de H. Logo |H| > 2%. Por outro lado, como H C R, temos

H < |R|=2% = |H|=2Y.
2. As imagens 7m(zg) sao todas distintas. Defina
+00
p=>y 107"
n=1
Comparando a série acima com uma série geométrica obtemos a seguinte estimativa
+o0 \ +oo 1
p=> 107" 10" == < 1.
n=1 n=1 9
Assim, para todo subconjunto infinito S C N, 0 < zg < p < 1. Se S # 5, entdo, pelo

item anterior, zg — xg # 0. Além do mais, |xg — zg| < 1. Portanto x5 — xg ¢ 7Z. Isso
implica 7(xg) # m(xg). Consequentemente, A = w(H) contém 2™ elementos distintos.
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3. A = 7(H) é um subgrupo préprio de S'.

Como 7: R — R/Z é um homomorfismo de grupos e H é um subgrupo de R, segue
imediatamente que A é um subgrupo de S'.

Vamos mostrar agora que esse subgrupo ¢ proprio. Mais precisamente, mostraremos
que

T(1/3) ¢ A, e ;¢H+Z

Seja h € H. Entao existem k € N, coeficientes ¢y, ..., ¢, € Z e subconjuntos infinitos
S1,..., S C N tais que

k
h=> cus,.
i=1

Escrevendo cada zg, pela série que o define, obtemos

+00 k
h=> a,10™, onde a, =) ¢lg(n).
n=1

i=1

Em particular, os coeficientes a,, sdo inteiros e satisfazem a cota uniforme
k
lan| < C, C=>"lel
i=1

Para cada m € N, escreva

m +o0
h = Z a, 107™ + R,,, onde R, = Z a, 107,
n=1 n=m+1
Como 10™~™ ¢ inteiro para n < m, temos
m Pm
> a, 107 = ,
o] 10m
para algum P, € Z. Além disso,
™ 10C
R, <C Y 107" < 5 10~ (m+Dt,

n=m+1

Suponhamos, por contradi¢ao, que 1/3 € H + Z. Entao existem h € H e { € 7 tais
que

1
—=h+/
3 +
Logo, para todo m € N,
1
— =/ "+ R
3 * 0™ *
Portanto , P
1 10™ + P,
- | = |Rn|-
|3 10m™ [l
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Por outro lado, como 3 1 10™ para todo inteiro Q € Z, temos

3 10m|  3.10m 7 3.10m"

m!
L Q| _[om-3Q _ 1

pois 10™ — 3@ é um inteiro nao nulo. Usando esta observacao com @ = £10™ + P, e
a identidade anterior obtemos

1

Ryl > —.

[ o 3-10™
Mas, pela estimativa anterior,

|Rm‘ < @ 10—(m+1)!.
9
Portanto,
1 < 100 107(m+1)!.
3-10™ 9
Essa desigualdade é impossivel para m suficientemente grande, pois
10C 10C
9 10—(m+1)! — 9 10—m' 1O—mm' — 0(10—m')

O que é uma contradi¢do. Assim, concluimos que

1
SEH+Z = w(1/3)¢A = AcSh

Concluimos que A é um subgrupo préprio e nao-enumeravel de S!.
Observagdo. A transcendéncia de 372510~ um ntimero de Liouville, ndo é usada dire-
tamente na prova. O ponto essencial da construgao é apenas a lacunaridade extrema das
posigoes fatoriais. Essa lacunaridade garante que as combinagoes lineares finitas dos niime-
ros x5 tém caudas muito pequenas quando truncadas nos denominadores 10™, enquanto 1/3
permanece uniformemente afastado dos racionais com denominador 10™.

Seja A o subgrupo de S! construido no Exemplo 39 munido a topologia discreta. Note
que aqui nao podemos considerar A com a topologia induzida de S', pois neste caso A nao
seria localmente compacto (qualquer subgrupo localmente compacto é fechado e os tnicos
subgrupos fechados de S! sido todo o circulo unitdrio ou os grupos ciclicos gerados pelas raizes
da unidade) o que é vital na teoria de dualidade de Pontryagin.

Denote por G = Ao grupo dual de A e considere G munido da topologia compacto-aberta.
Pelo teorema da dualidade de Pontryagin (Segao A), G é um grupo abeliano compacto e G
identifica-se canonicamente com A. O grupo G munido de sua o-algebra de Borel Z(G) e da
medida de probabilidade de Haar v, define um espaco de probabilidade (G, Z(G),v). Defina
a rotagao R,: G — G por R,(g) = g, onde ¢ € A é o elemento correspondente a inclusao
A — S'. Conforme demonstrado na prova do Teorema 35, R, é ergddica com respeito a v e
seu grupo de autovalores é precisamente A, que é ndo-enumeravel.

Proposicao 40. Se A o subgrupo de S! construido no Exemplo 39 e G = A. Entéo o espago
de probabilidade (G, Z(G), ) ndo é um espaco de Lebesgue. Em particular, L?(G,v) nao é
separavel.
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Prova. Para cada )\ € A, defina o cardter x»: G — S! por

xa(g) = g(A).

Pela dualidade de Pontryagin, {xx}xea ¢ uma base ortonormal de L?(G,v) (este fato segue
dos resultados da teoria de Peter—Weyl para grupos abelianos compactos; veja Secao A).
Como A é ndao enumeravel, esta base ¢ ndo enumerdvel, logo L*(G, ) nao é separdvel. Um
espaco de Lebesgue sempre possui L? separével, portanto (G, Z(G),v) ndo é um espaco de
Lebesgue. [

Exemplo 41. Considere a rotagio T,: S! — S, T,,(2) = ¥z, com o € R\ Q, e a medida
de Lebesgue (Haar) A sobre S!. Neste exemplo, as autofungoes do operador de Koopman
Ur,: L?*(\) — L?()\) sdo dadas por f,(z) = 2", onde n € Z e os respectivos autovalores sao
dados por A, = exp(2mina). Neste caso, o conjunto de autovalores

{627”"'1 'n e Z} C St

forma um subgrupo enumerével e denso em S!', pois « é irracional. Topologicamente este
conjunto de autovalores nao possui pontos isolados, dito de outra forma, o espectro pontual
nio necessariamente ¢ um subconjunto discreto de S' com sua topologia usual.

Como visto na pagina 20, se T} : X; — X; é um shift de Bernoulli agindo no espaco
produto X; = {0,1,...,k;—1}2e Ty : X5 — X, é também um shift de Bernoulli agindo agora
em outro espago produto Xy = {0,1,... ks — 1}2, entao ambas transformacoes possuem
espectro de Lebesgue enumeravel. Logo, segue do Teorema 22 que ambas aplicagoes sao
espectralmente isomorfas. Mas veja que neste caso nao podemos aplicar o Teorema de
Halmos-von Neumann (Teorema 31). De fato, se as hipdteses do teorema fossem satisfeitas,
entao seriamos obrigados a concluir que 77 e 75 sao conjugadas. Mas isto entraria em
contradigdo com um resultado bem-conhecido, de Kolmogorov (1958) sobre entropia, que
garante que se k; # ko entao estes shifts nao sdo conjugados.

Como veremos abaixo, a hipdtese de espectro discreto exigida pelo Teorema 35 nao
¢ satisfeita por nenhum shift de Bernoulli. De fato, qualquer shift de Bernoulli é uma
transformagao fortemente mixing ([3, Teorema 22]) o que implica

(Upf,g) == (f.1)(L,9) =0,  Vf,g €span(1)" C L*().

Se existisse uma autofuncio f, € span(1)! associada a um autovalor A € S, A\ # 1,

terfamos (U2 fx, /) = N[ fall3, cujo médulo é dado por |[fy]|3 > 0, para todo n € N,
contradizendo a propriedade de mixing. Portanto, o tinico autovalor de um shift de Bernoulli
é A\ = 1. Além do mais, sabemos que toda aplicacao fortemente misturadora é fracamente
misturadora e pelo Teorema 17 da referéncia [3], sabemos que toda aplicagdo fracamente
misturadora possui espectro continuo, isto é, o autoespacgo associado ao autovalor A =1 ¢
unidimensional. Mas como L?(;) tem dimensao infinita, segue destas observagoes que um
shift de Bernoulli ndo pode ter espectro discreto, no sentido da Definicdo 28. Logo nao
podemos aplicar o Teorema 35 aos shifts de Bernoulli. Veremos futuramente que a entropia
de Kolmogorov fornece um invariante mais fino que efetivamente é capaz de distinguir as
classes de equivaléncias, por conjugacao, de shifts de Bernoulli.
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A. Teoria de Caracteres e Dualidade de Pontryagin

Seja G um grupo abeliano localmente compacto. Denote por G a colegao de todos os

homomorfismos continuos de G no circulo unitario S'. Os elementos de G sdo chamados de
caracteres de G.

O conjunto G munido da operacao binaria de multiplicacdo pontual de funcoes, é um

grupo abeliano. Com a topologia compacto-aberta, G torna-se um grupo abeliano localmente
compacto.

(1)

(2)

Os seguintes fatos sao usados nestas notas (para as demonstragoes, veja [10, §0.7]).

G ¢é compacto se, e somente se, G ¢ discreto. Consequentemente, G é compacto e
metrizavel se, e somente se, G é um grupo discreto e enumeravel.

(Teorema da Dualidade de Pontryagin). G é naturalmente isomorfo (como grupo

topolégico) a G. O isomorfismo canénico é a aplicagao de avaliacao I' : G — G definida
da seguinte forma
r:G—G
g—T'(g): GG
v 7(9).

Se G é compacto e i denota a medida de Haar, entao os caracteres em G sdo mutuamente
ortogonais em L?(u). Em particular,

| @ dn@) =0 sey#1.

(Teorema de Peter—Weyl - Grupos Abelianos). Se GG é compacto e y é a medida de
Haar, entdo os caracteres de G formam uma base ortonormal de L?(u). Em particular,
toda f € L?(u) admite uma expansao em série de Fourier

f = Z CLW’)/?
~ed

onde a, = (f,v) e apenas uma quantidade enumeravel de coeficientes é nao nula.
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