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Resumo

Nestas notas, estudamos as convergéncias quase certa, em probabilidade, em mé-
dia, em média quadratica e em distribuicdo para sequéncias de variaveis aleatorias.
Demonstramos as principais implicacbes entre essas nog¢oes e apresentamos contra-
exemplos para as reciprocas falsas. Discutimos o critério de Borel-Cantelli para a
convergéncia quase certa e o papel da dominacdo na obtencdo das convergéncias em
média e em média quadratica. Como aplicacido, deduzimos a Lei Fraca dos Grandes
Numeros sob a hipétese de variancia finita. A exposicao inclui exemplos e exercicios e
segue de perto as referéncias [1, 2, 3].

1. Introducao

Nas notas anteriores, estudamos uma variavel aleatoria por vez. Fixado o espago de probabi-
lidade (2, F,P), descrevemos a distribui¢ao de X, calculamos sua esperanga, sua variancia e
seus momentos e usamos essas grandezas para estimar a probabilidade de eventos associados
a X. A desigualdade de Chebyshev, por exemplo, transforma informacao sobre a variancia
em uma cota para P(|X — E[X]| > t), com ¢ > 0, isto é, para a probabilidade de um desvio
de tamanho pelo menos t. Em todas essas situagoes, o objeto de interesse era um tunico
experimento aleatorio.

Nestas notas, o objeto de interesse passa a ser uma sequéncia Xy, X, X3, ... de variaveis
aleatérias definidas no mesmo espago de probabilidade. Sequéncias aparecem naturalmente
em varios problemas. Ao lancar uma moeda repetidamente, podemos acompanhar a fre-
quéncia relativa de caras nos n primeiros lancamentos e perguntar se ela se estabiliza. Ao
repetir um experimento para estimar uma média desconhecida, como na integragao de Monte
Carlo, calculamos médias de um ntmero crescente de observagoes e queremos saber se elas
se aproximam do valor procurado. Ao considerar o maximo M, = max{Ui,...,U,} de n
varidveis uniformes em (0, 1), vemos que M, aumenta com n e parece se aproximar de 1.
Em cada um desses exemplos, temos uma sequéncia de niimeros aleatorios e uma pergunta
do tipo: esta sequéncia se aproxima de algum limite? Em que sentido? Com que nivel de
incerteza?
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A expressao “em que sentido” é o ponto central destas notas, porque hé varias respostas
razoaveis e elas nao sao equivalentes. A resposta mais direta é exigir que, para cada ponto
w do espago amostral, a sequéncia de ntimeros reais X, (w) convirja para X (w) no sentido
usual de sequéncia de niimeros reais. Essa forma de convergéncia, como veremos a frente,
¢é fortemente relacionada a convergéncia quase certa. Esta nocdo de convergéncia é mais
forte que a convergéncia em probabilidade e que a convergéncia em distribui¢do, mas nao é
comparavel com as convergéncias em média e em média quadratica, como veremos na Secao 5.
Ha, porém, duas dificuldades. A primeira é que a convergéncia pode falhar em um conjunto
de pontos, e esse conjunto precisa ser pequeno do ponto de vista da medida de probabilidade,
nao do ponto de vista da cardinalidade. A segunda é que, em muitos problemas concretos,
nao ha como controlar o comportamento ponto a ponto de toda a sequéncia: o que sabemos
estimar é a probabilidade de que X, se afaste de X em uma etapa fixada n. Isso sugere uma
noc¢ao mais fraca, na qual se pede que a probabilidade de um desvio de tamanho ¢ tenda a
zero quando n cresce. Essa é a convergéncia em probabilidade.

Além dessas duas nogoes, ha as convergéncias definidas por médias dos erros. Se o valor
absoluto do erro, | X, — X|, tem média pequena, entdo, por Markov, a probabilidade de que
esse valor seja grande também é pequena. Assim, exigir que E|X,, — X| tenda a zero, a
convergéncia em média, ou que E[(X,, — X)?] tenda a zero, a convergéncia em média qua-
dratica, produz noc¢oes mais fortes que a convergéncia em probabilidade. A vantagem dessas
nogoes é que elas se reduzem a calculos de esperanca, com os quais ja estamos habituados.
A desvantagem é que a média pode ser estragada por poucos pontos onde o erro é enorme,
mesmo que a sequéncia convirja em quase todos os pontos.

H& ainda uma quarta possibilidade, que abandona a comparacao entre os valores de X,
e os de X e compara apenas as distribui¢oes. Dizemos que X, converge em distribuicao
para X quando as fungoes de distribuicao Fx, () = P(X,, < x) convergem para Fx(z) em
todo ponto z em que Fx é continua. Essa noc¢ao é a mais fraca de todas e é a que aparece
no Teorema do Limite Central, quando afirmamos que as somas normalizadas, sob certas
condigoes, tém distribuicdo aproximadamente normal, sem que isso signifique que elas se
aproximem de uma variavel normal especifica. A convergéncia em distribuicdo também é a
unica das nogoes que faz sentido quando as variaveis X,, vivem em espacos de probabilidade
diferentes, ou quando a variavel limite nao esta definida no mesmo espaco que as demais.

O objetivo destas notas é apresentar as cinco nogoes, compara-las e fornecer ferramentas
para verificar convergéncia em problemas concretos. A Secdo 2 recorda os resultados sobre
limites de eventos e o lema de Borel-Cantelli, tratados em notas de aula anteriores. Em
seguida, na Se¢ao 3, tratamos da convergéncia quase certa e discutimos com cuidado a
definicao por € e ng, que costuma ser a primeira dificuldade real do assunto. A Secao 4
introduz a convergéncia em probabilidade e mostra que ela é consequéncia da convergéncia
quase certa, mas nao é equivalente a ela. A Secao 5 discute as convergéncias em média
e em média quadrdtica e as comparagoes entre elas. A Secao 6 introduz a convergéncia
em distribuicdo e prova que a convergéncia em probabilidade implica a convergéncia em
distribuicao. A Secao 7 reune todas as implicagoes em um diagrama que mostra como a
convergéncia quase certa, acompanhada de hipdteses adequadas de dominacgdo, recupera
todas as outras nogoes.

A técnica mais empregada neste texto para obter a convergéncia quase certa de uma
sequéncia de variaveis aleatérias é a de se estimar séries da forma

;IPOXn - X|>e¢),
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analisar sua convergéncia e aplicar o primeiro lema de Borel-Cantelli, quando a série acima
for convergente. Fixado ¢ > 0, cada termo dessa série é a probabilidade de que X, se
afaste de X por pelo menos €. Para obter a convergéncia quase certa, precisamos controlar
a repeticao desses desvios ao longo da sequéncia. E nesse ponto que a somabilidade é 1til:
pelo primeiro lema de Borel-Cantelli, se a série converge, entdao, para quase todo w, tais
desvios ocorrem apenas finitas vezes. Assim, |X,(w) — X(w)| < ¢ a partir de algum indice.
Se a série converge para todo ¢ > 0, aplicamos esse argumento as tolerancias e = 1/m, com
m > 1. Como sao enumeraveis, podemos excluir um tnico conjunto de probabilidade zero
fora do qual X, (w) — X (w). Esse é o contetdo da Proposi¢ao 8, que serd usada em notas
de aula futuras sobre a Lei Forte dos Grandes Nimeros.

Por outro lado, se exigirmos apenas que P(|X,, — X| > ¢) — 0 para todo € > 0, obtemos
a convergéncia em probabilidade. Para cada tolerancia fixada, essa condi¢ao garante que a
probabilidade de um desvio seja pequena em todo indice suficientemente grande. Mas os
conjuntos de pontos w em que os desvios ocorrem podem variar com n. Mesmo que suas
probabilidades tendam a zero, um mesmo ponto pode pertencer a infinitos desses conjuntos,
impedindo a convergéncia de X, (w) para X(w). A somabilidade permite excluir essa pos-
sibilidade para quase todo w, pelo primeiro lema de Borel-Cantelli. Ela é, portanto, uma
condicao suficiente para a convergéncia quase certa, mas nao necessaria, como veremos na
Secao 3.6.

A exposicao segue de perto as Sec¢oes 1 e 2 do Capitulo 1 e a Secao 25 do Capitulo 5 de
[1], as Segoes 8.1, 8.2 e 8.5 do Capitulo 8 de [3] e a Segao 2.3 de [2]. Os exemplos foram
escolhidos para que cada implicacdo e cada reciproca falsa tenham pelo menos um exemplo
concreto associado.

2. Preliminares: o Lema de Borel-Cantelli

Nesta secao, recordamos os resultados sobre sequéncias de eventos que serao usados em
quase todas as demonstragdes. As provas estao nas notas de aula Desigualdades de Markov
e Chebyshev e o lema de Borel-Cantelli, onde também se encontra a discussdo completa
dos limites superior e inferior. Aqui repetimos os enunciados para conveniéncia do leitor e
acrescentamos alguns comentarios necessarios ao uso que faremos destes resultados.

Defini¢ao 1 (Limite superior de uma sequéncia de eventos). Seja (A,),>1 uma sequéncia
de eventos. O limite superior de (A,) é o evento

limsup A, = ﬂ U Ap.
n—oo

n=1k=n
Escrevemos também {A,, infinitas vezes} ou {A,, i.v.} para denotar este evento.

Um ponto w pertence a Uy, Ar quando pertence a pelo menos um Ay com k > n. Dizer
que w esta na interse¢do sobre todos os n significa, portanto, que para cada n existe um
indice k > n tal que w € Ay, isto é, que os Indices k para os quais w € Ag nao sao limitados.
Em palavras,

limsup 4, = {w € Q: w € A, para infinitos indices n}.

n—oo

O limite inferior tem definicao dual e corresponde a “a partir de algum momento™:

ligr_lggf A, = U ﬂ A ={w € Q:w € A, para todo n suficientemente grande}.

n=1k=n



Temos liminf, A,, C limsup,, A,,, e o complementar troca um limite pelo outro:

(lim sup An> = liminf A7 .
n—00 n—00
Teorema 2 (Primeiro lema de Borel-Cantelli). Seja (A,,),>1 uma sequéncia de eventos tal
que ¥,»1 P(4,) < co. Entao

P(lim sup An) = 0.

n—oo

Em outras palavras, com probabilidade 1 ocorrem apenas finitos dos eventos A,,.

Enfatizamos que para aplicar o lema acima nao precisamos da hipotese de independéncia
dos eventos. Este primeiro lema de Borel-Cantelli vale para qualquer sequéncia de eventos.
Por outro lado, para aplicar o segundo lema é importante verificar a hipétese de indepen-
déncia.

Teorema 3 (Segundo lema de Borel-Cantelli). Seja (A,),>1 uma sequéncia de eventos in-
dependentes com Y,,»; P(A,) = co. Entao

IP’(lim sup An) =1
n—oo

A prova, que estd nas notas citadas, usa a desigualdade 1 — x < e * para estimar
IP’( N s A¢) e depois a continuidade da medida. N&o repetiremos o argumento porque
ele nao sera usado diretamente aqui; o segundo lema aparecerd apenas em exemplos e na
discussao da reciproca do critério de Borel-Cantelli.

Encerramos a se¢ao com uma observacao sobre o uso desses resultados. O primeiro lema
transforma uma informacao sobre a soma das probabilidades em uma informagao sobre o
conjunto dos pontos onde os eventos ocorrem infinitas vezes. Essa passagem é uma maneira
elementar particularmente til de obter convergéncia quase certa a partir de estimativas de
probabilidade, e é por isso que a série >, P(A,,) aparecerd tantas vezes no que segue.

3. Convergéncia Quase Certa

3.1. A Definicao

A primeira nocao de convergéncia que estudaremos é a mais préxima da convergéncia de
sequéncias de nimeros reais. Fixado w, a sequéncia X;(w), Xa(w),... é uma sequéncia de
numeros reais, e podemos perguntar se ela converge no sentido usual. A convergéncia quase
certa pede que isso ocorra para quase todo w.

Definigao 4 (Convergéncia quase certa). Sejam X, X;, X, ... varidveis aleatorias defini-
das em um mesmo espago de probabilidade (€2, F,P). Dizemos que (X,) converge quase
certamente para X se

P({w eQ: nh_>noloXn(w) = X(w)}) =1

q.c. .
Nesse caso, escrevemos X,, —> X ou, simplesmente, X,, — X quase certamente.



O conjunto que aparece na definicdo é o conjunto dos pontos onde a sequéncia numérica
converge. Denotaremos esse conjunto por

E= {w €Q: lim X, (w) = X(w)}.

n—oo

A definicao pede que F tenha probabilidade 1, ou seja, que seu complementar tenha proba-
bilidade zero. Os pontos de E° sdo os pontos onde a sequéncia nao converge para X (w), e
a exigéncia é que eles formem um conjunto pequeno do ponto de vista da medida P. Note
que E° pode ser nao vazio e pode até ser nao enumeravel; o que a defini¢ao controla é a sua
probabilidade.

Antes de usar a definicao, precisamos saber que E é um evento, isto é, que £ € F. A
préxima proposicao resolve essa questao e, ao mesmo tempo, traduz a definicdo em uma
forma que serd usada em todas as demonstragoes.

3.2. O Conjunto de Convergéncia em Termos de Eventos

Proposicao 5 (Caracterizacao da convergéncia quase certa). Sejam X, X, Xy, ... varidveis

aleatérias. Entao -
E:ﬂUﬂ{p( X|<} (1)

m=1 N=1n=N
e, equivalentemente,
1
U hmsup{|X - X| > } (2)
m

m=1 n—oo

Em particular, £ € F e
X, — X = ]P’(lirnsup{]Xn - X| > %}) =0 paratodom > 1.
n—oo

Prova. Vamos demonstrar a identidade (1) verificando as duas inclusées. Suponha primeiro
que w € E e fixe m > 1. Pela definigao de F, temos X, (w) — X (w). Aplicando a defini¢ao
de convergéncia a tolerancia 1/m, obtemos um indice N € N tal que | X, (w) — X(w)| < 1/m
para todon > N. A validade dessa desigualdade para todos os indices a partir de N significa
que
w e ﬂ {\X - X| < 1}
n=N
O indice N pode depender de m e de w. A existéncia de um tal indice é expressa pela uniao

sobre N: .
w e U ﬂ{]X X]<}

N=1n=N

Como m > 1 foi arbitrario, w pertence a essa uniao para todo m > 1. Portanto, w pertence
a intersecao dessas unioes:

ve N U N{x-x1<-}
m=1 N=1n=N
Como w foi escolhido arbitrariamente em E, concluimos que

Ec U ﬂ{|X X|<}

m=1N=1n=N



Isso prova a primeira inclusao necessaria para (1).

Para provar a inclusao contraria, suponha que w pertence ao conjunto do lado direito da
identidade (1). Vamos mostrar que X, (w) — X (w) quando n — oo.

Fixe ¢ > 0. Como 1/m — 0, existe m > 1 tal que 1/m < €. Por hipétese, w pertence a
todos os conjuntos da intersecao em m. Em particular, para o m que acabamos de escolher,

temos
o (o) 1
ve U N {|Xn—X| < }
N=1n=N m
Pertencer a essa uniao significa pertencer a pelo menos um dos conjuntos que a formam.
Assim, existe N € N tal que

= 1
we () {|Xn—X|<}.
m

n=N

Isso significa que a desigualdade vale para todos os indices a partir de N. Portanto,
1
|1 Xn(w) — X(w)| < —<e para todo n > N.
m

Como ¢ > 0 foi arbitrario, concluimos que X, (w) — X(w) e, portanto, w € E. Isto mostra
que

NU N{x-x<}ce

m=1 N=1n=N

As duas inclusoes demonstradas acima nos permitem concluir que vale a identidade (1).

A identidade (1) também mostra que E é um evento. De fato, como X,, e X sdo varidveis
aleatdrias, cada conjunto {|X, — X| < 1/m} pertence a F. Pela identidade, E é obtido a
partir desses conjuntos por unioes e interse¢oes enumeraveis. Como F é uma o-algebra,
essas operagoes produzem um conjunto que ainda pertence a F. Logo E € F.

Vamos agora calcular E°. Para isso, tomamos o complementar dos dois lados de (1) e
usamos as leis de De Morgan: o complementar de uma intersecao ¢ a uniao dos complemen-
tares, e o complementar de uma unidao é a interse¢cdo dos complementares. Além disso, o
complementar de {|X,, — X| < 1/m} é {|X,, — X| > 1/m}. Assim,

(A0 A3}
U N U{x-xz-}

m=1 N=1n=N

> 1
=U limsup{]Xn - X| > }
1 m

m= n—o0

Na tultima igualdade usamos a defini¢ao de limite superior de eventos. Isso prova (2). Cada
limite superior nessa formula é um evento, pois é uma intersecdo enumeravel de unioes
enumeraveis de eventos.



Resta demonstrar a equivaléncia que aparece no final do enunciado. Suponha primeiro
que X,, — X quase certamente. Entdo P(F) =1 e P(E¢) = 0. Por (2), cada evento da uniao
esta contido em E°. Logo, para todo m > 1,

0< P(limsup{|Xn - X| = ;}) < P(E) = 0.
n—oo

Reciprocamente, suponha que cada uma dessas probabilidades seja zero. Usando (2) e a
desigualdade de Boole, obtemos

P(E) < Y P(limsup{]Xn —X| > ;}) = 0.
m=1 n—o0

Portanto, P(E) = 1, isto é, X,, — X quase certamente. [ |

A proposicao anterior mostra como provar a convergéncia quase certa usando apenas os
niumeros 1,1/2,1/3,.... Para cada m > 1, consideramos os pontos w em que a desigualdade
| X, (w) — X (w)] = 1/m vale para infinitos valores de n. Precisamos mostrar que esse conjunto
tem probabilidade zero.

Se cada um desses conjuntos tem probabilidade zero, a desigualdade de Boole garante
que sua uniao também tem probabilidade zero, pois a uniao é enumeravel. Fora dessa uniao,
para cada m, o erro é menor que 1/m a partir de algum indice. Isso implica X, (w) — X (w),
ja que dado € > 0, basta escolher m com 1/m < e.

Se considerassemos diretamente todos os € > 0, teriamos uma familia nao enumeravel
de conjuntos excepcionais e nao poderiamos aplicar o mesmo argumento. Uma unido nao
enumeravel de conjuntos de probabilidade zero pode ter probabilidade positiva. Por exemplo,
na medida uniforme em (0, 1), cada conjunto de um tinico ponto tem probabilidade zero, mas
a unidao de todos eles é o intervalo inteiro, de probabilidade 1. A sequéncia 1/m permite
evitar essa dificuldade: ela tende a zero e tem apenas uma quantidade enumeravel de termos.

3.3. A Definicao de Convergéncia em Detalhes

Nesta subsecao, discutimos a definicdo com o cuidado que ela merece, porque é aqui que
aparece a primeira dificuldade real do assunto. A dificuldade nao estda na matematica, mas
na ordem dos quantificadores.

Em analise, dizemos que z,, — = quando

para todo € > 0 existe N € N tal que |z, — z| < ¢ para todo n > N. (3)
A negacao dessa afirmacao é
existe € > 0 tal que, para todo N € N, existe n > N com |z,, — x| > ¢. (4)

O ponto importante é que, em (3), o nimero N pode depender de ¢, e em (4) o indice n
pode depender de N. Ao passar para variaveis aleatorias, acrescentamos uma dependéncia
adicional: N pode depender de w. A definicdo de convergéncia quase certa nao pede que
exista um tunico N que sirva para todos os pontos; ela pede que, para cada ponto de um
conjunto de probabilidade 1, exista um N proprio daquele ponto.

Para ver como essa dependéncia se traduz em eventos, fixe € > 0 e considere o conjunto
dos pontos para os quais a desigualdade |X,, — X| < ¢ vale a partir de algum indice:

B.= G ﬁ{|Xn—X|<e}.

N=1n=N



Um ponto w pertence a B. se, e somente se, existe N tal que | X, (w) — X(w)| < € para
todo n > N. Isso é exatamente a afirmacao “a tolerancia € é respeitada a partir de um
certo momento”, com o momento dependendo de w. O evento B. é, portanto, a versao
probabilistica da condigdo que aparece em (3) para uma tolerancia fixada.

A convergéncia em w exige que essa condi¢ao valha para todas as tolerancias ao mesmo
tempo. Assim,

E=)B..
e>0

Essa intersecao nao ¢ enumeravel, mas a monotonicidade de B, em € permite substitui-la por
uma interse¢do enumerdvel: se By, ocorre para todo m, entao B, ocorre para todo € > 0,
porque basta escolher m com 1/m < € e usar Bi/m € B.. Logo

E = m Bl/ma
m=1

que é a identidade (1).
Resta entender por que a intersecao enumeravel preserva a probabilidade 1. Suponha
que P(By/,) = 1 para todo m. Entao P(Bf/m) = 0 para todo m e, pela subaditividade

enumeravel,
o0

o0

m=1 m=1
Tomando complementares, P(E) = 1. Na preservagao da probabilidade 1, a enumerabilidade
é usada neste passo, por meio da subaditividade enumerdvel. E também aqui que muitos
argumentos informais erram. Nao é verdade que uma intersecao arbitraria de eventos de
probabilidade 1 tenha probabilidade 1; é verdade para interse¢oes enumeraveis.

A negacao da convergéncia em um ponto w, que serd usada para construir contraexemplos,

tem a seguinte forma. O ponto w nao pertence a F se, e somente se, existe m > 1 tal que,
para todo N, existe n > N com | X, (w) — X(w)| = 1/m. Em simbolos,

1
w e k¢ — dm>21VYVN>21 dn>2N: |X,(v)—X(w)|>—.
m
Essa é a versao de (4) com a dependéncia em w explicitada. A diferenca entre
VYm AN Vn > N e dn VN dn > N

¢é toda a diferenca entre convergéncia e nao convergéncia, e a segunda forma ¢é a que devemos
verificar quando queremos mostrar que uma sequéncia ndo converge em um ponto. Na
segunda forma, a tolerancia que testemunha a falha é uma sé, escolhida uma vez; ela nao
precisa funcionar para todos os m.

Vale registrar uma consequéncia pratica da discussao. Para provar que X,, — X quase
certamente, é suficiente exibir, para cada m, um evento B,, de probabilidade 1 tal que, em
B, a desigualdade |X,, — X| < 1/m valha para todo n suficientemente grande. Em outras
palavras, podemos trabalhar com uma tolerancia de cada vez, desde que o fagcamos para
todas as tolerdncias da sequéncia 1/m e que os eventos excepcionais sejam enumeraveis.

Essa leitura também mostra o que a convergéncia em probabilidade nao fornece. Ela d&,
para cada tolerancia fixada, a informacao de que a probabilidade do evento ruim é pequena
em cada etapa, mas nao diz nada sobre a organizacdo dos indices ruins ao longo do tempo.
O exemplo da sequéncia que varre o intervalo, na Secao 4.4, mostrara que os conjuntos ruins
podem se deslocar indefinidamente, de modo que cada ponto seja atingido infinitas vezes
ainda que a probabilidade de cada conjunto tenda a zero.



3.4. Primeiros Exemplos

Exemplo 6. Seja X uma varidvel aleatéria qualquer e defina X,, = X +1/n. Entao X,, — X
quase certamente. De fato, para todo w,

Xu() ~ X(w)| = = —0,

de modo que £ = Q e P(F) = 1. O exemplo ¢ trivial, mas serve para fixar a notagao: a
convergéncia quase certa é uma afirmacao sobre a sequéncia numérica obtida em cada ponto,
e nao sobre a distribuicao das variaveis.

Exemplo 7 (O maximo de varidveis uniformes). Sejam Uy, Us, ... varidveis aleatorias inde-
pendentes com distribui¢ao uniforme em (0, 1) e seja M,, = max{Uy,...,U,}. Entdo M,, — 1
quase certamente.

Para calcular a probabilidade de um desvio, observamos que o maximo de dois niimeros
¢ menor ou igual a z exatamente quando ambos sao menores ou iguais a z. Para variaveis
aleatérias X e Y, isso significa que, para cada w € Q e z € R,

max{X(w),Y(w)} <z <= Xw)<zeY(w)<
Logo, os dois eventos abaixo contém exatamente os mesmos pontos:
{maX{X,Y} < z} ={X <z} n{Y <z}

Com n varidveis, precisamos que a desigualdade valha para todas elas. Portanto, para
€ (0,1),

(M, <1—-¢}= ﬂ{Uk 1—e}.
Como as variaveis Uy sao independentes, os eventos dessa interse¢do também sao indepen-

dentes. Além disso, como a distribuigdo de cada Uy é uniforme em (0, 1), cada evento tem
probabilidade 1 — . Usando ainda que M,, < 1 quase certamente, obtemos

P14, 11> 2) =B34, <19
H(fee-)
li[( 1—5)
=(1—¢)".

Para cada m > 2, tome ¢ = 1/m. A série geométrica Y, (1—1/m)" converge, logo o primeiro
lema de Borel-Cantelli garante que

IP’(]M,L — 1] > L infinitas Vezes) = 0.

Para m = 1, o evento correspondente também tem probabilidade zero, pois 0 < M,, < 1
quase certamente. Como isso vale para cada m > 1 e a unido sobre m é enumeravel, o
conjunto em que algum desses eventos ocorre tem probabilidade zero. Pela Proposicao 5,
M, — 1 quase certamente.



O exemplo anterior antecipa o critério da proxima subsecao: a convergéncia quase certa foi
obtida a partir da somabilidade das probabilidades dos desvios. O célculo de P(M,, < 1—¢) é
elementar porque as variaveis sao independentes, e a somabilidade decorre de a probabilidade
decair geometricamente. Nos problemas de médias, a probabilidade de um desvio decai
apenas como 1/n, e a série diverge; serd preciso um argumento mais fino, que é o contetido
das notas de aula sobre a lei forte.

3.5. O Critério de Borel-Cantelli

O resultado a seguir é a ferramenta padrao para provar convergéncia quase certa. Ele
transforma uma estimativa sobre cada n em uma conclusao sobre o comportamento de toda
a sequéncia.

Proposicao 8 (Critério de Borel-Cantelli). Sejam X, X, X,, ... varidveis aleatérias. Supo-
nha que, para todo € > 0,

S P(IX, — X| =€) < o, (5)
n=1
Entao X,, — X quase certamente.

Prova. Fixe m > 1 e defina A,,,, = {|X,, — X| > 1/m}. A hipétese, aplicada a ¢ = 1/m,
diz que Y, P(A,m) < co. Pelo Teorema 2,

]P’(lim sup Amm) =0.
n—o0

Como isso vale para cada m, a uniao enumerével {J,,, lim sup,, A, ,,, também tem probabilidade
zero. Pela Proposicao 5, esse conjunto é exatamente E°. Logo P(E) = 1, isto é, X,, — X
quase certamente. [ |

A leitura da prova esclarece o papel de cada hipdtese. O primeiro lema de Borel-Cantelli
¢é aplicado a uma tolerancia fixa; a passagem para todas as tolerdancias ¢é feita pela unido
enumeravel em m; e a identificacdo do conjunto excepcional com E* é feita pela Proposicao 5.
Nenhuma hipétese de independéncia é usada, o que é coerente com o fato de o primeiro lema
nao exigir independéncia.

Vale comparar (5) com a definigdo de convergéncia em probabilidade, que estudaremos
na préxima segdo. Aquela definicdo pede apenas que cada termo P(|X,, — X| > ¢) tenda a
zero. A hipotese (5) pede que a soma desses termos seja finita, o que é estritamente mais
forte. A diferenca é a mesma que existe entre dizer que uma sequéncia de nimeros nao
negativos tende a zero e dizer que ela é somavel: a segunda afirmacao controla o conjunto
dos indices, e nao apenas o termo genérico.

Na pratica, raramente verificamos (5) para todos os €. O corolario seguinte mostra que
basta uma sequéncia de tolerancias que tende a zero.

Corolario 9 (Critério com tolerancias variaveis). Sejam X, X, Xy, ... varidveis aleatérias e
seja (&,,) uma sequéncia de ntimeros positivos com €, — 0. Se

[e.e]
S P(|Xn = X| 2 en) < o0,
n=1

entao X,, — X quase certamente.
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Prova. Fixe ¢ > 0. Como ¢, — 0, existe ng tal que g, < ¢ para todo n > ng. Para esses
indices,

{1X, = X| 2 e} € {|X0 = X| > e},
logo

oo o
P(IX, = X >e) < Y P(I1X, - X| > 2,) < 0.
n=ngo n=no
Os primeiros ng — 1 termos formam uma soma finita e cada um deles é no maximo 1, logo
a série completa > >°, também converge. Agora, para finalizar a prova, basta aplicar a
Proposicao 8. [

O corolario fornece também um controle do erro. Pelo primeiro lema de Borel-Cantelli,
a hipdtese de somabilidade garante que, para quase todo w,

[ Xn(w) = X(w)| < en

para todo n suficientemente grande. Como &, — 0, essa desigualdade implica X, (w) —
X(w). Portanto, além de provar a convergéncia quase certa, obtemos uma sequéncia que
limita o erro a partir de algum indice.

3.6. O Critério Nao E Necessario

A hipétese (5) é suficiente, mas nao é necessaria. O exemplo a seguir mostra uma sequéncia
que converge quase certamente e para a qual a soma das probabilidades dos desvios diverge.

Exemplo 10 (Convergéncia quase certa com série divergente). Seja 2 = (0, 1] com a medida
de Lebesgue e defina A, = (0,1/n) e X,, = 1,4,. Para cada w € (0,1], existe ny tal que
1/n < w para todo n > ny; para esses indices, w ¢ A,, e X, (w) = 0. Logo X,,(w) — 0 para
todo w, e a convergéncia é quase certa (na verdade, vale em todo ponto). Por outro lado,
para 0 <e < 1,

P(|X, — 0| >¢) = P(A,) = —,
( [>¢) =P(4,) =
de modo que Y, P(|.X,,| =€) = co. A hipétese do critério falha, mas a conclusdo vale.

O que distingue o exemplo anterior de uma situagdo em que o critério é necessario é a
estrutura dos eventos. No exemplo, os eventos A, sdo encaixados: A,;1 C A,. Cada ponto
sai de todos os A,, a partir de um certo indice, e a probabilidade de A,, tende a zero sem que
a soma convirja. O primeiro lema de Borel-Cantelli ndo se aplica porque ele é um critério
baseado na soma, e a soma ¢é grande justamente porque os eventos se repetem nos mesmos
pontos. Compare com o exemplo a seguir, no qual as probabilidades sao as mesmas, mas os
eventos sao independentes.

Exemplo 11 (Desvios independentes com série divergente). Seja (A,) uma sequéncia de
eventos independentes com P(A,,) = 1/n e X, = 14,. Pelo segundo lema de Borel-Cantelli,
P(limsup,, A,) = 1. Os eventos A¢ também sao independentes e Y, P(AS) = oo, j4 que
P(AS) = 1—1/n para n > 2; aplicando de novo o segundo lema, P(limsup,, AS) = 1. Seja w
na intersegao dos dois limites superiores, que tem probabilidade 1. Entdo X,(w) = 1 para
infinitos indices e X, (w) = 0 para infinitos indices, de modo que a sequéncia nao converge
em w. Logo a probabilidade de convergéncia ¢ zero.
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Os dois exemplos tém a mesma distribuicdo marginal para cada X,, e conduzem a conclu-
soes opostas. Isso mostra que a convergéncia quase certa nao ¢ uma propriedade da colecao
de distribui¢oes individuais: ela depende da estrutura de dependéncia entre as variaveis, isto
é, da distribuicao conjunta da sequéncia. A convergéncia em distribui¢cao, que estudaremos
na Secao 6, é justamente a nocao que ignora essa estrutura.

4. Convergéncia em Probabilidade

4.1. A Definicao

A convergéncia em probabilidade é a nocao que corresponde a pergunta “qual é a chance de
que X, se afaste de X em uma etapa fixada?”. Ela nao tenta controlar o comportamento
simultaneo de todos os indices, e é justamente por isso que é mais fraca que a convergéncia
quase certa.

Defini¢ao 12 (Convergéncia em probabilidade). Sejam X, X;, Xy, ... varidveis aleatorias
em um mesmo espago de probabilidade. Dizemos que (X, ),en converge em probabilidade
para X se, para todo € > 0,

lim P(|X, — X| >¢) =0,

n—oo

P
Nesse caso, escrevemos X,, — X.

A definigao é equivalente a dizer que, para todos € > 0 e § > 0, existe ng tal que
IP’(\X,L—X|<5> >1-9 para todo n > ng.

Essa forma é 1til quando queremos exibir ny explicitamente. A forma com o limite é mais
compacta e sera a que usaremos nas demonstracoes.

Duas observagoes sobre a definicdo. A primeira é que o evento cuja probabilidade se
controla depende de €, mas nao de w: a exigéncia é que, em cada etapa, a probabilidade do
desvio seja pequena, e nao que o desvio seja pequeno em cada ponto. A segunda é que a
escolha de > ou > no evento nao altera a defini¢ao, porque {| X, —X| > ¢} C {|X,,— X| > ¢’}
para todo ¢ < e. Usaremos > para manter a coeréncia com as desigualdades de Markov e
Chebyshev, que sao enunciadas nessa forma.

4.2. Exemplos

Exemplo 13 (Convergéncia em probabilidade de uma translagao). Seja X uma varidvel
aleatéria e X, = X + 1/n. Para todo € > 0 e todo n > 1/e,

P(1X, — X| > ) —P(i 25) =0,

logo X,, — X em probabilidade. O exemplo é o mesmo do Exemplo 6, e nele a convergéncia
vale em todas as nocoes que estudaremos.

Exemplo 14 (A frequéncia de um resultado no dado). Lancemos um dado honesto n vezes,
de forma independente, e seja N, o numero de vezes em que o resultado é 5 ou 6. Entao
N,, ~ Bin(n, 1/3) e, consequentemente,

n 2n

E[N,] = 3 e Var(N,,) = 5

12



Pela desigualdade de Chebyshev aplicada a varidvel aleatéria N, /n, concluimos que

N, 1 1 N, 1 2n/9 2
(|22 -3 ze) < ovar(Sh) = 5 g0 =
( n 3 ‘ E) g2 ar n g2 n? Ine?

Logo N,/n — 1/3 em probabilidade. O ndmero 1/3 ¢ a probabilidade de o resultado ser
5 ou 6 em um lancamento, e o exemplo é, como veremos mais a frente, uma versao mais
simples da chamada Lei dos Grandes Nimeros.

4.3. Convergéncias Quase Certa e em Probabilidade

A convergéncia quase certa é mais forte que a convergéncia em probabilidade. Como veremos
abaixo, a prova é curta e baseada na caracterizagao dada pela Proposicao 5 e na continuidade
da medida.

Proposicao 15. Se X,, — X quase certamente, entao X,, — X em probabilidade.

Prova. Fixe € > 0. Escolha m com 1/m < ¢ e defina os eventos
A, ={X,—X| > ¢} e Apm ={|Xn — X| = 1/m}.
Como A,, C A, ,, temos limsup,, A,, C limsup,, A, . Pela Proposicao 5,

P(limsup A, ,,) =0 = P(limsup A,) = 0.

Considere a sequéncia decrescente

By = | Ar
k=n

Temos A, C B, e, B, =limsup,, A,,. Pela continuidade da medida

n—oo

nhj& P(B,) = P(ﬂ Bn> = P(lim sup An> =0.
n=1

Como 0 < P(4,) < P(B,), segue que P(A4,) — 0, isto é, X,, — X em probabilidade. |

Vale sublinhar a estrutura da prova, porque ela se repete. Para passar de “quase certa-
mente” para “em probabilidade”, nao comparamos X, com X diretamente. Em vez disso,
usamos que o evento limsup,, A,, no qual ocorrem infinitos desvios de tamanho pelo menos
e, tem probabilidade zero, e que a probabilidade de A, é majorada pela probabilidade da
cauda B,,, que converge para a probabilidade do limite superior. A continuidade da medida
faz a ponte entre a informacao sobre o limite superior e a informagao sobre cada termo.

4.4. As Duas Nocoes Nao Sao Equivalentes

A convergéncia em probabilidade nao implica convergéncia quase certa. O contraexemplo
padrdao é uma sequéncia de indicadoras de intervalos que percorrem o intervalo (0,1] em
blocos de comprimento decrescente. Em cada etapa, a probabilidade de o indicador valer 1
é pequena, mas cada ponto é visitado infinitas vezes.
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Exemplo 16 (A sequéncia que varre o intervalo). Seja 2 = (0, 1] com a medida de Lebesgue.
Para cada k > 1, particione (0, 1] nos intervalos

Jj—17 .
b= (M) o
A Figura 1 ilustra o efeito de variar j com k fixo: a posi¢cdo do intervalo muda, mas seu

comprimento permanece igual a 1/k. Por outro lado, com j fixo, aumentar k& diminui esse
comprimento e aproxima as extremidades de 0.

1/k
—
Lija o — )
0 | 1
L 1/k
I
Iy o o—t .
i k !
i 1/k
I,
Ik-,jJrl o o e —— .
1

Figura 1: Os intervalos Iy ;.

Para construir uma sequéncia a partir desses intervalos, vamos coloca-los em uma tinica
lista. Comegamos pelo intervalo do bloco k£ = 1, depois listamos os dois intervalos do bloco
k = 2 e assim por diante. Dentro de cada bloco, seguimos a ordem crescente de j:

[1,1 ) [2,17 12,27 [3717 13,27 13,37
~— —_——— — ———
bloco 1 bloco 2 bloco 3

Assim, k indica o bloco e j indica a posic¢ao do intervalo dentro dele. Antes de iniciar o bloco
k, ja listamos
k(k—1)
2
intervalos. Como I}, ; é o j-ésimo intervalo desse bloco, sua posi¢ao na lista é

1+2+-+(k—1)=

k(k—1)

nlh,j) =

45
Por exemplo, I35 ocupa a posi¢ao n(3,2) = 3+ 2 = 5. Definimos, entao,
Xn =1y, quando n = n(k, j).
Entdo X,, — 0 em probabilidade, mas (X,) ndo converge em nenhum ponto de .
Prova. Para n = n(k,j) temos P(X,, = 1) = |I; ;| = 1/k. Dado ¢ € (0, 1],
P(]Xn—0| 25) :]P’(anl):; —0 quando n — oo,
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porque k — oo ao longo dos blocos. Logo X, — 0 em probabilidade.

Fixe agora w € (0,1]. Em cada bloco k, o ponto w pertence a exatamente um dos
intervalos Iy ;, digamos Iy, j), € ndo pertence aos demais. No bloco k, portanto, X, (w) = 1
para um indice e X, (w) = 0 para os outros k—1 indices. Como h4 infinitos blocos, a sequéncia
X, (w) vale 1 em infinitos indices e 0 em infinitos indices. Uma sequéncia de nimeros reais
que assume os valores 0 e 1 infinitas vezes nao converge. Logo (X,(w)) nao converge para
nenhum numero real, e a convergéncia quase certa falha em todos os pontos. [ |

Vale entender por que o exemplo funciona, e ndo apenas verificar as contas. A convergén-
cia em probabilidade olha para a etapa n e pergunta qual é a massa do conjunto onde X, é
grande. No exemplo, essa massa é 1/k, que tende a zero. Mas os conjuntos onde X, é grande
nao param de se mover: cada ponto é coberto uma vez em cada bloco. A convergéncia quase
certa olha para cada ponto e pergunta se o conjunto dos indices em que ele é coberto é finito.
No exemplo, esse conjunto é infinito para todos os pontos. As duas perguntas sao diferentes,
e o exemplo as separa.

Observagao 17 (Subsequéncias). Embora a convergéncia em probabilidade nao implique
convergéncia quase certa da sequéncia inteira, ela implica a existéncia de uma subsequéncia
que converge quase certamente. Mais precisamente, X,, — X em probabilidade se, e somente
se, toda subsequéncia de (X,,) possui uma subsubsequéncia que converge quase certamente
para X. A implicagdo da esquerda para a direita se prova escolhendo adequadamente os
indices ny com P(|X,, — X| > 1/k) < 27% e aplicando a Corolario 9. A reciproca se prova
por contraposicao: se X,, /A X em probabilidade, existem ¢ > 0, § > 0 e uma subsequéncia
com P(|X,, — X| > ¢) > J para todo k, e nenhuma subsubsequéncia dessa subsequéncia
pode convergir quase certamente, ja que a convergéncia quase certa implica a convergéncia
em probabilidade pela Proposicao 15. O exemplo da Exemplo 16 mostra que a subsequéncia
nao pode ser substituida pela sequéncia inteira.

5. Convergéncia em Média e em Média Quadratica

5.1. As Definicoes

As nogoes desta secao substituem a pergunta “o erro é pequeno?” pela pergunta “o erro
médio é pequeno?”. Elas tém a vantagem de se reduzirem a calculos de esperanca, que ja
sabemos fazer, e a desvantagem de serem sensiveis a poucos pontos onde o erro ¢ grande,
como veremos nos exemplos.

Defini¢ao 18 (Convergéncia em média). Sejam X, X, Xy, ... varidveis aleatorias integra-
veis, isto é, com E“Xn” < oo para todon € N, e IE“X” < 00. Dizemos que (X,,) converge
em média para X se

lim E[|X, — X|| =0.

n—oo

Ll
Nesse caso, escrevemos X, — X.

Definig¢ao 19 (Convergéncia em média quadrética). Sejam X, X, Xo, ... varidveis aleatorias
com E[X?] < oo e E[X?] < co. Dizemos que (X,,) converge em média quadrdtica para X se

lim E[(X, - X)?] =0.

n—oo

L2
Nesse caso, escrevemos X, — X.
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As defini¢goes pedem que os momentos envolvidos sejam finitos, pois do contrario as
esperancas nao estariam bem definidas. No caso da média quadratica, a desigualdade de
Cauchy-Schwarz garante que E[|X,, — X|] também é finito, de modo que a convergéncia em
média quadratica sé faz sentido quando a convergéncia em média também faz.

Exemplo 20 (Convergéncia em média quadratica). Seja Z,, uma variavel aleatéria com

Entao Z, — 2 em média quadratica, pois

E[(Zn—2)2}:(1—2)2-1+(2—2)2.(1—1):1—>0.

n n n

O exemplo é o mesmo que aparece em Grimmett e Welsh e mostra que a convergéncia em
média quadréatica pode ser verificada por um calculo direto, sem invocar nenhum teorema.

Exemplo 21 (A fronteira da média quadratica). Seja a > 0 e defina Z,, por

Entao 1 ]
E{Zﬂ =n?. = =p2! e E“Znﬂ :no‘-g =n*t

Portanto, Z, — 0 em média quadrética se, e somente se, & < 1/2, e em média se, e somente
se, a < 1. Por outro lado, para todo a > 0 e todo € > 0, quando n® > ¢ temos

P(1Z] > ¢) = P(Z, = n%) = ~ —0,

n

logo Z, — 0 em probabilidade para todo o > 0. Assim, para 1/2 < a < 1, a sequéncia
converge em probabilidade e em média, mas ndo em média quadratica. O exemplo sera
retomado na Secao 5.3.

5.2. Uma Hierarquia Parcial entre os Modos de Convergéncia

A proposicao seguinte retine as comparagdes entre as convergéncias em média, em média
quadratica e em probabilidade. A parte relativa a distribuicdo sera completada na Secao 6,
depois de introduzirmos essa nogao.

Proposicao 22. Sejam X, X, Xo, ... varidveis aleatorias.
(a) Se X,, = X em média quadrética, entdao X,, — X em média.
(b) Se X,, — X em média quadratica, entao X,, — X em probabilidade.
(c¢) Se X,, = X em média, entdo X,, — X em probabilidade.

Prova. Para (a), aplicamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz & variavel Z = X,, — X:

E1Z| < (E[2%)".
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Se E[(X,, — X)?] — 0, entdo E[|X,, — X|] — 0.

Para (b), o resultado decorre da combinagiao de (a) e (¢), mas também pode ser obtido
diretamente aplicando a desigualdade de Chebyshev a mesma variavel, o que fornece uma
cota em termos de ¢72. Para ¢ > 0,

1
P(1X, — X| >¢) < QE[(Xn - X)?.
Se o lado direito tende a zero, o lado esquerdo também tende a zero, e a convergéncia em

probabilidade segue.
Para (c), aplicamos a desigualdade de Markov a | X, — X|:

P(1X, — X| >¢) <

™ | =

E[|X, — X]],

e o argumento é o mesmo de (b). [

A proposicao mostra a cadeia
> = L' = P.

A primeira implicagao é estrita, como mostra o Exemplo 21 com 1/2 < a < 1; a segunda
também é estrita, como mostra o exemplo a seguir.

Observagao 23 (Convergéncia em LP). Poderfamos definir a convergéncia em média de
ordem p > 1 exigindo E|X,, — X|? — 0. A desigualdade de Lyapunov, demonstrada nas
notas de aula Desigualdades de Markov e Chebyshev e o lema de Borel-Cantelli, diz que

(EIZIQ)W < (EIZI”)W para 1 < ¢ < p,

de modo que a convergéncia em LP implica a convergéncia em L? para todo ¢ < p. A
implicacao (a) da Proposigao 22 é o caso p = 2, ¢ = 1. Nestas notas, tratamos apenas p = 1
e p = 2, que sao os casos usados no curso; a mesma proposicao vale, com a mesma prova,
para qualquer p > 1.

Exemplo 24 (Convergéncia em probabilidade sem convergéncia em média). Seja Z, com
P(Z,=n)=1/neP(Z, =0)=1-—1/n. Entdao Z, — 0 em probabilidade. De fato, dado
e € (0,1] temos, para todo n € N, que P(|Z,| > ) = 1/n — 0. Além disso,

]E[\Zn|]=i-n:1—>17

logo Z,, nao converge para 0 em média. Tampouco converge em média quadratica, pois
E[Z%] = n — oo. O exemplo é o caso @ = 1 do Exemplo 21: a massa 1/n tende a zero, mas
seu produto pelo valor n mantém a esperanca igual a 1.

5.3. O que a Convergéncia em Média Ignora

A convergéncia quase certa e a convergéncia em média, em geral, ndo sdo comparaveis. Ja
sabemos que a convergéncia em média implica convergéncia em probabilidade e, portanto,
nada impede que ela coexista com a convergéncia quase certa. Mas a reciproca falha, e o
exemplo a seguir ¢ o mais simples possivel.
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Exemplo 25 (Convergéncia quase certa sem convergéncia em média). Seja 2 = (0, 1] com
a medida de Lebesgue e defina
Xn =N 1(071/71).

Para cada w € (0,1], existe ny tal que 1/n < w para todo n > ny; para esses indices,
w ¢ (0,1/n) e X,,(w) = 0. Logo X, (w) — 0 para todo w, e a convergéncia é quase certa.
Por outro lado,

1
E|X,|=n-—=1 para todo n,
n

de modo que X,, nao converge para 0 em média. Também nao converge em média quadratica,
pois E[X2] = n — co. O exemplo mostra que a convergéncia quase certa nao controla a
magnitude do erro nos pontos onde ele é grande: em cada etapa, o erro vale n em um
conjunto de medida 1/n.

O exemplo anterior é a razao pela qual o teorema da convergéncia dominada, que enun-
ciaremos na Secao 7, precisa de uma hipétese adicional. A convergéncia quase certa garante
que o erro tende a zero em cada ponto, mas nao garante que o erro médio tende a zero, por-
que a massa de pontos com erro grande pode se concentrar em conjuntos cada vez menores
sem que a integral diminua.

Exemplo 26 (Convergéncia em média sem convergéncia quase certa). A sequéncia da Exem-
plo 16 converge em probabilidade e também em média, pois

1
E|X,|=P(X,=1)= T 0
ao longo dos blocos. Como X, s6 assume os valores 0 e 1, também E[X?] = 1/k — 0.

No entanto, ela nao converge em nenhum ponto. Logo nem a convergéncia em média nem a
convergéncia em média quadratica implica convergéncia quase certa.

Reunindo os exemplos, obtemos a Tabela 1.

Sequéncia Converge em Nao converge em
Z, do Exemplo 21, o = 0,7 P, L} L?

n]l(071/n) g.c., P Ll, L2

X, do Exemplo 16 P, L', L? q.c.

Tabela 1: Comparagao entre os modos de convergéncia.

A tabela nao esgota as possibilidades, mas cobre as separa¢des que aparecem com mais
frequéncia. Note que nenhuma das linhas exibe convergéncia em média quadratica sem
convergéncia em média ou em probabilidade, o que é coerente com a Proposicao 22.

5.4. Um Calculo que Sera Reutilizado

Terminamos a se¢do com o calculo que d& origem a lei fraca dos grandes nimeros. Sejam
X1, Xy, ... varidveis aleatérias independentes com média p e varidncia o? < oo, e seja S,, =
X1+ -4+ X,. Como a varidncia de uma soma de variaveis independentes é a soma das
variancias,

Var(S,) = no’.
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Logo , ,
E[(Sn —,u) } = Var(sn> = %Var(Sn) =2 o
n n n n
Segue da defini¢ao e da identidade acima que S,,/n — p em média quadratica. Além do mais,
sabemos da Proposi¢ao 22 que a convergéncia ocorre também em média e em probabilidade.
A dltima afirmacao é exatamente o que afirma a Lei Fraca dos Grandes Numeros, sob a
hipotese de variancia finita.

A Lei Forte dos Grandes Nimeros afirma que S, /n — p também quase certamente. Para
obter essa conclusao pelo critério de Borel-Cantelli, precisariamos mostrar que, para cada
€ > 0, a soma das probabilidades de desvio ¢é finita. Entretanto, uma das nossas melhores
ferramentas, a desigualdade de Chebyshev, fornece apenas a seguinte estimativa

2
n

Quando o2 > 0, a soma das cotas a direita diverge, pois ¢ um multiplo da série harmonica.
Portanto, essa estimativa ndo permite aplicar diretamente a Proposicao 8; a demonstracao
da lei forte exige um argumento adicional.

A Lei Forte vai além do caso de variancia finita. Para varidveis independentes e identi-
camente distribuidas, basta supor

E[|X:|] < o0
para concluir que S,,/n — E[X;] quase certamente. Essa conclusao permanece valida mesmo
quando E[X?] = oo, situagio em que o cdlculo de varidncias acima nao pode ser usado.

Assim, a Lei Forte garante a convergéncia quase certa sob uma hipotese de momentos mais
fraca do que a empregada nesta demonstracao da Lei Fraca.

A Lei Fraca também vale sob essa hipétese de primeiro momento absoluto finito, para
variaveis independentes e identicamente distribuidas. A variancia finita foi usada aqui para
dar uma prova curta e obter também a convergéncia em média quadratica. A demonstracao
da Lei Forte sob a hipdtese de primeiro momento finito, que estudaremos em notas de aula
futuras, exige outras ferramentas, entre elas um truncamento apropriado.

6. Convergéncia em Distribuicao

6.1. A Definicao e os Pontos de Continuidade

As nogoes anteriores comparam os valores de X,, com os de X e, por isso, exigem que as
variaveis vivam em um mesmo espaco de probabilidade. A convergéncia em distribuicao
abandona essa comparacao e olha apenas para as fungoes de distribuicao. Ela é a nocao
que aparece no Teorema do Limite Central, quando se diz que uma soma adequadamente
centralizada e normalizada tem distribuicao aproximadamente normal sem que se especifique
uma variavel limite no mesmo espaco.

Definigao 27 (Convergéncia em distribuigao). Sejam X, X, Xs, ... varidveis aleatérias com
fungoes de distribuicao F,(z) = P(X,, < z) e F(x) = P(X < z). Dizemos que (X,,) converge
em distribuicdo para X, e escrevemos X, = X, se

lim F,(z) = F(z)

n—o0

para todo x € R em que F' é continua.
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A restricao aos pontos de continuidade de F' nao é um detalhe técnico dispensavel. Ela
é o que torna a definicdo estavel e o que permite enunciar os teoremas de convergéncia
sem hipéteses artificiais sobre as variaveis. O exemplo seguinte mostra o que aconteceria se
exigissemos convergéncia em todos os pontos.

Exemplo 28 (Por que os pontos de continuidade aparecem). Seja X = 0e X, = 1/n.
A sequéncia converge para X em todos os sentidos estudados até aqui: quase certamente,
em probabilidade, em média, em média quadratica. As fung¢des de distribuigao sao F(z) =
Lp0,00)(7) € Fr(x) = L1 /n,00)(x). Para x < 0 e para > 0 com n grande, F,(z) = F(z); mas
em z = 0 temos F,(0) = 0 para todo n, enquanto F'(0) = 1. A convergéncia pontual das
funcoes de distribuicao produz, no limite, a fun¢ao 1), que nao é continua a direita em
0 e ndo ¢ a funcao de distribuicao de X. A exigéncia de convergéncia apenas nos pontos de
continuidade de F' elimina o problema, porque nesses pontos F' nao tem salto e o valor pontual
¢é determinado pelos valores vizinhos. Note que 0 é justamente o ponto de descontinuidade
de F.

O exemplo anterior também explica por que a convergéncia em distribuicao é uma pro-
priedade da distribuicao e nao das variaveis. Se X,, = X e Y,, tem a mesma distribuicao que
X, para todo n, entao Y,, = X. A relacao entre X,, e X nao desempenha nenhum papel,
apenas as funcgoes de distribuicao. Em particular, nao é necessario que as variaveis estejam
definidas no mesmo espago de probabilidade.

6.2. Exemplos

Exemplo 29 (Discretiza¢ao da uniforme). Para cada n > 1, seja X, uniformemente distri-

buida no conjunto
1 2 n—1
(pl2 o1
n'n n

Isso significa que cada um desses n pontos tem probabilidade 1/n. Seja U uniforme em (0, 1).
Vamos mostrar que X,, = U calculando as funcoes de distribuigao.

Para x € [0,1), calcular F,(z) = P(X, < x) consiste em contar quantos pontos do
conjunto acima sao menores ou iguais a = e somar suas probabilidades. A condicao k/n < z
equivale a k < nz, de modo que os indices possiveis sdo 0,1,..., |nz|, onde |nx| denota o
maior inteiro menor ou igual a nx. Como a contagem comeca em 0, hd |nz| + 1 pontos.
Portanto,

1
() = i+t
n
Para comparar F,,(x) com z, escrevemos
1
Fo.(x) —x = e +1_ x
n
_|nx]+1—-nx
= - _

Pela definigao de parte inteira, temos |nz] < nx < |nz]+1. A desigualdade nz < |nx] +1
mostra que o numerador é positivo. Por outro lado, como |nz| < nz, esse numerador é no
maximo 1. Portanto,

0< |[nz|]+1—nr<l
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Dividindo por n > 0 e usando a expressao de F),(x) — = acima, obtemos

0< Fy(z) —x <

S

Como 1/n — 0, o teorema do confronto garante que F,(x) —x — 0, isto é, F,(z) — = =
Fy(z) para todo x € [0, 1).

Para = < 0, temos F,(z) = Fy(z) = 0. Por ultimo, para = > 1, temos F,(x) = Fy(z) =
1, em ambos os casos para todo n € N. Logo F,(z) — Fy(x) para todo z € R. Como Fy; é
continua em toda a reta, concluimos que X,, = U.

Assim, embora cada X, assuma apenas um numero finito de valores, suas distribuigoes
convergem para uma distribui¢ao continua.

Exemplo 30 (Alterndncia de sinais). Vamos construir uma sequéncia que converge em
distribui¢ao para U, mas nao converge em probabilidade para essa mesma variavel. A ideia
¢é escolher U de modo que trocar seu sinal preserve a distribuicao e, em seguida, alternar
entre U e —U.

Seja U uma variavel aleatoria que assume os valores —1 e 1, cada um com probabilidade
1/2. Defina

U .
z =Y n impar,
—U, n par.

Quando n ¢é impar, Z, = U e as distribui¢oes sao iguais. Quando n é par, Z, = —U: o
valor —1 de U passa a ser 1, e o valor 1 passa a ser —1. Como os dois valores tém a mesma
probabilidade, essa troca preserva a distribuicdo. Portanto, para todo n,

Assim, Z,, e U tém a mesma funcao de distribuigao: Fy, (z) = Fy(z) para todo € R e todo
n. Em particular, Z,, = U.

Para verificar a convergéncia em probabilidade, precisamos comparar os valores de Z,
e U no mesmo ponto w. Nos indices impares, a diferenca é zero. Nos indices pares, temos
Zn,—U = =2U e, como |U| = 1 quase certamente, o valor absoluto dessa diferenga é 2. Logo,
quase certamente,

Z, —U| = {O, n impar,
2, n par.

Tomando € = 1 na defini¢ao de convergéncia em probabilidade, obtemos

0, n impar,

P(1Z, —U| > 1) = {

1, n par.

Essas probabilidades alternam entre 0 e 1 e, portanto, ndo tendem a zero. Assim, Z, nao
converge para U em probabilidade.

Neste exemplo, a distribuicdo é determinada pelas probabilidades dos valores —1 e 1.
Essas probabilidades sao as mesmas para Z,, e U, embora seus valores sejam opostos em todos
os indices pares. A convergéncia em probabilidade exige também o controle da diferenca entre
as variaveis no mesmo espago de probabilidade.
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6.3. Convergéncia em Probabilidade Implica a Distribuicao

O resultado seguinte é o analogo, para a convergéncia em distribui¢do, da Proposi¢ao 15. A
prova usa um argumento de sanduiche que serd reutilizado em outras situagoes.

Proposicao 31. Se X,, — X em probabilidade, entdao X,, = X.

Prova. Denote por F,, e F' as fungoes de distribuicao de X,, e X, respectivamente. Fixe um
ponto x em que F' é continua. Pela definicao de convergéncia em distribuigao, precisamos

mostrar que
F,(v) =P(X, <7) /2= P(X < z) = F(x).

Observe que a hipdtese fornece informagoes diretas sobre a diferenga |X,, — X|. Vamos
usar esse controle para comparar as probabilidades acima. Se X (w) estiver muito préximo
de x, uma pequena diferenca entre X,(w) e X(w) pode coloca-los em lados opostos de x.
Por isso, vamos comparar F,(z) com F(xr —¢) e F(x + ¢). A tolerancia € permitird obter
as inclusdes de eventos necessérias; ao final, usaremos a continuidade de F' para aproximar
esses dois valores de F(x).

Fixe € > 0 e denote por B, o evento em que o erro é pelo menos ¢:

B, ={|X, - X| > ¢}.

Fora de B,, temos |X,, — X| < e. Além disso, a hipdtese de convergéncia em probabilidade
garante que P(B,,) — 0 para esse ¢ fixado.

1. Uma cota inferior para F,(z). Suponha que X (w) < x—¢ e que w ¢ B,,. Usando que
um numero real é menor ou igual ao seu valor absoluto, obtemos

Xo(w) = X () + (Xn(w) = X(@)) < X() + [Xa(w) = X ()|
< X(w)+e
<(x—e)+e=ux

Portanto, {X <z —e} N B¢ C {X, < x}. Desta forma podemos concluir que
(X<o-el=({X<z-e}nB)U({X <z-c}NB,)

C{X,<a}U({X<z—e}NB,) C{X, <2} UB,.

A Figura 2 ilustra essa inclusao.

Figura 2: Os pontos de {X < z — ¢} fora de B, (parte cinza)
pertencem a {X, < x}. A parte verde pertence a B,; juntas, as
duas partes ficam contidas em {X,, < 2} U B,,.
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Pela monotonicidade e pela subaditividade da probabilidade,
F(z —e) < P({X, <2} UB,) < Fu(z) + P(B,).
Subtraindo P(B,,), obtemos a cota inferior
F(x—¢)—P(B,) < F,(x).
2. Uma cota superior para F,(z). Agora suponha que X,(w) < = e que w ¢ B,,.
Queremos limitar o valor de X (w). Para isso, escrevemos
X (W) = Xa(w) + (X (w) = Xa(w))
< Xn(w) + [Xn(w) = X(w)]
< Xp(w)+e
<z+e.
Assim, todo ponto de {X,, < x} que ndo pertence a B,, pertence a {X < x + ¢}. Logo,
{X, <z} C{X <z+e}UB,.
Usando novamente a monotonicidade e a subaditividade, obtemos
Fo(x) <P{X <z+e}UB,)
< F(z+¢)+P(B,).
3. Conclusao pela continuidade de F'. Reunindo as duas cotas, temos
F(x —¢) —P(B,) < F,(z) < F(x +¢) + P(B,).

Essas cotas valem para qualquer ¢ > 0. Precisamos agora que F(z —¢) e F(x + ¢) fiquem
proximos de F'(z) e que P(B,) seja pequena. Vamos escolher primeiro ¢ e depois um indice
a partir do qual essa probabilidade seja pequena.

Seja > 0 o erro que queremos permitir na aproximagao de F,(x) por F(z). Em cada
cota, o erro vem da variacao de F' e da probabilidade de desvio. Vamos fazer cada uma
dessas contribuigoes menor que 7/2. Como F' é continua em x, podemos escolher £ > 0 tao
pequeno que

Lﬂx—@—F@ﬂ<g e Lﬂx+@—F@ﬂ<g

Fixado esse valor de e, a convergéncia em probabilidade fornece N € N tal que
P(B,) < g para todo n > N.

Substituindo essas estimativas nas cotas anteriores, para n > N obtemos

> F(x) —

Portanto, |F,(z) — F(x)| < n para todo n > N. Como n > 0 foi arbitrario, isso prova que
F,.(z) — F(x). O ponto z foi escolhido arbitrariamente entre os pontos de continuidade de
F', de modo que X,, = X. [ |
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Corolario 32 (A convergéncia em média quadrética implica as demais). Se X,, — X em
média quadréatica, em média, em probabilidade ou quase certamente, entao X, = X.

Prova. A convergéncia em média quadratica implica a convergéncia em média e a conver-
géncia em probabilidade pela Proposicao 22; a convergéncia em média implica a convergéncia
em probabilidade pela mesma proposicao; a convergéncia quase certa implica a convergén-

cia em probabilidade pela Proposicao 15. Em todos os casos, a Proposicao 31 fornece a
convergéncia em distribuigao. [ |

A proposicao completa a cadeia de implicagoes
I} = ' —= P — distribuicdo,

que liga quatro das cinco nogoes estudadas. A Proposicao 15 acrescenta a convergéncia quase
certa no inicio da cadeia, mas apenas até a convergéncia em probabilidade:

q.c. = P = distribuigao.

6.4. Quando a Reciproca Vale: o Limite Constante

A reciproca da Proposicao 31 é falsa, como mostra o Exemplo 30. H4, no entanto, um caso
importante em que ela vale: se o limite é uma constante, entao convergéncia em distribuicao
e convergéncia em probabilidade sao equivalentes.

Proposicao 33. Seja c € R. Entao X,, = ¢ se, e somente se, X,, — ¢ em probabilidade.

Prova. Se X,, — ¢ em probabilidade, a Proposicao 31 ja garante que X,, = c.
Resta provar a reciproca. Suponha que X,, = ¢ e denote por F,, a funcao de distribuicao
de X,,. Fixe € > 0. Queremos mostrar que

P(|X, —c| >¢) — 0.

A distribuicao limite concentra toda a probabilidade em ¢. Vamos usar a convergéncia em
distribuicao para mostrar que a probabilidade de X, estar em um pequeno intervalo em
torno de ¢ tende a 1. Escolheremos esse intervalo com extremidades ¢ — /2 e ¢ + ¢/2, pois
até esses pontos estao a uma distancia menor que € de c.

1. A funcao de distribuicao do limite. A variavel limite vale sempre ¢. Portanto, sua
funcao de distribuicao é
0, z=<c,

F(a:):IP’(ch):{

1, z>c

Essa fungdo é continua em todos os pontos diferentes de ¢. Em particular, ¢ —e/2 e c+¢/2
sao pontos de continuidade de F'. Pela hipotese X,, = ¢, obtemos

€ €
Fn -5 F -5/ =Y
(C 2) 7 (C 2) ’
€ €
F, — F —) =1
(C * 2> _> (C * 2)
2. A probabilidade de X, estar perto de c. Considere o evento

€ €
A, = ——< X, < — 5.
{c 2< c+2}
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Vamos mostrar que P(A,,) — 1. Para calcular essa probabilidade por meio de F,,, separamos
o evento {X,, < ¢+ ¢/2} em duas partes. A primeira reine os pontos em que X,, < ¢ —e/2.
A segunda retne os pontos em que ¢ — /2 < X, < ¢+ ¢/2, isto é, os pontos de A,,. Essas
duas condi¢oes nao podem ocorrer simultaneamente. Assim,

€ €
Xn< (= Xn< - 3 A’m
{ C+2} { ¢ Q}U

onde a unido é disjunta. A Figura 3 ilustra essa decomposicao.

A?'L

Figura 3: O extremo ¢—¢/2 ¢é incluido na semirreta cinza e excluido
do intervalo verde. Assim, as duas condigoes sobre X, sdo disjuntas.
O ponto marcado representa X, (w) para um w € A,,.

Pela aditividade da probabilidade,

£

Fn<c+ ;) - Fn(c— 2) +P(A).

Subtraindo F,,(¢ —¢/2) dos dois lados, obtemos

P(A,) = Fn(c+ ;) - Fn<c— ;)

Pela primeira etapa, o primeiro termo dessa diferenca tende a 1 e o segundo tende a O.
Portanto, P(A,,) — 1.

3. O controle da probabilidade de desvio. Se w € A,, entdao, subtraindo ¢ nas
desigualdades que definem esse evento, temos

—% < Xp(w) —e<

DO ™

Portanto, | X, (w) — ¢| < /2 < e. Assim, todo ponto em que |X,, — ¢| > ¢ esta fora de A,,
isto é,
{IXn—c| = e} C A

Pela monotonicidade da probabilidade e pela formula da probabilidade do complementar,
0<P(IX, —cf >¢) <P(AS) =1 - P(4,).

Como P(A4,) — 1, o lado direito tende a zero. Pelo teorema do confronto, concluimos que
P(|X,,—¢c| =€) — 0. Como ¢ > 0 foi arbitrario, isso prova que X,, — ¢ em probabilidade. W
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Quando o limite é a constante ¢, toda a probabilidade da distribuicao limite esta con-
centrada nesse ponto. A proposicdo mostra que, se X, = ¢, entdo, para cada ¢ > 0, a
probabilidade de X, ficar fora do intervalo (¢ — ¢, ¢+ ¢) tende a zero.

Em aplicacoes, X,, pode ser uma estimativa calculada a partir de uma amostra, e c a
média de uma populagdo ou a probabilidade de um evento. O valor de ¢ pode ser desconhe-
cido, mas é fixo. Se demonstrarmos X,, = ¢, a proposi¢ao garante que, para cada € > 0, a
probabilidade de o erro |X,, — ¢| ser pelo menos ¢ tende a zero.

6.5. Limitagoes da Convergéncia em Distribuigcao

Vale resumir o que a convergéncia em distribuicao controla e o que ela ignora. Ela controla
a massa que cada varidvel coloca em intervalos da forma (—oo,z], ou seja, a forma das
distribui¢oes. Ela nao controla a dependéncia entre X,, e X, como mostra o Exemplo 30;
nao controla os momentos, no sentido de que X,, = X nao implica E[X,] — E[X]; e ndo
controla a probabilidade de eventos que dependem conjuntamente de X,, e X.

Exemplo 34 (Convergéncia em distribuigdo sem convergéncia de médias). Seja X = 0 e
X = nlg1/m), com Q = (0, 1] e medida de Lebesgue. Para todo < 0, F,(z) = 0 = F(x).
Para z > 0en > x, temos F,(z) =P(X, =0)=1—-1/n, que tende a 1 = F(z); em 2 =0
o mesmo calculo se aplica. Logo X, = 0. No entanto, E[X,] = 1 para todo n, enquanto
E[X] = 0. A convergéncia em distribui¢do ndo vé a massa que escapa para valores grandes
em conjuntos pequenos.

O exemplo anterior é o mesmo do Exemplo 25, lido sob outra ética. A sequéncia converge
em todos os sentidos que nao envolvem a magnitude do erro e falha em todos os que a
envolvem. A licdo é que cada nocao de convergéncia responde a uma pergunta diferente, e a
escolha da nogao deve ser feita de acordo com a pergunta.

7. O Quadro Geral das Implicacoes

7.1. O Diagrama

Reunimos na Figura 4 as implicagbes demonstradas até aqui. As setas continuas valem
sem hipdteses adicionais. A seta tracejada representa o teorema da convergéncia dominada,
enunciado na Segao 7.3, e exige que os médulos | X,| sejam dominados por uma mesma
variavel integravel.

L2 Cauchy—Schwarz . Ll

-,
-
-’
.
-,

dominacao integravel
. Markov

-,
-
-,
-,
-,
.
-,
-,

i Y

Proposicao 15 Proposicao 31 . . .~
q.c. POty > P pose » distribuicao

Figura 4: Implicacoes entre os modos de convergéncia.
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O diagrama resume relagoes logicas, e nao um roteiro inico de demonstracao. A auséncia
de setas continuas entre a convergéncia quase certa e as convergéncias em média registra que
essas nog¢oes nao sao comparaveis em geral. As implicagdes para a convergéncia em distri-
buicao também podem ser obtidas pela composicao das setas que passam pela convergéncia
em probabilidade.

7.2. A Tabela

A Tabela 2 retne as defini¢oes, as implicagoes e, em cada linha, um exemplo que refuta uma
das reciprocas.

Modo Definicao Implica Contraexemplo
q.c. PX,—X)=1 P, distribuicato ~ Exemplo 16: converge em P,
nao em q.c.
em probabilidade P(|X, — X|>¢) =0 distribuicéo Exemplo 30: converge em
para todo € > 0 distribuicao, nado em P
em média E|X,—X|—=0 P, distribuigao Exemplo 24: converge em P,
nao em média
em média E[(X, — X)?] =0 média, P, Exemplo 21 com « = 0,7
quadratica distribuicao
em distribuicio  F,,(z) — F(x) nos pontos  nenhuma, em Exemplo 30: converge em
de continuidade geral distribuicao, nao em P

Tabela 2: Defini¢oes, implicagoes e reciprocas falsas.

A coluna “Implica” inclui consequéncias obtidas por composi¢ao. Por exemplo, a conver-
géncia quase certa implica a convergéncia em distribuicao porque implica a convergéncia em
probabilidade. A tltima coluna apresenta apenas algumas separagdes. Em particular, a con-
vergéncia em distribuicao nao implica as demais em geral, mas é equivalente a convergéncia
em probabilidade quando o limite é constante, pela Proposicao 33.

7.3. Convergéncia Dominada

Falta tratar de uma situacao que aparece com frequéncia nas aplicacoes. Muitas vezes sabe-
mos que X,, — X quase certamente e queremos concluir que as médias também convergem.
O Exemplo 25 mostra que isso nao vale em geral: a convergéncia quase certa nao controla a
magnitude do erro. O teorema da convergéncia dominada da a hipotese adicional que corrige
o problema.

Teorema 35 (Convergéncia dominada). Sejam X, X, Xy, ... varidveis aleatérias tais que
X, — X quase certamente. Suponha que exista uma variavel aleatéria Y com E[Y] < oo e

X, <Y quase certamente, para todo n € N.
Entao X ¢é integravel, ]E“Xn - X|] — 0 e, em particular, E[X,,| — E[X].
Prova. Como X,, — X quase certamente, |X,, — X| — 0 quase certamente. Além disso,

| X, — X| < |Xn| 4+ |X] <2Y  quase certamente,
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sendo a ultima desigualdade consequéncia de |X| < Y quase certamente (que se obtém
passando ao limite em | X,,| < Y). A varidvel aleatéria 2Y é integravel e domina a sequéncia
| X,, — X|. Pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue (na forma para varidveis
aleatodrias, idéntica a enunciada nas notas de aula sobre fungdes de distribuicao),

lim E[|X, - X|| = E [nlggo X, — X|] = 0.

n—oo

A conclusao sobre as esperangas segue de )E[Xn] — ]E[X]‘ < EUX” — Xu [

Corolario 36. Sob as hipoteses do Teorema 35, a sequéncia (X, ),en converge em média, em
probabilidade e em distribui¢io. Se, além disso, E[Y?] < oo, entdo a convergéncia também
vale em média quadratica.

Prova. Pelo Teorema 35, temos X,, — X em média. A Proposigao 22(c) garante entdo que
X, — X em probabilidade. Por sua vez, a Proposi¢dao 31 permite concluir que X,, = X.

Suponha agora que E[Y?] < co. Para obter a convergéncia em média quadrética, pre-
cisamos mostrar que E[(Xn - X )2} — 0. Vamos aplicar o teorema da convergéncia do-
minada a sequéncia dos quadrados dos erros. Como X,, — X quase certamente, também
(X, — X)? — 0 quase certamente. Precisamos ainda de uma varidvel aleatéria integravel
que domine esses quadrados e nao dependa de n.

A hipétese | X,| < Y fornece essa dominacao. De fato, passando ao limite, obtemos
também |X| <Y quase certamente. Assim, para todo n, temos quase certamente

0< (X = X)? = [X, = X]2 < (1X] + X)) < (2v)? = 4v2,

Como E[4Y?] = 4E[Y?] < oo, a varidvel aleatéria 4Y? é integravel. Podemos, portanto,
aplicar o teorema da convergéncia dominada e concluir que

lim E[(X, - X)?] =E [JL”&JX?“L - X)Q] — 0.

n—oo
Isso prova que X,, — X em média quadratica. [ |

Sob dominagao integravel, a convergéncia quase certa implica a convergéncia em média
e, portanto, as convergéncias em probabilidade e em distribuicdo. Se a dominante também
tem quadrado integravel, obtemos ainda a convergéncia em média quadratica. A hipdétese de
dominacao ¢ essencial: sem ela, o Exemplo 25 mostra que a convergéncia quase certa pode
coexistir com a divergéncia das médias.

Exemplo 37 (O méximo de uniformes converge em todos os modos). Sejam Uy, Us, ...

independentes e uniformes em (0,1) e M, = max{U,...,U,}. No Exemplo 7, mostramos

que M, — 1 quase certamente. Como 0 < M,, < 1 e 1 ¢ integravel, o Teorema 35 se aplica

com Y = 1. Logo M, — 1 em média, em probabilidade e em distribuicdo. Como Y2 = 1

também ¢é integravel, o Corolario 36 garante a convergéncia em média quadratica.
Podemos verificar o resultado por célculo direto. Para t € [0, 1],

P(M, <t)=1t",
logo a densidade de M,, ¢ nt"~! em (0,1) e

n
n+1

— 1.

1
E[M,] :/ t-nt"tdt =
0
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Do mesmo modo,

1
E[M?] z/ 2 ont" Nt = — 1,
0

n -+ 2
e portanto

E[(1— M,)?| = 1 - 2E[M,] + E[M?] = o 1)2(n 5 0.

O exemplo é instrutivo porque a convergéncia em todos os modos pode ser verificada de duas
maneiras independentes: pelo teorema da convergéncia dominada, que nao usa a forma da
distribuicao, e pelo cédlculo explicito dos momentos, que nao usa o teorema.

7.4. Consideragoes Finais

As cinco no¢oes nao formam uma hierarquia linear, mas formam uma rede com duas entradas
fortes, a convergéncia quase certa e a convergéncia em média quadratica, e uma saida fraca,
a convergéncia em distribuicdo. A convergéncia em probabilidade é o ponto de encontro:
ela é consequéncia de ambas as entradas e é a hipotese que basta para a convergéncia em
distribuicao. A convergéncia em distribuicao é a tinica que nao exige um espago comum e a
unica que nao controla o erro.

Na pratica, a escolha da nocao é ditada pelas estimativas disponiveis. Se conseguimos
mostrar que P(|X,, — X| > ¢) — 0 para todo £ > 0, concluimos que ha convergéncia em
probabilidade. Se mostramos que E[(X,, — X)?] — 0, obtemos a convergéncia em média
quadratica. Quando as probabilidades dos desvios sdo soméaveis em n para cada tolerdncia,
a Proposicao 8 fornece a convergéncia quase certa. Se o interesse esta apenas na forma assin-
totica da distribuicao, como no Teorema do Limite Central, a convergéncia em distribuicao
¢ a noc¢ao apropriada.

8. Exercicios Propostos

1. Sejam X, Xi, Xy, ... varidveis aleatorias.
(a) Mostre que X,, — X quase certamente se, e somente se, X,, — X — 0 quase certamente.
(b) Mostre que, se X,, — X quase certamente, entdao | X,| — | X| quase certamente.
(c) Mostre que, se X,, — X em probabilidade, entdo |X,| — |X| em probabilidade.

2. Suponha que X,, — X quase certamente e X,, — Y quase certamente. Mostre que
X =Y quase certamente. A conclusao continua valida se a convergéncia for apenas em
probabilidade? E se for apenas em distribuigao?

3. Sejam X,, - X e Y, — Y em probabilidade. Mostre que X,, +Y, — X +Y em
probabilidade. Sugestdo: use a desigualdade | X, +VY, — X - Y| < |X, - X[+ Y, —Y]|ea
subaditividade da probabilidade.

4. Seja X com distribui¢do normal padrao e defina X,, = (—1)"X. Mostre que X,, = X,
mas (X,,) nao converge em probabilidade para X. Compare com o Exemplo 30.

5. Sejam X, X1, Xy, ... varidveis aleatérias com X, = X e seja (¢,) uma sequéncia de
numeros reais com ¢, — 0. Mostre que X,, + ¢, = X.
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6. Suponha que X,, — X em média quadrética. Mostre que E[X,] — E[X] e Var(X,) —
Var(X). Dé um exemplo em que E[X,,] — E[X] e, no entanto, X,, ndo converge para X em
média quadratica.

7. Seja (A,) uma sequéncia de eventos com P(A,) = 27". Mostre que
D> 14, (w) < oo para quase todo w.
n=1

Interprete o resultado em termos do nimero de eventos A,, que ocorrem.

8. Seja Q = {0,1,...,9}, com a medida produto determinada por P(X,, = k) = 1/10, onde
X, (w) = w,. Para k fixo, defina

1 n
Fop =~ L=
n
(a) Calcule E[F, ;] e Var(F,x).

(b) Conclua que F),; — 1/10 em probabilidade.

(c) Mostre que a cota obtida em (b) nao é somével em n e explique por que o critério de
Borel-Cantelli nao se aplica diretamente. A convergéncia quase certa serd demonstrada
nas notas de aula sobre a lei forte dos grandes ntimeros.

% 9. No conjunto das classes de equivaléncia de variaveis aleatérias, identificando X e Y
quando X =Y quase certamente, defina

d(X,Y) = E[min{1,|X - Y]}].
(a) Mostre que d estd bem definida, que d(X,Y) = d(Y, X) e que d(X,Y) = 0 se, e somente
se, X =Y quase certamente.

(b) Mostre a desigualdade triangular.
(¢) Mostre que d(X,,, X) — 0 se, e somente se, X,, = X em probabilidade.

* 10. Suponha que X,, — X em probabilidade. Construa, indutivamente, uma subsequéncia
(X,,) tal que
P(\Xnk —X| > %) <27%  paratodo k > 1,
e conclua que X,, — X quase certamente. Use o resultado para provar a implicagao da
esquerda para a direita no Observacao 17.
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