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Resumo

Nestas notas, estudamos os momentos de uma variavel aleatdria e as fungdes gera-
doras de momentos. Comecamos retomando a expressdo da esperanga como integral
da cauda, que permite tratar distribui¢es gerais por meio de integrais improprias de
Riemann. Nos cédlculos, usamos principalmente densidades e fungées de probabilidade.
Definimos os momentos E[X*], calculamos os momentos da distribuicio exponencial,
observamos que a distribuicdo de Cauchy nao possui momentos e discutimos em que
sentido a sequéncia de momentos determina a distribuicdo, com a distribuicdo log-
normal como contraexemplo. Em seguida, estudamos a varidncia, a covariancia e o co-
eficiente de correlacao p(X,Y'), mostramos que |p(X,Y)| < 1 a partir da desigualdade
de Cauchy—-Schwarz e caracterizamos os casos p(X,Y) = +1. Por fim, introduzimos a
funcdo geradora de momentos Mx (t) = E[e!X], mostramos que os momentos podem
ser recuperados a partir das derivadas de Mx na origem, que M,x(t) = e Mx (at)
e que a geradora da soma de variaveis aleatérias independentes é o produto das gera-
doras. Com o teorema de unicidade, mostramos que a soma de duas varidveis normais
independentes é normal. Encerramos com uma aplicacao da geradora da uniforme dis-
creta: uma Unica expansao de Taylor produz a formula de Faulhaber para as somas de
poténcias, com os numeros de Bernoulli como coeficientes. A exposicao segue de perto
as Segoes 7.1 a 7.4 do Capitulo 7 da referéncia [1], com excegdo desta ultima secao,
que é uma aplicacao adicional.

1. Introducao

Nas notas anteriores, estudamos as variaveis aleatérias discretas e, em notas separadas, as
absolutamente continuas. No caso discreto, descrevemos a distribuicao por uma funcao de
probabilidade px e calculamos esperancgas por meio de somas; no caso absolutamente conti-
nuo, descrevemos a distribuicao por uma densidade fy e calculamos as mesmas grandezas
por meio de integrais. Essa separagao mantém cada dedugao proxima das ferramentas dis-
poniveis no momento, mas as duas classes nao esgotam as possibilidades. A distribuicao
de Cantor, construida nas notas sobre fungoes de distribui¢do, por exemplo, nao é discreta
nem admite densidade: sua funcao de distribuicao é continua, mas a distribuicao é singular.
Também ha distribui¢oes que combinam uma parte discreta e uma parte absolutamente con-
tinua. Para estudar momentos sem restringir o tipo da variavel, precisamos de uma nocao de
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esperanca que inclua esses casos. A Figura 1 situa as duas classes ja estudadas nesse quadro
mais geral.

espaco de probabilidade
(Q,F,P)

\4

variavel aleatéria
X:Q—-R
funcao de distribuigao
Fx(z) =P(X < x)

\4 \4 Y

discretas nem discretas absolutamente

X(Q) é enumeravel nem absolutamente continuas

continuas _ [z
funcdo de probabilidade | distribuics Fx(z) = [ fx (u) du
por exemplo, a distribuigao densidade

px(z) = P(X =) de Cantor, construida nas o /x

E[X] =), zpx(x) notas sobre funcoes de E[X] = f—oo z fx (z)dx
distribuicao

Figura 1: As classes de distribui¢oes estudadas até aqui. Toda
variavel aleatéria é um mapa X : 2 — R e induz uma funcao
de distribuicdo Fx. As distribuigoes discretas e as absolutamente
continuas foram estudadas em notas anteriores; a distribuicao de
Cantor, também estudada antes, mostra que essas duas classes nao
esgotam todas as possibilidades.

A expressao (1) fornece uma maneira de fazer isso com as ferramentas do célculo. Nas
notas sobre fungoes de varidveis aleatérias continuas e esperanca, demonstramos essa iden-
tidade para variaveis discretas ou absolutamente continuas e comentamos sua extensao ao
caso geral. Podemos agora tomé-la como defini¢ao: para qualquer variavel aleatéria Y > 0,

definimos "

E[Y] :/Omp(yn) dt = lim [ [1— Fy(t)]dt € [0, +00]. (1)

R—o0 Jo

A fungao t — P(Y > t) é nao crescente e limitada entre 0 e 1. Seu conjunto de descontinui-
dades é no maximo enumeravel, e ela é integravel no sentido de Riemann em todo intervalo
compacto. Essa integrabilidade também se verifica diretamente: em uma parti¢ao de [0, R]
em n subintervalos iguais, a diferenga entre as somas superior e inferior é no maximo R/n.
Como o integrando é nao negativo, o limite em (1) sempre existe, podendo ser infinito. As-
sim, essa definicdo usa apenas integrais de Riemann e um limite mondtono, sem exigir a
teoria abstrata da integral de Lebesgue, e coincide com as definigbes anteriores nos casos
discreto e absolutamente continuo.

Podemos definir a esperanca para variaveis aleatorias gerais, que assumem tanto valores
positivos quanto negativos, separando X em suas partes positiva e negativa:

Xt =max{X,0} e X =max{-X,0}.



Dizemos que X é integrdvel, ou que possui esperancga finita, quando
E[|X|] = E[X*] + E[X ] < .
Neste caso, definimos
mm:Emﬂ—Ewﬂ:AWMX>oﬁ—AwMX<—wﬁ 2)

As duas integrais devem ser finitas separadamente. A igualdade usada no critério de in-
tegrabilidade decorre de P(|X| > t) = P(X > t) + P(X < —t) para t > 0. Aplicando
essas mesmas defini¢oes a g(X), sempre que g(X) for uma variavel aleatéria, também damos
sentido a E[g(X)] sem supor que X tenha densidade ou fungao de probabilidade.

Em particular, para g(z) = 2", com n > 1 inteiro, a mudanga de varidvel ¢ = u" na
expressao (1), aplicada a X™, d4, quando X > 0,

E[X"] = / P(X" > t)dt = n/ u"'P(X > u) du. (3)
0 0
Essa igualdade vale também com valor +00. Para uma variavel X de sinal qualquer, supondo
E[|X]"] < oo, obtemos

o0
EWﬂ:nAzﬁ%MX>uH%4VMX<—wa (4)
De fato, para n par, X™ = | X|" e as duas caudas se somam; para n impar, aplicamos (2) a
X" e fazemos a mesma mudanca de variavel em cada integral. A hipdtese de integrabilidade
garante que as integrais das duas caudas, com o peso nu™ !, sejam finitas separadamente.

Esse ponto de vista permite definir a esperanca sem restringir o tipo de variavel aleatoria
e sem pressupor a construcao da integral de Lebesgue. Para manter o foco nas ideias desta
nota, nao desenvolveremos toda a teoria da esperanga a partir de (2). Nos célculos concretos,
continuaremos usando sobretudo densidades e fungoes de probabilidade. Sempre que um
argumento se limitar a um caso particular, indicaremos essa restri¢ao e, quando pertinente,
0 que seria necessario para tratar o caso geral. Também distinguiremos as demonstracoes
completas das ideias de prova e dos resultados usados sem demonstragao.

Em particular, usaremos a linearidade da esperanca para variaveis integraveis e o fato
de que, para U e V integraveis e independentes, o produto UV ¢é integravel e satisfaz
E[UV] = E[U]E[V]. Essas propriedades foram estudadas nos casos discreto e absolutamente
continuo; aqui admitiremos, sem demonstracao, sua validade para distribuicoes gerais. Uma
dedugao a partir de (2) pode ser feita por aproximagao e passagem ao limite, mas nao a
desenvolveremos aqui. Ja a monotonicidade da esperanca segue da comparagao das pro-
babilidades nas integrais que a definem. Assim, os argumentos algébricos baseados nessas
propriedades serao validos para quaisquer distribuicoes, sob as hipoteses de integrabilidade
indicadas, mesmo quando nao escrevermos a esperanca como soma ou integral contra uma
densidade.

Uma regra pratica para converter um argumento sobre variaveis absolutamente continuas
em um argumento sobre varidveis discretas é substituir “fx(z)dz” por “px(x)” e a integral
pela soma:

Fe(@)dr —s px(), / — 3. (5)

A correspondéncia em (5) nao é um teorema, e sim um guia de leitura: ela diz que, nos
argumentos que faremos, o caso discreto se obtém do caso absolutamente continuo trocando



a densidade pela fungdo de probabilidade e o simbolo de integracdo pelo de soma, sem que
a estrutura da deducao se altere.

Passamos ao estudo dos momentos, usando a expressao (2) para a esperanga e sua apli-
cacdo as poténcias em (4) como base para a definigdo geral dos momentos. As expressoes
por somas e densidades continuarao sendo nossas principais ferramentas de calculo.

2. Momentos

2.1. Definicao e Primeiros Exemplos

A média de uma variavel aleatoria X é apenas o primeiro de uma familia de niimeros que
descrevem sua distribuicao. Nestas notas, vamos estudar os momentos de X, isto é, as
esperancas de suas poténcias nao negativas, e ver como essa sequéncia de nimeros permite
extrair informacoes sobre a distribuicao. Comegamos pelos calculos diretos, que mostram o
que a defini¢ao exige e o que ela eventualmente nao nos fornece.

Defini¢ao 1 (Momento de ordem k). Seja X uma varidvel aleatéria e seja k > 1 um inteiro.
O momento de ordem k de X é o nimero E[X*], sempre que essa esperanca existir e for
finita. Nesse caso dizemos que X possui momento de ordem k; caso contrario, dizemos que o
momento de ordem k nao existe. Por conveniéncia, também falamos do momento de ordem
0, que é sempre E[X?] = 1.

Como a esperanca é calculada a partir da distribuicao de X, os momentos dependem
apenas dela, e nao do espago de probabilidade particular em que X esta definida. Por isso
também faz sentido falar dos momentos de uma distribui¢do ou de uma densidade.

Para qualquer distribuicdo, a Definicdo 1 exige E[| X |¥] < oo. Pela expressdo (1), aplicada
a'Y = |X|*, e pela mudanca de varidvel t = u*, temos

E[|X[¥] = /OOO P(X[* > ) dt = k:/ooo WFIP(|X| > u) du (6)

Essa identidade vale também com valor +o00 e da um critério de existéncia dos momentos
mesmo quando X nao é discreta nem absolutamente continua. Quando esse valor ¢ finito,
calculamos E[X*] por (4), que leva em conta a paridade de k.

Nos dois casos ja estudados, recuperamos as expressoes usuais. Se X é discreta, entao

EXM = Y 2"P(X=u),

z€Im X

e a soma deve convergir absolutamente. Se X tem densidade f, entao

[e.e]
E[XY = [ 2" f(x)da.
—0o0
e a integral de |z|¥f(z) precisa ser finita. Assim, a convergéncia absoluta nas férmulas
por somas ou densidades expressa o mesmo critério de integrabilidade. Mesmo no caso de
poténcias impares, os eventuais cancelamentos entre valores positivos e negativos nao sao
suficientes para substituir a condigao (6).



Exemplo 2 (Momentos da distribuigdo exponencial). Fixe A > 0 e suponha que X tenha
densidade f(z) = Ae ™ para z > 0 e f(z) = 0 para z < 0. Como X > 0, a condicio de
integrabilidade de X* coincide com a convergéncia da integral que define E[X*], e podemos
escrever, para k > 1,
E[X*] = / e dz.
0

Vamos calcular essa integral por partes, escolhendo derivar o fator polinomial z* e integrar
o fator exponencial. Tomando u = z* e dv = e dx, temos du = kz*'dr e v = —e™*
logo

Y

E[X*] = [—wke_)‘x} +/ ka*te™ " dx.
0 0

k Az

O termo de fronteira se anula nas duas extremidades: em x = 0, porque z" se anula e e”
vale 1; e quando x — oo, porque a exponencial decai mais rapido do que qualquer polinomio
cresce, isto ¢, limy_, 2¥e™** = 0. Quanto a integral que sobra,

/Oo kab~le " dr = i /oo 2 Ne N dy = i RE[X*1],
0 A Jo A

onde a tultima igualdade usa novamente a definicio do momento de ordem k — 1. Como
o integrando é nao negativo, a integragao por partes pode ser feita em [0, R] e seguida da
passagem ao limite R — oo, de modo que a recorréncia abaixo vale em [0, +00], isto é, ela
¢é valida mesmo que um dos dois lados seja infinito. Reunindo os dois passos, obtemos a
recorréncia

k

E[X*) = X]E[X’“‘l], k> 1.
Aplicando a identidade acima recursivamente, ficamos com
kK k—1
E[XH] = S E{X*
k(k—1) _
= =7 EX*]
k!
— S EIX
k!
= ﬁ7
pois X? = 1 e a esperanca da constante 1 é 1. Para k = 1 recuperamos E[X] = 1/,
o valor j& conhecido para a média da exponencial. Mais do que isso, como E[X?] = 1 é

finita, a recorréncia fornece, por inducio, E[X*] < co para todo k: se E[X*7!] < oo, entdo
E[X*] = (k/)\)E[X*!] < co. Logo a distribui¢do exponencial possui momentos de todas as
ordens, dados por

|
E[X*] = ];k vk € {0,1,2,...}.

Exemplo 3 (A distribuicdo de Cauchy ndo possui momentos). Dizemos que X tem distri-
buicdo de Cauchy quando sua densidade é
1

= — e R.
(1 + x?) v

/(@)
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Se X tivesse momento de ordem k, ele seria dado por

00 zF
Ewﬂ:/ S —
—oo m(1 + 22)
Vamos mostrar que essa integral nao converge absolutamente para nenhum k > 1, de modo
que a distribuicao de Cauchy nao possui momento algum.
Para |z| > 1 temos 1 + 2? < 222, logo

QJk

(14 2?)

_ |x|k |x’k — i |$‘k—2
m(1+22) 7 2722 27 '

Como k — 2 > —1, a integral de |z|[*~2 em {|z| > 1} diverge, e a comparacio garante que
oo

L.

Para k = 1 vale a pena notar por que isso nao é um detalhe técnico. O integrando z/(mw(1+
2?)) é uma funcido fmpar, e o valor principal simétrico da integral se anula; mas a esperanca
exige convergéncia absoluta, e podemos refazer o argumento acima separando {|z| > 1} do

intervalo limitado [—1, 1] para ver que a integral de |x|/(7(1 + 2?)) diverge. Concluimos que
E[X] ndo existe, e 0 mesmo vale para todo k > 1.

ZEk

———— | dx = 0.
(14 22?) reee

O exemplo anterior sugere que o comportamento da densidade no infinito controla quais
momentos existem. Vamos tornar isso preciso com uma familia de densidades de cauda
polinomial, para as quais os momentos existem apenas até uma certa ordem.

Exemplo 4 (Densidades com cauda polinomial). Fixe um inteiro m > 2 e considere

f(z)

L |z

S /00 dx !

é escolhida de modo que a integral de f seja igual a 1. A constante é positiva e finita:

o integrando é positivo e continuo, e para |x| > 1 ele é dominado por |z|™™, cuja integral

converge em {|z| > 1} porque m > 2. Portanto, f é de fato uma densidade de probabilidade.
Vamos determinar para quais k a integral

|zt
——dx
oo 1+ |z|™
converge. O comportamento no infinito é o tnico ponto delicado, pois o integrando é continuo

e limitado em qualquer intervalo limitado. Para |z| > 1 temos |z|™ < 1+ |z|™ < 2|z|™, e
portanto

r € R,

onde a constante

—Nz" " — x|
2” \1+|x|m\||
As duas desigualdades mostram que a integral em {|z| > 1} converge se, e somente se,
[ xk=™ dx converge, o que ocorre exatamente quando k—m < —1, isto é, k < m—1. Como

k e m sao inteiros, essa condicao ¢ equivalente a k < m — 2.



Concluimos que a densidade f possui momentos apenas para as ordens 1 < k < m — 2:
ela tem momento de ordem k para todo inteiro k nesse intervalo e nenhum momento para
k > m — 1. Conforme m aumenta, a cauda fica mais leve e mais momentos passam a existir;
para m = 4, por exemplo, existem E[X] e E[X?], mas nao E[X?]. No extremo oposto, m = 2
da f(z) = c2/(1 + x?%), que ¢é a densidade de Cauchy do Exemplo 3, e a condicdo k¥ < 0 nao
deixa nenhuma ordem admissivel, como ja sabiamos.

Conhecida a funcao de distribui¢ao de X, podemos calcular seus momentos, sempre que
eles existirem, pela expressao (4), qualquer que seja o tipo da distribui¢cao. Cabe entdo
perguntar se vale a reciproca: dada a sequéncia dos momentos finitos

E[X], E[X?], E[X?], ...,

é possivel reconstruir a distribuicao de X7 A resposta geral é nao: existem variaveis aleatérias
distintas que compartilham toda a sequéncia de momentos. A resposta passa a ser sim
quando acrescentamos alguma informacao extra sobre a sequéncia, e a préxima subsecao
trata exatamente disso.

2.2. Os Momentos e a Determinacao da Distribuicao

Os momentos de uma varidvel aleatéria X, isto é, as esperangas E[X], E[X?], E[X?], ...,
quando existem, codificam informagcoes sobre a distribuicao de X. Uma pergunta natural é se
a sequéncia de momentos determina unicamente essa distribuicao. Vamos ver que a resposta
¢é afirmativa sob uma hipdtese de convergéncia, que explicita a relagao entre a sequéncia de
momentos e uma fungao geradora.

Teorema 5 (Unicidade dos momentos). Suponha que todos os momentos E[X], E[X?], ... da
variavel aleatéria X existam e que a série
=1
>t EX] (7)
= k!

seja absolutamente convergente para algum ¢ > 0. Entao a sequéncia de momentos determina
unicamente a distribuicao de X.

A demonstragao usual deste fato utiliza resultados de andlise real e complexa que nao
desenvolveremos nestas notas. Por isso, omitimos a prova, que pode ser encontrada em
textos de Analise.

Observamos que o enunciado vale para distribuigoes gerais, sem hipotese de existéncia de
densidade. O ponto de contato com a probabilidade esta na forma de (7): essa série é a funcao
geradora exponencial da sequéncia (E[X*])z=0, € 0 teorema é o andlogo, para momentos,
do teorema de unicidade da funcao geradora de probabilidade, que estudamos nas notas
sobre funcoes geradoras de probabilidade. Assim como 14 a funcao geradora determinava a
distribuicao, aqui a convergéncia absoluta da série faz a sequéncia de momentos determinar
a distribuicao.

O papel l6gico da hipdtese é o de uma condicao suficiente para a conclusao: a convergéncia
absoluta de (7) para algum ¢ > 0 basta para que os momentos determinem a distribuigao. O
teorema nao afirma que essa convergéncia seja necessaria, e o exemplo da subsecao seguinte
mostra que a hipotese nao é supérflua: sem hipdtese alguma sobre a convergéncia da série,
os momentos podem deixar de determinar a distribuicao.

7



2.3. Um Contraexemplo: A Distribuicao Log-Normal

Vamos construir uma distribuicao que nao é determinada pelos seus momentos. Para isso,
nosso ponto de partida sera considerar uma varidvel aleatoria com distribuicao log-normal.
Isto é, dizemos que Y tem a distribuigao log-normal (padrio) se Y é da forma Y = e*, com
X ~ N(0,1). Vamos verificar que se Y é uma variavel aleatéria log-normal, entdo Y possui
uma funcao de densidade. De fato, para x > 0, a func¢do de distribuicdo de Y é dada por
P(Y < z) = P(X < logx), e derivando em relagdo a x (ou pela férmula de mudanca de

varidvel para transformagoes crescentes e diferencidveis) obtemos a densidade

X {—1 (1() :17) ] ex >0
($ , Sex s
T /— p g

fx) = (8)

0, se x < 0.
Exemplo 6 (Momentos que ndo determinam a distribui¢ao). Fixe a com —1 < a < 1 e

defina
fo(z) = [1 + asen(2mlog x)}f(x) para x > 0,

com f,(z) =0 para < 0. Vamos verificar que

(i) f. ¢ uma densidade,
(ii) f tem momentos finitos de todas as ordens,

(iii) f, e f tém momentos iguais de todas as ordens.

O fator 1 + asen(27logz) modifica a densidade f. Vamos mostrar que essa modificagao
preserva tanto a integral da densidade quanto todos os seus momentos. A presenca de log x
sugere a substituicdo u = logz: ela transforma a expressao e~ (1°8 )%/2 o e~v’/ 2 que aparece
na densidade da normal padrao. Faremos essa substitui¢ao explicitamente em cada uma das
contas.

(i) A funcao f, é uma densidade. Precisamos verificar que f, é mensuravel, ndo negativa
e tem integral igual a 1. A mensurabilidade decorre de ela ser continua em (0, c0) e nula em
(—00,0]. Para verificar o sinal, usamos |sent| < 1 e |a| < 1:

1 +asen(2rlogz) > 1 — |asen(2rlogx)| > 1 —|a| =0

Como f(z) > 0, segue que f,(r) > 0 para x > 0. Para z < 0, isso também vale, pois
fo(z) =0.

Agora vamos calcular a integral de f, ao longo de toda a reta real. Primeiro, vamos
conferir diretamente que a integral de f é 1. Fazemos

u = logz, r =e", dx = e" du.

Quando z — 0T, temos u — —o0; quando x — +00, temos u — +00. Substituindo também
o fator 1/x por 1/e*, obtemos

0 [es) 1 2
d :/ —(logz)*/2 g
/0 f(m) o 0 x\/27re *
B /Oo : e et du
—c0 % 27T

e 2 dy = 1.

-



Na segunda linha, os fatores 1/e* e e" se cancelam. A tltima integral vale 1 porque é a
integral da densidade da normal padrao.

Para calcular a integral de f,, falta examinar o termo que contém o seno. Essa integral
¢é absolutamente convergente, pois

/Ooo‘sen(% log:c)f(:c)‘ dr < /OOO flx)de =

Usando novamente x = e, logx = u e dz = e" du, temos

o0 o0 1 2
sen (2w lo dr = / sen(2mu) ——e /2 et d
/0 n(2rlog x) f(x) dx n(27mu) \/_e e du

—00 ev\/2m

2
sen (2mu)e™ 2 du

= 0.
Essa ultima integral é zero: o integrando é impar, por ser o produto de uma funcao par por
uma fung¢ao impar, e é absolutamente integravel sobre a reta, que é simétrica em torno da

origem.
Usando os dois resultados obtidos acima, concluimos que

/Rfa(x) dx = /OOO [1 + asen(27log x)}f(x) dx

= / x)dr+a /OOO sen(2mlog z) f(x) dx

=1+a-0=1.

Isso conclui a verificacao de que f, ¢ uma densidade.

(ii) Célculo dos momentos de f. Fixe um inteiro £ > 1. Como a densidade é nula para
r < 0, o momento de ordem k é [;°z*f(x)dz. Para calcular estes momentos vamos usar
mais uma vez a substituicao

u=logux, xr=e" zk = ek dr = e" du.

Os limites 0 e +00 passam a —oo e +00, respectivamente. Assim,

0 [e’s) 1 2
k _ k —(log )*/2
" f(x) dx —/ x e dx
/0 f( ) 0 T/ 21

oo 1
:/ eku 7u2/2 e du
—00 ev 2

/ ku u2/2 du
\/271'

Queremos reconhecer novamente uma integral da densidade normal. Para isso, vamos es-
crever o expoente como o negativo de um quadrado mais uma constante. Como (u — k)? =
u? — 2ku + k?, temos

u? 1 (u—k)? k?

1
e R PO AY RS ) R G ) A
ku 5 = 2(u 2ku) = 2[(u k) k}— 5 + 5
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Consequentemente,
eku—u2/2 _ ek2/2e—(u—k)2/2

O fator ¥°/2 ndo depende de u e pode sair da integral. Logo,

/ooxkf(x) dr = ¥/2
0

(u—k) /2du

v d

Para calcular a integral restante, fazemos
v=u—k, u=uv+k, du = dv.
Subtrair a constante k nao altera os limites infinitos. Portanto,

e~ (u=k)? e 2 dy = 1.

\/ﬁ/ :\/127/_00

Concluimos que
/ xkf(x)dx:ek2/2<oo para k =1,2,....
0

Assim, f tem momentos finitos de todas as ordens.

(iii) Os momentos de f, sao iguais aos de f. Fixe um inteiro £ > 1. Antes de separar
os termos da integral, observamos que 0 < f,(z) < 2f(x) e, portanto,

0</ 2" fu(x) 2/ )de = 2e¥/? < o0,
0

Além disso, |z*sen(2rlogx)f(z)] < 2*f(z), de modo que o termo com seno também é
absolutamente integravel. Pela definicao de f,,

/oo a* fo(z) do = /OO 2 f(z) da +a/ 2* sen(2r log x) f(z) da.
0 0

0
O primeiro termo ja foi calculado em (ii). Para mostrar que os momentos sao iguais, preci-
samos mostrar que o segundo termo é zero. Vamos chamar a integral desse termo de

Jp = /OO z* sen(2m log x) f () de.
0

Fazemos novamente v = logz, de modo que x = €%, ¥ = e e do = e“du. Os limites

passam de (0, 00) para (—o00, 00), e obtemos

o 1 2
Jp = / 2" sen (27 log 2) ———¢~(182)%/2 g
k= (2 log ) =

1
= “sen(2 e 2ugy
/ 7Tu>e“\/ 21

sen(2mu)e ku—u?/2 .

- =1

Usamos a mesma identidade de (ii),

u? (u—k)? k?
bu—g=——5—+7,
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para obter
ek?/2 roo

- A4 21 J—0

Para aproveitar o cancelamento por simetria usado em (i), queremos que o fator exponencial
—02 .
tenha a forma e~v"/2. Por isso, fazemos

sen(2mu)e” /2 qu.

Ji

v=u-—k, u="v+k, du = dv.
Nessa substituicao, precisamos trocar u nos dois fatores do integrando:
e~ (kP2 = o=P/2 sen(27ru) = sen(?w(v + k:))
Os limites continuam sendo —oo e +00. Assim,
€k2/2 00

B vV 21 J—0

E neste ponto que usamos o fato de k ser inteiro: somar 27k ao argumento do seno corres-
ponde a dar um nimero inteiro de voltas no circulo trigonométrico e nao muda seu valor.
Portanto,

i sen(27r(v + k))e_”2/2 dv.

sen(27r(v + k)) = sen(2mv + 27k) = sen(27v).

Com isso,
/2 oo

B vV 21 J—

A integral é zero pelo mesmo motivo explicado em (i): o seno é impar, o fator exponencial é
par, e as integrais sobre as duas metades da reta se cancelam. Voltando ao momento de f,,
concluimos que

sen(2mv)e/? dv = 0.

Jk

/Oo 2P fo(x) de = ¥ 4 ady = 52 = /Oo ot f () da.
0 0

Isso vale para todo inteiro & > 1. Para k = 0, a igualdade também vale, pois ambas as
densidades tém integral 1.

As distribuigoes sao diferentes. Falta verificar que variar a realmente produz distribui-
¢oes diferentes. Suponha que a > a’. Pela definicao,

fa(@) — fu(x) = (a — d')sen(27 log z) f (), x> 0.

Se 1 < x < e'? entdo 0 < logz < 1/2 e, portanto, 0 < 2wlogaz < 7. Nesse intervalo,
sen(2mlogz) > 0. Como também a —a’ > 0 e f(x) > 0, temos f,(x) > fu(z) em todo esse
intervalo. Integrando, obtemos

[ hwaes [ g

Essas integrais sao as probabilidades que as duas distribuigdes atribuem ao intervalo (1, el/?).
Como as probabilidades sao diferentes, as distribui¢des também sao diferentes. Se a < d/,
basta trocar os papéis dos parametros no argumento.
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A figura abaixo ilustra essa comparagao para a =1 e a’ = —1. A regiao sombreada fica
entre as duas densidades no intervalo (1, e'/?): sua 4rea é a diferenca entre as probabilidades
que elas atribuem a esse intervalo.

. S

Figura 2: Um trecho de duas densidades com os mesmos momentos
de todas as ordens. Entre 1 e €'/2, a curva de f; fica acima da
curva de f_;. A area sombreada ¢é positiva, mostrando que as duas
distribuicoes atribuem probabilidades diferentes a esse intervalo.

Construimos, assim, uma familia de distribui¢oes distintas, cujas densidades correspon-
dentes sdo dadas pela familia de fungdes {f, : —1 < a < 1}, que possuem os mesmos
momentos de todas as ordens. Logo, conhecer todos os momentos nao basta, em geral, para
determinar uma distribuicao.

Concluimos que a hipoétese de Teorema 5 nao é supérflua: as densidades f, acima sao
distintas, mas compartilham a sequéncia de momentos

(E[Yk]>k>1 - (€k2/2>k>1'

Para esta familia a série de poténcias (7) diverge para todo ¢ > 0: a razao entre termos
. , tek+1/2 .

consecutivos € ~———, que tende a +00, de modo que os termos gerais nem sequer tendem a

zero. Temos assim o contraponto do teorema de unicidade: sem a convergéncia absoluta em

(7), a sequéncia de momentos pode deixar de determinar a distribuigao.

2.4. A Variancia e suas Propriedades

A varidncia de uma variavel aleatéria ja apareceu duas vezes no curso: nas notas sobre
esperanga de variaveis discretas, nas quais foi definida por meio da funcao de probabilidade,
e nas notas sobre fungdes de varidveis continuas e esperanca, em que foi definida por meio
da densidade. Naquele momento, era necessario escolher uma forma de somar ou integrar
segundo o tipo da variavel. Agora que dispomos de uma noc¢ao de esperanca que nao depende
do tipo, podemos reapresentar a definicio de uma s6 vez e estudar as propriedades da
variancia de maneira unificada.

Definigao 7 (Variancia). Seja X uma varidvel aleatéria com E[X?] < oo e escreva p = E[X].
A wvariancia de X é
Var(X) = E[(X — p)?]. (9)
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A exigéncia E[X?] < oo garante primeiro que p ¢ finita, pois | X| < 1+ X2 Em seguida,
(X — p)? < 2X? + 2% garante que a esperanga em (9) também ¢ finita. Usamos aqui
a monotonicidade e a linearidade da esperanca, com o alcance fixado na Secao 1. Essas
estimativas valem para qualquer distribuicao; nao precisamos supor que X seja discreta ou
tenha densidade.

A variancia mede a dispersao de X em torno de sua esperanca pu. Se X assume com
frequéncia valores consideravelmente distantes de p, entdo | X — u| é frequentemente grande
e E[(X —p)?] também serd grande; se X costuma ficar perto de yu, entdo | X — pl é tipicamente
pequeno e E[(X — u)?] é pequena. O caso extremo é o de uma varidvel concentrada em um
unico ponto, e é isso que caracterizamos a seguir.

Comecamos por um critério de anulamento que vale para qualquer variavel aleatoria
quadrado-integravel.

Lema 8. Para uma varidvel aleatéria Y com E[Y?] < oo,
E[Y?] =0 se, e somente se, P(Y =0)= 1. (10)

Prova. Uma das implicacdes é imediata. Se P(Y = 0) = 1, entdo Y? = 0 quase certamente
e, pela definicdo de esperanca de uma variavel que se anula em um evento de probabilidade
1, temos E[Y?] = 0.

Para a reciproca, suponha que E[Y?] = 0 e fixe ¢ > 0. Para 0 < t < &2, temos P(Y? >
t) > P(Y? > €%). Integrando essa comparacio e usando (1), obtemos

62
EP(YV? > %) < / P(Y? > t)dt <E[Y?] =0,
0

e portanto P(|Y| > ¢) = 0 para todo € > 0. Escrevemos agora o evento {Y # 0} como unido
enumeravel dos eventos aninhados {|Y| > 1/n}, com n € N:

{v #0} = J{IY| > 1/n}.

n=>1

Pela continuidade por baixo da probabilidade aplicada a essa sequéncia crescente de eventos,
P(Y #0) = lim P(]Y]>1/n) = lim 0= 0.
Logo P(Y # 0) = 0 e, tomando o complementar, P(Y = 0) = 1. |

No caso de uma variavel aleatoria discreta, a reciproca admite uma leitura puramente
somatoria, que registramos porque esclarece de onde vem o argumento acima. Escrevendo a
esperanca como soma sobre a imagem de Y,

E[Y? = > y'P(Y =y),

yElmY

vemos que todos os termos dessa soma sao nao negativos. A soma, portanto, s6 pode se
anular se cada termo for nulo; como y? = 0 apenas para y = 0, concluimos que P(Y = y) = 0
para todo y # 0 e, somando sobre a parte nao nula da imagem, P(Y # 0) = 0. O argumento
do Lema 8 apenas substitui essa soma por uma estimativa integral, o que permite tratar ao
mesmo tempo os casos discreto, continuo e singular.
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Aplicando (10) a Y = X — pu, cuja esperanca do quadrado é Var(X), obtemos a caracte-
rizagao do caso sem dispersao alguma:

Var(X) =0 se, e somente se, P(X =E[X])=1. (11)

Isto é, a varidncia se anula exatamente quando X é constante com probabilidade 1, de modo
que “variancia nula” significa “nenhuma dispersao”.

Existem outras medidas possiveis de dispersao, como E[|X — p|] ou E[|X — u/?], mas é
com a varidncia que se trabalha com mais facilidade. O motivo aparece na formula a seguir.

Quando calculamos a variancia de uma variavel concreta, é em geral mais simples usar
os momentos de X do que retornar a definigdo (9). Expandindo o quadrado e usando a
linearidade da esperanca, obtemos uma identidade que expressa a variancia em termos do
segundo momento e da média. Como todos os termos envolvidos sdao integraveis, a expansao
é legitima e resulta em

Var(X) = E[X?] — E[X]%. (12)
De fato, escrevendo pu = E[X],
E[(X — p)?| = E[X? — 2uX + pr*]
= E[X?] — 2uE[X] + 2
= E[X?] — 2u* + p* = E[X?] — 1.

A vantagem de (12) é que ela separa o cdlculo em dois momentos, E[X] e E[X?], que costu-
mam ser obtidos por somas ou integrais diretas, sem que seja preciso lidar com o quadrado
de X — E[X].

A mesma linearidade controla o efeito de uma transformacao afim.

Proposicao 9 (Variancia de uma transformagcao afim). Sejam X uma varidvel aleatéria com
E[X?] < 00 e a,b € R. Entdo

Var(aX + b) = a® Var(X). (13)

Prova. Pela linearidade da esperanca, E[aX + b] = aE[X] + b, de modo que o desvio de
aX + b em relacao & sua média é aX +b— E[aX + b] = a(X — E[X]) Logo

Var(aX +b) =E

-(aX +b—E[aX + b])Z-

—E|(aX +b—aE[X] - 5)”

= E[e’(X —E[X])] = E[(X ~ E[x]) ]
= a® Var(X).
A penultima igualdade usa a homogeneidade da esperanga para retirar a constante real finita

a’. [ ]
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Como medida de dispersao, a varidncia tem um inconveniente: ela é quadratica em X e,
portanto, nao linear. Pela Proposicio 9, se a > 1, a variancia de aX é a? vezes a variancia
de X, e ndo a vezes; além disso, a variancia é medida em unidades ao quadrado das unidades
de X. Se, por exemplo, X é um comprimento em metros, a variancia Var(X) é expressa em
metros quadrados. Por esse motivo, quem precisa de uma medida de dispersao na mesma
escala de X usa o desvio padrao

ox =/ Var(X).

O desvio padrao herda a nao linearidade apenas no fator de escala: pela Proposicao 9,
Oax+b = |a| ox, 0 que é compativel com a mudanga de unidades descrita por a.

Vamos voltar nossa atencao novamente para a variancia de uma soma. A pergunta natural
é se Var(X +Y) se decompde em Var(X) + Var(Y). Veremos que isso nao é verdade em
geral e que o termo que pode alterar esta igualdade tem significado proprio.

Proposigao 10 (Variancia de uma soma). Sejam X e Y variaveis aleatérias com E[X?] < oo
e E[Y?] < oo. Entao

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2E[(X - E[X])(Y — E[Y])]. (14)

Prova. Escreva puy = E[X] e uy = E[Y]. Pela linearidade da esperanca, E[X + Y] =
wx + py, de modo que (X +Y) —E[X +Y] = (X — ux)+ (Y — py). Expandindo o quadrado
dessa soma,

Var(X +Y) = E[{(X )+ (Y — MY)}Q]

= E[(X — px)?] + 2E[(X — px)(Y — )| + E[(Y — py)?]

= Var(X) + 2E[(X — px)(Y — py)] + Var(¥).

A validade da expansao do quadrado segue da linearidade da esperanca: as trés parcelas sao
integraveis, pois E[(X — ux)?] < oo, E[(Y — uy)?] < 0o e

(X = px) (Y = )] < 3[(X = px)® + (Y = py)?],
0 que garante que o termo misto ¢ absolutamente integravel. [

A Proposicao 10 mostra que a varidncia da soma é a soma das variancias acrescida de
duas vezes o nimero E[(X —E[X])(Y —E[Y])]. Esse nimero mede o quanto as duas varidveis
flutuam conjuntamente em torno de suas médias: ele é positivo quando X e Y tendem a
ficar simultaneamente acima ou simultaneamente abaixo de suas médias, e negativo quando
tendem a se deslocar em direcdes opostas. E essa quantidade que se chama covaridncia de
X eY, e éoobjeto que estudamos na préxima subsegao.

2.5. Covariancia

Definicao 11 (Covaridncia). A covaridncia das varidveis aleatérias X e Y é a quantidade
denotada Cov(X,Y’) e dada por

Cov(X,Y) = E[(X - E[X])(Y — E[Y])], (15)

sempre que essas esperancas existem.
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Note que Cov(X, X) = Var(X): a covaridncia generaliza a varidncia, que mede a disper-
sao de uma tnica variavel em torno de sua média, para o caso de duas variaveis.

A expressao em (15) pode ser reescrita de forma mais simples. Suponha que X e Y
tenham segundo momento finito. Como |XY| < (X? + Y?)/2, o produto XY é integrdvel.
Podemos entao expandir o produto e usar a linearidade da esperanca, para distribuicoes
gerais obtendo

Cov(X,Y) =E[(X - E[X])(Y - E[Y])]
=E[XY - XE[Y] - E[X]Y + E[X]E[Y]] (16)

— E[XY] - E[X]E[Y],
onde usamos que E[X] e E[Y] sdo constantes. Vale a pena guardar a forma final: ela dispensa
o calculo prévio das médias dentro do produto e é, em geral, a mais rapida de calcular.

Voltando a expressao da variancia de uma soma, obtida na subsecao anterior, o termo
do meio é 2E[(X — E[X])(Y — E[Y])}, e portanto

Var(X +Y) = Var(X) + 2Cov(X,Y) + Var(Y), (17)

é uma identidade valida para quaisquer X e Y com segundo momento finito, sem hipdtese
de independéncia.

Suponhamos agora, ainda com segundos momentos finitos, que X e Y sejam indepen-
dentes. Usamos a fatoragao E[XY| = E[X]E[Y], cuja validade para distribuiges gerais foi
admitida na Secao 1. No caso discreto, ela se demonstra fatorando a soma conjunta; no caso
de um par com densidade conjunta, a independéncia permite fatorar a densidade e separar as
integrais. Essas verificagoes nao cobrem todas as distribuigoes, mas, admitida a propriedade
geral, o argumento a seguir nao exige outra adaptacao.

Das observagoes acima e da identidade (16) concluimos que no caso de varidveis aleatorias
X e Y independentes e com segundo momento finito temos

Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y] = 0. (18)

Ou seja, variaveis aleatérias independentes, com segundo momento finito, nao sao correlaci-
onadas. Usando esse resultado na igualdade (17), recuperamos a férmula ja conhecida

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y), (19)

valida sempre que as variancias existem e que X e Y forem independentes.

A reciproca é falsa: covaridncia nula nao implica independéncia. Como esse ponto cos-
tuma causar confusdo, vamos examinéd-lo num exemplo com as contas feitas.

Exemplo 12 (Covariancia nula nao implica independéncia). Seja X uniforme em {—1,0,1},
isto 6, P(X = x) = & para cada € {—1,0,1}, e defina Y = X2 Como Y é funcao de
X, as variaveis sao dependentes. De fato, observe que P(X = 1,Y = 1) = %, enquanto
P(X =1)P(Y =1) =1-2=2. O que mostra que X ¢ Y sdo dependentes. Por outro lado,
elas possuem covaridncia nula, como mostram os calculos abaixo:

EX]=3-1)+i-0+%-1=0
EY]=EX?’|=3-1+5-0+5-1=3;

E[XY] = E[X?] = E[X] =0,
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pois X assume apenas os valores —1, 0 e 1, e nesse conjunto X® = X ponto a ponto e
finalmente por (16),

Cov(X,Y) = E[XY] - E[X]E[Y] =0—-0-2 =0.

Portanto este ¢ um exemplo em que X e Y sdo dependentes e, ainda assim, ndo correlaci-
onadas. A razao do cancelamento estd na simetria: quando X se afasta da média para a
direita, Y também se afasta para a direita, mas o mesmo ocorre quando X se afasta para a
esquerda, e as duas contribuicoes se anulam.

Apesar de a reciproca falhar, a covariancia é muito usada como medida de dependéncia,
e héd uma razao para isso: ela é um Unico nimero, e nao um objeto complicado como uma
densidade conjunta, e ainda assim carrega informacgao sobre o comportamento conjunto de
X eY. Se Cov(X,Y) > 0, os desvios tendem a ter o mesmo sinal; se Cov(X,Y) < 0, a
tendéncia se inverte.

A covariancia tem, porém, uma desvantagem: ela nao é invariante por mudanca de escala.
Se X e Y registram duas grandezas em metros e U e V registram as mesmas grandezas em
centimetros, entao U = 100X, V' = 100Y e, pela linearidade da esperanca,

Cov(U, V) = 100> Cov(X,Y) = 10000 Cov(X,Y).

A covariancia muda por um fator 10 000, embora os dois pares descrevam as mesmas quan-
tidades; s6 a unidade de medida mudou. Para contornar isso, reescalamos a covariancia de
modo a eliminar as unidades.

2.6. Correlacgao

Definigao 13 (Coeficiente de correlagao). O coeficiente de correlagao das varidveis aleatorias
X e Y é a quantidade p(X,Y’) dada por

_ Cov(X,Y)
\/Var(X) Var(Y) ’

p(X,Y) (20)

sempre que essas quantidades existem e Var(X) Var(Y') # 0.

A condicao Var(X) Var(Y) # 0 garante que o denominador nao se anule. Além do mais,
se uma das variaveis fosse constante, ela nao teria dispersdo, e nao haveria o que medir
conjuntamente.

Vejamos que a correlagdo é invariante por translacoes e mudancas de escala. Sejam
a,b,c,d € R com ac # 0 e considere aX + b e ¢Y + d. Desenvolvendo a covariancia com a
forma (16),

Cov(aX +b, ¢cY +d) =E[(aX +b)(cY +d)] — E[aX + V] E[cY + d]
= acE[XY] + ad E[X] + bcE[Y] 4 bd — (aE[X] + b)(cE[Y] + d)
= acCov(X,Y),

pois os termos constantes e os termos lineares se cancelam. Para as varidncias, o mesmo
desenvolvimento mostra que uma translagao nao altera a dispersao e que um fator multipli-
cativo sai ao quadrado:

Var(aX + b) = a® Var(X), Var(cY +d) = ¢* Var(Y).
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Substituindo em (20),

acCov(X,Y)
\Ja2e? Var(X) Var(Y)

Em particular, se ac > 0, como em qualquer mudanca de unidades aplicada as duas
coordenadas (metros e centimetros, quilos e gramas), temos p(aX + b,cY +d) = p(X,Y).
Portanto, a correlagao é invariante por mudancas de escala com fatores positivos. Se ac < 0,
uma das coordenadas ¢ invertida e o sinal de p se inverte, o que ¢ coerente com a interpretacao
de p como medida da tendéncia de os desvios terem o mesmo sinal.

A correlagao tem ainda outra propriedade atraente como medida de dependéncia: seus
valores estdo confinados ao intervalo [—1,1], e os casos extremos admitem interpretacao
precisa em termos do comportamento conjunto de X e Y.

plaX +b, cY +d) = = sgn(ac) p(X,Y). (21)

Teorema 14 (Faixa de variagao do coeficiente de correlacao). Se X e Y sao variaveis alea-
térias e p(X,Y) existe, entao
-1 <p(X,Y) < 1. (22)

A prova é uma aplicacao direta da desigualdade de Cauchy—Schwarz, que apresentaremos
na préxima subsec¢ao; por isso a demonstracao fica adiada para la.

2.7. A Desigualdade de Cauchy—Schwarz

Nas notas sobre fungoes de variaveis aleatoérias continuas, provamos uma desigualdade de
Cauchy—Schwarz integrando (g — Ah)? em relagdo a uma densidade. O argumento nao de-
pende de representagao alguma da distribuicdo e vale para varidveis aleatorias arbitrarias;
é 0 que vamos registrar agora. A desigualdade controla a esperanca do produto UV pelos
segundos momentos de U e V', e nao exige independéncia. A prova abaixo usa apenas a
positividade e a linearidade da esperanca, propriedades cuja validade foi discutida no caso
geral na Secao 1.

Teorema 15 (Desigualdade de Cauchy—Schwarz). Sejam U e V' varidveis aleatérias com
segundos momentos finitos. Entao UV é integravel e

[E[UV]]? < E[UYE[V?. (23)

Prova. A integrabilidade do produto segue de |UV| < (U%+V?)/2. A ideia é produzir uma
funcao quadratica em uma variavel real s que nao assume valores negativos e extrair uma
restri¢ao sobre seus coeficientes. Para isso, fixe s € R e defina a varidvel aleatéria

W =sU+YV.
Como W? > 0 em cada ponto de €, vale E[IW?] > 0 e, pela linearidade da esperanca,
0 < E[W? = E[s*U? 4 2sUV + V% = as® + bs +c, (24)

com coeficientes

a=E[U?, b=2E[UV], c=E[V?.

Claramente a > 0, pois U2 > 0. Podemos supor a > 0: se a = E[U? = 0, entdo U = 0
quase certamente (resultado da subsecao anterior), de modo que E[UV] = 0 e (23) vale como
igualdade.
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Considere entdo a fungao quadratica g(s) = as® + bs + ¢ com a > 0. Por (24), temos
g(s) = 0 para todo s € R. Afirmamos que ¢ tem no maximo uma raiz real. De fato, se
g(s1) = g(s2) = 0 com s; # sy, entdo, como a > 0, vale g(s) = a(s — s1)(s — s3), e para s
estritamente entre s; e sy os dois fatores tém sinais opostos, donde g(s) < 0, em contradi¢ao
com (24). Pela férmula quadréatica, as raizes reais de g, quando existem, sao

—b+Vb? — 4dac

2a

de modo que a existéncia de duas rafzes reais distintas equivale a b*> — 4ac > 0. Portanto
b? — 4ac < 0. Além disso, se o discriminante b?> — 4ac = 0, entdo o grafico de g toca o eixo
horizontal em uma raiz dupla. Substituindo os coeficientes, concluimos que

0 > b* — dac = A[E[UV]]? — 4E[U? E[V?],
e, dividindo por 4, obtemos (23). [ |

Vamos agora completar o resultado anunciado na subsecao anterior. Sejam X e Y varia-
veis aleatorias com Var(X) > 0 e Var(Y) > 0, de modo que p(X,Y) estd definido. Tomando
U=X—-E[X]eV =Y —E[Y] em Teorema 15, notamos que

E[U% = Var(X), E[V? =Var(Y), E[UV]=Cov(X,Y),

e, portanto,

Cov(X,Y)? < Var(X) Var(Y).

Dividindo por Var(X)Var(Y) > 0 e usando a definicdo p(X,Y) = Cov(X,Y)/(ox0y),
concluimos que p(X,Y)? < 1, isto &,

-1 <p(X,Y) < 1.

2.8. A Caracterizacao dos Casos Extremos

Os valores p(X,Y) = £1 s6 ocorrem em circunstincias especiais. Para identificé-las, vamos
reexaminar a prova de Teorema 15 com as escolhas U = X — E[X] e V =Y — E[Y] feitas
acima; lembramos que Var(X) > 0 e Var(Y') > 0, pois fora disso p(X,Y’) nao estd definido.
O polindémio quadratico (24) torna-se g(s) = as* + bs + ¢, com

a = Var(X), b=2Cov(X,Y), c= Var(Y),
e, para cada s € R,
g(s) = E[(s(X —E[X]) + (Y —E[Y]))?] > 0.
Suponha p(X,Y) = £1. Entdo ac = Var(X) Var(Y') > 0 e o discriminante se anula:
b? — 4ac = 4 Cov(X,Y)? — 4 Var(X) Var(Y) = 4 Var(X) Var(Y)[p(X,Y)? — 1] = 0.

Como a > 0 e b? — 4ac = 0, a equagao g(s) = 0 possui uma raiz dupla s = sy, com
so = —b/(2a). A varidvel aleatéria

W = so(X —E[X])+ (Y —E[Y])
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satisfaz E[IW?] = g(sp) = 0. Além disso, E[W] = 0, de modo que Var(W) = E[W?] = 0 e,
por (10), concluimos que P(W = 0) = 1. Isso significa que

~ Cov(X,Y)

PY =aX +p) =1, com = —s Var(0)

e B=E[Y]-aE[X].

O sinal de a ¢ o sinal de p(X,Y): de fato, como Var(Y) = o? Var(X), vale oy = |alox e,

portanto,
Cov(X,Y a Var(X «
Sy~ CovXY) avar(X) o

oxOy ox |alox |a]

Assim, « > 0 quando p(X,Y) =1 e a < 0 quando p(X,Y) = —1. Reciprocamente, se
P(Y =aX +8) =1 com a # 0, entdo Cov(X,Y) = aVar(X) e Var(Y) = o? Var(X), e o
calculo acima da p(X,Y) = a/|al. Ficam assim estabelecidas as duas equivaléncias

p(X,Y) =1 se, esomente se, P(Y =aX +f)=1paraalgum o >0e R, (25)

p(X,Y)=—1 se, esomentese, P(Y =aX+[)=1paraalguma <0e cR. (26)

Recapitulando, quando Var(X) > 0 e Var(Y) > 0, o coeficiente p(X,Y) pertence ao
intervalo [—1,1] e pode ser lido como uma medida da dependéncia entre X e Y a luz dos
valores —1, 0 e 1:

« se X e Y sdo independentes, entdo p(X,Y) = 0;
e p(X,Y) =1 se, e somente se, Y é funcao linear crescente de X;
e p(X,Y) = —1se, e somente se, Y é funcao linear decrescente de X.
Nos dois tltimos casos, a relagao linear vale quase certamente, como estabelecem (25) e (26).

Observagao 16 (Varidveis nao correlacionadas). Dizemos que X e Y s@o “ndo correlacio-
nadas” quando p(X,Y’) = 0, o que equivale a Cov(X,Y) = 0. A independéncia implica nao
correlagao, pois Cov(X,Y) = 0 quando E[XY] = E[X]E[Y], mas a reciproca ¢ falsa: como
mostra Exemplo 12, é possivel que Cov(X,Y) = 0 sem que X e Y sejam independentes.
A nao correlagao registra apenas a auséncia de relacao linear entre as variaveis, enquanto a
independéncia controla toda forma de dependéncia.

3. Funcoes Geradoras de Momentos

3.1. Definicao e Exemplos
Nas notas sobre fungoes geradoras de probabilidade estudamos, em detalhe, a ferramenta
que associa a uma variavel aleatéria X com valores em {0,1,2,...} a fungio

Gx(s) =E[s*] = i_oj sSFP(X = k), (27)

definida para os s reais para os quais a série converge. La vimos que Gx determina a
distribuicao de X, que suas derivadas em s = 1 produzem os momentos fatoriais de X e
que ela se comporta bem sob somas de variaveis independentes. Recordamos aqui apenas a
definicao, pois vamos precisar dela para comparar com o objeto novo desta secao.

20



A limitagao de (27) ¢ imediata: a expressao s6 faz sentido quando X toma valores inteiros
nao negativos. Se X é, por exemplo, uma variavel com densidade ou uma variavel discreta
que assume valores negativos, ndo hd uma maneira canonica de definir s* e portanto Gx/(s)
poderia nao estar bem-definida. Este problema ocorre, por exemplo, no caso s = —1 e
X =1/2.

Para trabalhar com uma variavel aleatoria X que possa assumir quaisquer valores reais,
vamos considerar apenas bases positivas: assim, s* estd definida para todos os valores de
X. E conveniente escrever s = €', com t € R, pois entdao s¥ = (/)X = X, Isso nos leva a
estudar a esperanca E[e!*] como funcio do parametro real t. Para cada t fixado, e!* é uma
varidvel aleatdria positiva e portanto, sua esperanga estd bem-definida por (1), para qualquer
que seja a distribuicdo de X. Essa esperanca, porém, pode ser infinita. Na defini¢ao a seguir,
consideramos apenas os valores de t para os quais ela é finita.

Definig¢ao 17 (Funcao geradora de momentos). A fungdio geradora de momentos da variavel
aleatéria X é a funcdo Mx definida por

Mx(t) = E[e"], (28)
para todo t € R para o qual essa esperanca existe e é finita.

Precisamos ser explicitos quanto ao dominio. Em (28) o simbolo M (t) s6 esta definido

quando [E {etX } converge; quando nao converge, dizemos que a funcao geradora de momentos

nio existe naquele t. Além disso, como e'* > 0, a esperanca em (28) ou ¢ finita ou é +oo, e
nao ha ambiguidade de sinal. Assim, o dominio de Mx é um subconjunto de R que contém
t =0, pois Mx(0) =E[1] = 1.

Para variaveis que tomam valores em {0,1,2,...}, a definicdo nova é uma modificagdo
da anterior. De fato, tomando s = e’ em (27) obtemos

Mx(t) = E[e™] = E[(¢")*] = Gx(e), (29)

desde que a série em (27) convirja em s = e, 0 que ocorre em particular para todo t < 0.
Quando o raio de convergéncia da série é estritamente maior do que 1, a identidade vale
também para uma faixa de valores positivos de ¢: no caso da distribuicao de Poisson, por
exemplo, a série converge para todo s € R e a identidade vale em toda a reta.

Nos casos discreto e absolutamente continuo, a definicao se 1€ como

Y e P(X =), seX édiscreta,
My (t) = E[e] = (30)

o0
/ e fx(x)dw, se X é absolutamente continua,
—00

quando a soma ou a integral é finita. Como os termos e o integrando sao nao negativos, essa
finitude equivale a convergéncia absoluta. As duas expressoes sdo ferramentas de calculo
para essas classes, e ndo uma restricdo da Definicao 17; para outras distribuigoes, usamos
(1) com Y = e'*. Como veremos nos exemplos seguintes, a existéncia de Mx(t) para t # 0
pode falhar, e falha com frequéncia suficiente para merecer atencao.

Comecamos pelo caso em que a fungao existe em toda a reta.
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Exemplo 18 (A geradora da normal padrao). Seja X ~ N(0,1). Vamos calcular E[etX }
parat € R fixado. Como o integrando é nao negativo, a integral imprépria esta bem definida,
ainda que possa valer +o00; vamos calcular e verificar que o valor é finito.

oo 1
Mx(t) :[Wetx me_éﬁ dx

Al
21 J—oo
A ideia é completar o quadrado no expoente, escrevendo z? — 2tz = (z — t)* — t2. Isso
separa do integrando um fator que ndo depende de x e deixa no lugar da exponencial a
densidade de uma normal de média ¢ e varidncia 1. Obtemos

Mx(t e~z (@0 +38 4o

- L

=e2 e 2 dx. 31

—00 1/ 2T ( )

A integral que restou é a integral, sobre toda a reta, da densidade de uma variavel normal
com média t e variancia 1. Por isso ela vale 1, e concluimos que

Mx(t) =2, teR

Em particular, a func¢ao geradora de momentos da normal padrao existe para todo t real, o
que é o melhor comportamento possivel.

Exemplo 19 (A geradora da exponencial). Seja X ~ Exp(\), com densidade fx(z) = \e™*
para x > 0 e fx(x) = 0 para z < 0. Como X > 0 quase certamente, e!X é decrescente em
X quando t < 0, e a esperanca deve ser finita nesse caso; para t > 0 a exponencial cresce e
precisamos verificar diretamente. Escrevemos, usando fx(z) = 0 para x < 0,

Mx(t) = /Ooo e Ne M dr = A /OOO e 0T gy,

O integrando ¢é positivo, logo a integral imprépria tem valor bem definido em [0, +00], € o
calculo é uma integral exponencial elementar.

Se t < A, o expoente —(\ — t)x é negativo para = > 0 e a integral converge, valendo
1/(A—1t). Set > A o expoente é nao negativo; quando ¢ = X o integrando é a constante
A, e quando t > A\ ele cresce exponencialmente, de modo que em ambos os casos a integral
diverge para +o00. Resumindo,

m, set < )\,
Mx(t) =

+o00, set >\

Portanto, M (t) existe apenas para t < A, ou seja, na semirreta aberta (—oo, \) que contém
a origem. O dominio é assimétrico: nao ha simetria entre valores positivos e negativos de ¢,
o que reflete a assimetria da propria distribuicdo exponencial.
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Exemplo 20 (Uma varidvel sem geradora de momentos). Seja X com densidade fy(x) =
1/[m(1 + x?)], isto ¢, X com distribui¢do de Cauchy. Para t = 0 o integrando é a prépria
densidade e temos Mx(0) = 1. Vamos mostrar que, para todo t # 0, a esperanca ¢ infinita.

Suponha primeiro ¢ > 0. Entao e* — +o00 quando x — +oo e e!* — 0 quando x — —oo0.
Para decidir a convergéncia, examinamos o comportamento do integrando

et:v

r) = ——
9ul@) = T 22)
quando x — +00. Para obter uma cota inferior, observamos que 1 + 2% < 222 para x > 1,

de modo que

etr etx

- > :
7(1+22) = 2ma?

gi(x) x> 1

A fungao x + €®/2? tende a +o00, pois a exponencial cresce mais rapido do que qualquer
polindmio; logo existe zg > 1 tal que e®/x* > 1 para todo x > x¢, e portanto g;(x) > 1/(2m)
nesse intervalo. A integral de g; sobre [zg,00) diverge para 400, e 0 mesmo ocorre com

oo
2% 9t
Suponha agora t < 0. Desta vez e* — 400 quando z — —oo. No extremo r — —oo
escrevemos u = —x — 400, € a mesma comparacao se aplica: a densidade se comporta como

1/(mu?) e e'* = el de modo que o integrando é limitado inferiormente por uma constante
positiva a partir de algum ponto e a integral diverge para 4+o00. Reunindo os dois casos,

1, set =0,
Mx(t) =
400, set#0.

Assim, My existe apenas em t = 0. Note ainda que a esperanca de X nao existe, o que ja
sugere que a distribuicdo de Cauchy nao pode ter uma geradora de momentos ttil.

O 1ltimo exemplo mostra que a dificuldade com a existéncia de E[etX } ¢ intrinseca e
nao se resolve com uma escolha melhor de parametrizacao. Ha uma forma de contornar este
problema. Isto envolve estudar a fungio caracteristica ¢x(t) = E[e"*X], onde i ¢ a unidade
imagindria no plano complexo. Neste caso, segue da férmula de Euler que ¢x (t) existe para
todo t € R, independentemente de qual é a distribuicio de X, porque |e?*| = 1. Esse
caminho, porém, depende da teoria de funcoes de uma varidavel complexa. Vamos voltar a
este contexto futuramente.

Vamos voltar nossas atengoes para os casos em que Mx(t) existe para todo ¢ em uma
vizinhanga (—d,d) da origem, para algum § > 0. Essa condigdo é a que permite derivar My
sucessivamente em ¢ = 0 e recuperar os momentos de X e também consiste na hipétese do
teorema de unicidade que garante que a funcao geradora determina a distribuicao. No que
segue sempre que usarmos uma fun¢do geradora de momentos, em valores de t diferentes
de zero em vizinhangas da origem, estamos admitindo que todos os momentos existem e
que a série que define a fungdo geradora de momentos é absolutamente convergente nesta
vizinhanca da origem.

Resta explicar por que My é chamada de fungdo geradora de momentos. A justificativa
se deve ao seguinte argumento heuristico, baseado na expansao em série de poténcias da
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funcao exponencial:

Mx(t) = E[¢] = E <1 +tX + ;(tx)z +)

1
:1+tE[X}+5t2E[X2}+~-. (32)
Os coeficientes da série de poténcias que aparece no lado direito da igualdade acima sao, a
menos dos fatoriais, os momentos de X. Mais precisamente, o termo de ordem n em t é dado

por
1

EE[X "t

Devemos ser cuidadosos quanto ao status de (32) neste ponto. Sem hipéteses adicionais
o céalculo acima é apenas formal. Trocamos a esperanca pela soma infinita e permutamos a
soma sobre n com a soma ou a integral que define a esperanca, e nenhuma dessas passagens
foi justificada. Elas exigem, entre outras coisas, que ]E[etXT exista em uma vizinhanca da
origem, o que ja sabemos nao ser verdadeiro em geral. A justificativa rigorosa sera dada
pelo teorema de unicidade das fungoes geradoras de momentos, mais adiante, do qual segue
também que derivar (32) termo a termo produz os momentos: E[X"] = M ((0). Por ora,
guardamos (32) como a motivagdo do nome e como um guia para o que esperamos que seja
verdadeiro.

3.2. Momentos, Transformacgoes Lineares e Somas

Na subsecao anterior, vimos como usar a func¢ao geradora de momentos como uma forma
de codificar a distribuicdo de uma varidvel aleatoria. Mostraremos agora como tais fungoes
podem ser usadas para: (i) obter os momentos de uma variavel aleatéria por meio de suas
derivadas em ¢ = 0; (ii) descrever o comportamento sob transformagoes afins; e (iii) calcular
a distribuicao da soma de varidveis aleatorias independentes.

Antes de enunciar o primeiro resultado, precisamos deixar claro o que significa existir.
Como e > 0, a esperanga E[e""] estd sempre bem definida, eventualmente valendo +oo.
Vamos dizer entdao que Mx(t) existe em t quando essa esperanga for finita, isto é, quando
Mx(t) < co. Analogamente, vamos dizer que Mx(t) existe numa vizinhanga de 0, quando
existe algum § > 0 tal que Mx(t) < oo para todo t € (=9, ). Essa é a hipdtese que garante
a existéncia de todos 0os momentos de X.

Teorema 21. Suponha que Mx(t) exista numa vizinhanca de 0. Entdo E[|X|¥] é finita para
todok>1e

E[X*] = M(0), (33)
onde M )((k )(0) denota a k-ésima derivada de Mx calculada em ¢ = 0.

Ideia da prova. O argumento vale para qualquer distribuicao e geralmente é provado usando
um resultado de convergéncia que é uma consequéncia do Teorema da Convergéncia Domi-
nada cujo enunciado é o seguinte. Se Z, — Z, quando h — 0, quase certamente e |Z,| < H,
para alguma variavel aleatéria integravel H, entao E[Z,] — E[Z]. No caso discreto, este
resultado justifica a troca do limite com o somatério. J& no caso absolutamente continuo,
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ele permite permutar a ordem do limite e de integragdo. Sua versao para distribui¢oes gerais
é o passo adicional que vamos assumir sem prova.

Vamos construir os majorantes que permitirao aplicar esse resultado. Ao derivar e®
repetidamente em relacdo a s, aparecem expressoes da forma X7e**. Precisamos limitar
seus modulos por uma varidavel aleatéria com esperanca finita, que seja a mesma para todos
os valores de s em um pequeno intervalo em torno de 0.

Por hipétese, existe § > 0 tal que Mx(t) < oo sempre que |t| < . Escolhemos dois
numeros a e b com 0 < a < b < 4.

X

0 a b 0

Vamos considerar s no intervalo [—a, a

S

—a 0 a b )

e usar as esperancas finitas My (b) e Mx(—b) para construir o majorante. A escolha b > a
deixard uma margem no expoente para controlar também o fator | X|.
Primeiro, se |s| < a, entdo, para qualquer valor real x,

sz < |s| |z < alzl.
Como a fungao exponencial é crescente, segue que
lz[es® < |zt

O lado direito ja nao depende de s. Falta mostrar que, ao substituir x por X, obtemos uma
variavel aleatéria com esperanca finita.

Para controlar o fator |z|/, vamos usar a diferenca positiva b — a. Fixe um inteiro j > 0.
Para r > 0, todos os termos da série da exponencial sdo nao negativos; em particular, a
soma ¢ maior ou igual ao termo de ordem j:

= (b= a))" _ (b—apr!

e(b—a)'r _ Z >

= n! !
Isolando 77 e depois multiplicando por %", obtemos
j j‘ (b—a)r j ar j' br
r < ———e¢ , rle? < ———e".
(b—a) S (b—a)

Assim, podemos tomar explicitamente Cj,;, = j!/(b — a)’. Essa constante é finita porque
b—a > 0. Aplicando a desigualdade com r = |z|, chegamos a estimativa

o et < Capelt

Agora relacionamos e%®l as duas exponenciais cujas esperancas conhecemos. Se z > 0,
entdo el = e se & < 0, entdo el = e~ Em ambos os casos,

6b\ac| < ebx _‘_e—bx.
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Reunindo as desigualdades e substituindo x por X, obtemos
‘Xjesx‘ = | XX <X e < Cj,a,b(ebx + e*bx), ls| < a.
Portanto, o majorante procurado é
H; =Cjqp (ebX + e’bX). (34)
Note que esta cota superior ndo depende de s e tem esperanca finita, pois
E[H;] = Cjap(E[e™] + Ele™]) = Cjap(Mx(b) + Mx(-b)) < 0.

Na ultima passagem usamos b < 9§, de modo que tanto b quanto —b pertencem ao intervalo
onde My é finita.

Essa estimativa também ja prova a existéncia dos momentos absolutos. De fato, tomando
s =0, temos e*X =1 e, portanto,

0 <E[XJ] <E[H]] < oo.

Como podemos fazer isso para cada inteiro j > 1, todos os momentos absolutos de X sao
finitos.

Vamos agora calcular a primeira derivada de My. Fixe ¢t com || < a. Pela definigdo de
derivada, precisamos estudar o quociente

Mx(t+ h) — Mx(t)
b ;

h+0,

quando h — 0. Escolhemos h de modo que 0 < |h| < a — |t|. Essa escolha é possivel porque
|t| < a e garante que
|t +h| < |t + |h] < a.

Assim, tanto ¢ quanto t+ h pertencem a (—a, a), onde My é finita. Podemos, portanto, usar
a definicado de My e a linearidade da esperanca:

Mx(t+h) — Mx(t)  E[et+WX] — E[e!X]

h h

[e(t+h)X _ 6tX‘|

=K
h

Para aplicar o resultado de convergéncia enunciado no inicio da prova, vamos usar a mesma

notacao e definir
pHX _ X

(&
7y, = .

Para cada valor real = de X, o quociente (e**7? — ¢f*) /b converge para xe'®, pois essa é a
derivada da funcao u +— e** em u = t. Logo,

Zn — XetX quando h — 0.

Queremos concluir que as esperancas também convergem. Para aplicar a convergéncia do-
minada, falta encontrar um majorante integravel para |Z;| que ndo dependa de h.
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E aqui que usamos o teorema do valor médio. Fixado z € R, aplicamos esse teorema a
funcao u — €"* entre t e t + h. Existe um nimero £ entre esses dois pontos tal que

e(t-‘rh)x _ el
h

O ntmero £ pode depender de z e de h, mas o que precisamos saber é apenas que |{| < a,
pois os dois extremos estdao em (—a,a). Consequentemente, {x < €] |z| < alz| e

= 16",

e(t+h);t _ Ltz

e
h

= |z]es® < |z|erl®.

Como essa desigualdade vale para todo z, podemos substituir x por X:
| Z,| < | X e < Hy. (35)

O majorante H; é o que construimos acima para j = 1: nao depende de h e satisfaz E[H;] <
co. Temos, assim, as duas condigoes necessarias: Z, — Xe'X e |Z,] < H;. Na notagao
do resultado inicial, o limite é Z = Xe!* e o majorante ¢ H = H;. Pela consequéncia do
Teorema da Convergéncia Dominada, podemos afirmar que

lim E[Z,] = E[X ™.
h—0

Voltando ao quociente que define a derivada, obtemos

. Mx(t+h)— Mx(t)
Mc(1) = Jinn h

— L _ tX
= ]IZILI(I)E[Z}Z] = E[Xe™], t| < a.

Para obter as derivadas seguintes, vamos explicitar como esse argumento se repete. Para
cada inteiro j > 0, defina

Fj(t) = E[X e, It| < a.

Essas esperancas sdo finitas, pois ja mostramos que |X7¢'*| < H; e E[H;] < co. Em
particular, Fy = My, e o calculo anterior mostrou que Fj = Fj.
Fixe agora j > 0 e considere novamente 0 < |h| < a — |t|. Pela linearidade,

Fy(t + ) — Fy()
h

(t+h)X _ tX
- € (&
—F l)(ﬂ ]

h
=E[XZ,).
Dentro da esperanca, temos a convergéncia
X7, — XITtetX,

Além disso, multiplicando a primeira desigualdade de (35) por |X|? e usando o majorante
H;.; definido em (34), com j substituido por j + 1, obtemos

X7 Zy] < [XPHe ™ < Hy,

Como Hj;; também ¢ integravel e nao depende de h, podemos aplicar novamente a conver-
géncia dominada. Isso fornece

Fi(t) = E[X*1e¥] = Fy,a (1)
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Portanto, derivar Fj produz Fji;. Comegando com Fj = My, concluimos sucessivamente
que MY = Fy, M% = F, e, por indugao,

MP (@) = Fy(t) = E[X*e], |t <a.
Fazendo ¢ = 0 na identidade acima, concluimos que
MP(0) = E[x"*e™X] = B[ X"
[ |

Com o teorema acima, podemos pensar que os momentos deixam de ser quantidades que
s6 podem ser obtidas por meio de somas ou integrais e passam a ser quantidades que ficam
codificadas nas derivadas da funcao Mx em 0.

Vamos ver a seguir como a geradora se comporta sob duas operagoes que aparecem o
tempo todo em probabilidade.

Transformacgoes lineares. Seja X uma variavel aleatéria e considere a X +0b, com a,b € R.
Fixado t, o expoente na definicao da funcao geradora se decompoe em um fator que depende
de X e um fator constante, e podemos usar a linearidade da esperanca no fator constante
para obter a seguinte igualdade

Moyx () = E[et(a)ub)} _ E{eatX etb}
= eth{e(“t)X} = ethX(at),

sempre que M,x(t) seja finita, o que ocorre precisamente quando Mx (at) é finita. Desta
forma concluimos que
MaX+b(t) = thMX (at) (36)

Assim, uma mudanca de escala em X dilata o argumento de My, e uma translacao
multiplica a geradora por uma exponencial. Note que, se a = 0, a variavel aX + b é a
constante b e (36) fornece e Mx(0) = €', como esperado.

Somas de variaveis independentes. Boa parte da teoria da probabilidade gira em torno
de somas de variaveis aleatérias independentes. Obter a distribuicio de uma soma a partir
das distribuicoes das parcelas costuma ser trabalhoso. Nas notas sobre somas de variaveis
aleatorias continuas, fizemos isso por meio de convolugoes, identificando a densidade de X +Y
com a convolugao das densidades de X e de Y, calculo que frequentemente envolve integrais
bastante elaboradas. As fungoes geradoras de momentos sao uteis aqui porque transformam
somas em produtos, e produtos sao faceis de manipular.

Teorema 22. Sejam X e Y varidveis aleatérias independentes e suponha que Mx (t) e My (t)
sejam finitas. Entao Mx,y(t) é finita e

Mx iy (t) = Mx(t) My(t). (37)

Prova. Como X e Y sao independentes, e/ e e/¥ também sdo, pois sdo funcdes mensuraveis
de X e de Y, respectivamente. Além disso, suas esperangas sao finitas por hipotese. Pode-
mos, portanto, usar a propriedade de que a esperanca do produto de variaveis independentes
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e integraveis é o produto das esperangas. Como e =e

]E|:et(X+Y):| _ ]E[etxety]

, obtemos

_ ]E[etx} E[etY}
= Mx(t) My(t) < 00.

Assim, Mx .,y (t) é finita e vale Mx (t) My (t), como queriamos provar. |

O mesmo argumento se estende a qualquer ntimero finito de parcelas independentes.
Sejam X1,..., X, independentes e S = X; 4+ --- + X,,. Provamos por indugao sobre n que

My(t) = Mx, (t) - -- Mx, (t), (38)

valida em todo t em que todas as geradoras do lado direito sejam finitas. Para n = 1
a identidade ¢é a definicao de My,. Suponha o resultado verdadeiro para m — 1 e escreva
S=X;+--+X,.1+ X, Se Xj,..., X, sdo independentes, entdao o vetor (Xi,..., X, 1)
é independente de X, (é o que as notas sobre vetores aleatérios chamam de independéncia
entre um vetor e uma variavel). Em particular, a soma S, _; = X;+---+X,,_; é independente
de X, pois é fungao do vetor (Xji,...,X,,_1). Podemos, portanto, aplicar o caso de duas
variaveis, Teorema 22, com X = §5,,_1 e Y = X,,, e depois a hipotese de indugao:

Ms(t) = Ms, (1) Mx, (t) = Mx, (1) - - - Mx, _, (t) Mx, (1),

o que conclui a inducao. A etapa de induc¢ado usa explicitamente o teorema para duas va-
ridveis; é ele que faz o trabalho de transformar a soma de n parcelas em um produto de n
fatores.

O ganho pratico é o seguinte. Para identificar a distribuicdo de uma soma, podemos
calcular o produto das geradoras, que é uma operacao algébrica, e depois reconhecer a
distribuicao cuja geradora é aquele produto. Nada de convolugoes: o preco a pagar esta na
ultima etapa, que exige saber ler a tabela de geradoras no sentido inverso. Voltaremos a esse
ponto quando discutirmos a unicidade da funcao geradora de momentos.

3.3. O Teorema de Unicidade e a Soma de Duas Normais

O desenvolvimento formal da se¢do anterior produziu a expansao (32) da funcao geradora de
momentos em série de poténcias. Para que esse calculo signifique algo, precisamos saber que
a fungao geradora de momentos determina a distribuicao da variavel aleatéria. O resultado
a seguir garante exatamente isso.

Teorema 23 (Unicidade das fungoes geradoras de momentos). Seja X varidvel aleatoria cuja
fungdo geradora de momentos My (t) = E[e!*] satisfaz Mx(t) < oo para todo t € (—4,4),
para algum ¢§ > 0. Entao valem as duas conclusoes a seguir. (i) Existe uma tinica distribuicao
com funcdo geradora de momentos My. (ii) Todos os momentos E[X*] sdo finitos, para

k=1,2,..., e vale a expansao em série de poténcias
tk .
Mx(t) :];)HE[X ], |t| < 6. (39)
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O teorema retine duas afirmacgoes: a funcao geradora determina a distribuicao e, perto
de 0, pode ser escrita como uma série cujos coeficientes sao os momentos. Vamos explicar
separadamente essas duas afirmacoes e sua relagao com o teorema de unicidade dos momen-
tos.

Por que a geradora determina a distribuicao? A conclusao de unicidade significa
o seguinte: se outra varidvel aleatéria Y satisfaz My (t) = Mx(t) para todo ¢ em algum
intervalo aberto contendo 0, entao X e Y tém a mesma distribuicao. Nao precisamos conhecer
a geradora em toda a reta; seus valores nesse intervalo ja bastam. Usaremos esse resultado
sem demonstracao, pois sua prova exige ferramentas de andlise que nao desenvolveremos
nestas notas.

Uma conexao com as transformadas integrais ajuda a situar o resultado. Se X tem
densidade fx, entao

My(t) = [ O; ¢ fy () da.

Essa expressao é uma transformada de Laplace bilateral, com troca de sinal no parametro.
Mais precisamente, se adotamos a convencgao

o0

Luifx(s) = [ e fxlw)da,
—0oQ

entdo Mx(t) = Lpyfx(—t) nos pontos em que a integral é finita. A palavra “bilateral”

indica que a integracao é feita em toda a reta ao invés de apenas sobre o intervalo [0, 00). A

unicidade da geradora é uma manifestagao da propriedade de unicidade dessa transformada

em um contexto apropriado.

Por que a expansao em série é valida? Aqui podemos justificar a passagem que antes
fizemos formalmente. Fixe t com |t| < d e escolha r tal que [t| < r < . Como r e —r estao
no intervalo onde a geradora ¢ finita, temos

XL erX e X, Ele"™] < Mx(r) + Mx(—r) < oc.
Considere agora as somas parciais da série da exponencial,

Sn =2, k!

k=0

Para cada valor de X, temos S,, — e/X. Além disso, pela desigualdade triangular e pela série
da exponencial,

n k k
S, <30 It ]|j<| < elIX] ¢ rlXl,
=0~

Encontramos, assim, um majorante integravel que nao depende de n. Pelo Teorema da
Convergéncia Dominada, podemos justificar a troca de ordem do limite com a esperanca,
obtendo as seguintes igualdades:

Mx(t) = E[e"*] = lim E[S,)]

n—oo
= lim f: ﬁ]E[Xk] = i ﬁE[X’C]
oo £ ) =y '
k=0 k=0
Isso prova (39) e justifica a troca entre a esperanca e a soma em (32).
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Qual é a relacao com a unicidade dos momentos? A hipétese de que My € finita numa
vizinhanga de 0 equivale a hipdtese de Teorema 5: todos os momentos existem e a série (7)
converge absolutamente para algum parametro positivo. Vejamos as duas implicagoes.

Primeiro, suponha que Mx seja finita em (—d,0). J4 provamos que todos os momentos
absolutos sao finitos. Para verificar a convergéncia absoluta da série, fixe |[t| < r < ¢ e
observe que

k X k
rix) < T X
€ 2 k’! 9
Como |E[X*¥]| < E[|X]|*], segue que

E[|X|*] < k!'r*E[emX]].

\tl’“

‘E Xk ‘ 7~|X\ i <’t|>
k=0

_ E[e"¥]]

= — << .
1—[t/r =

A série geométrica converge porque [t| < 7. E importante usar um ponto r estritamente
menor que ¢: a hipdtese ndo garante finitude da geradora nos extremos d e —9.

Reciprocamente, suponha que todos os momentos existam e que a série (7) convirja
absolutamente para algum to > 0. Sua subsérie de indices pares também converge, de modo
que

E[X¥] <

Vamos mostrar que essa informacao ja controla uma exponencial de |X|. Somando as séries
de e" e e™", os termos Impares se cancelam e os termos pares se somam. Assim, para todo

r € R,
oo 2] 12

etolel < el 4 gmtor — QZ

Todos os termos da tltima série sao nao negativos. Por isso, podemos trocar a esperanca e
a soma pelo Teorema da Convergéncia Mondtona, obtendo

2
[ele] t]

E[eto\Xl] <2
§=0 (25)!

S EXY] =24 < co.

Finalmente, se |s| < to, entdao sX < to|X| e, portanto,
Mx(s) = E[e*¥] < E[e"¥]] < c0.

Logo, a geradora é finita numa vizinhanga de 0, como queriamos mostrar. As duas hipdteses
expressam, assim, a mesma condi¢ao de controle dos momentos: podemos apresenta-la pela
convergéncia da série ou pela finitude da funcao geradora perto de 0.

Vamos aplicar a parte de unicidade do teorema em um exemplo em que ela é indispensavel.
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Exemplo 24 (Soma de duas normais independentes). Sejam X ~ N(u1,0%) e Y ~ N(ug, 03)
variaveis aleatorias independentes. Mostre que a variavel aleatéria Z = X + Y possui
distribui¢do N(uy + po, 02 + 03).

Solugao. Para usar a propriedade da geradora de uma soma de varidveis independentes,
precisamos primeiro conhecer a geradora de cada parcela. Vamos, portanto, calcular a
funciao geradora de momentos de uma normal com parametros gerais. Seja U ~ N(u,c?),
com € Reo >0, efixet € R. Pela expressao da densidade de U, temos que

E[eV] = /+OO et ! exp(—(u_u)Q) du.

—0 o\ 2T 202

Como o integrando é nao negativo, essa integral esta bem definida, embora ainda possa valer
+00. As mudancas de variavel abaixo sao validas também nessa situagao; o préprio célculo
mostrard que a integral ¢ finita.
Comecamos pela mudanca de variavel que aparece na padronizacao de uma normal:
u— fi

r = , u=p+ozw, du = odx.
o

Ela transforma (u—pu)?/(20?) em 22/2. Além disso, e = e!HT7%) = eite?™ ¢ como o > 0, os
limites de integracao continuam sendo —oo e +o00. Substituindo essas expressoes na integral,
obtemos

+oo 1
E[e"] = / ette —— e 5 dx

—00 o\ 21

= et /+OO L exp (atx — :BQ) dx
N —oo 1/ 27T 2 ‘

Na tltima passagem, cancelamos os fatores o e retiramos da integral o fator e*, que nao
depende de x.

Queremos agora reconhecer uma densidade normal na integral restante. Para isso, vamos
escrever o expoente como um quadrado com sinal negativo, mais um termo que nao depende

de z. A identidade

(x — ot)? = 2° — 20tz + o*t

mostra qual termo precisamos acrescentar e subtrair:

x? 1

otxr — 5 = —5(1,2 — QUtx)
= —; [(z —ot)? — 02t2]

(x —ot)?  o*?
2 2

Portanto, podemos retirar também o fator e?’ /2 da integral:

+oo 1

—€
—00 \/271'

E[etU] — eut+02t2/2 —(z—0ot)?/2 dr.
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A fungdo que aparece nessa ultima integral é a densidade de uma N(ot,1), cuja integral
sobre toda a reta vale 1. Podemos verificar isso diretamente com a translagdo v = = — ot:
nesse caso, dv = dx, os limites continuam sendo —oo e 400, e

too ] 2 too ] 2
- —(z—crt)/Qd _ - —U/Qd -1
e x e v ,
/—oo V271 —0 V27
pois reconhecemos a densidade da normal padrao. Concluimos que a esperanga calculada é
finita para qualquer ¢t € R. Assim, a geradora de U estd definida em toda a reta e é dada
por
o*t?
My (t) = exp (ut + 2), teR. (40)
Vamos voltar ao problema de calcular a funcao geradora de Z = X + Y. Como X e
Y sdo varidveis aleatorias independentes, o Teorema 22 nos da My (t) = Mx(t) My(t) para
todo t em que as duas geradoras sao finitas. Aplicando (40) a cada parcela, obtemos

My(t) = Mx(t) My (t)

ot? oat?

= P (W + 2) exp (“2’“‘ + 2>
(o7 + a%)tQ]
. .

2

= exp{(m + pra)t +

O lado direito ¢ exatamente (40) com p = py + g € 02 = o3 + 05 e, portanto, trata-se da
funcio geradora de momentos de uma varidvel aleatéria com distribuicao N(uy + p, 03 +03),
que é finita para todo t € R. Assim, vale a hipdtese do Teorema 23 para qualquer § > 0, e
a conclusao de unicidade assegura que Z possui essa distribuicao, isto é,

Z ~N(u1 + pi2, 07 + 03).

Nas notas sobre somas de variaveis aleatérias continuas, mostramos, por meio da convo-
lugdo das densidades, que a soma de duas variaveis aleatorias independentes com distribu-
icoes gama de mesma taxa é ainda uma gama. Mais precisamente, se X ~ Gama(wi, A) e
Y ~ Gama(ws, A) s@o independentes, com wy, wa, A > 0, entdo X + Y ~ Gama(w; + wa, A).
Esse resultado se obtém muito mais rapidamente com fungoes geradoras de momentos. Para

t< A\, w w w1 +w

que é a geradora de Gama(w; + ws, A); a unicidade, Teorema 23, converte essa identidade
algébrica na igualdade de distribuicoes. O exemplo anterior, com a soma de duas normais,
mostra o mesmo mecanismo: o produto das geradoras resolve a soma, e a unicidade traduz
o resultado de volta em distribuicdo. No caso gama a economia é ainda mais visivel, pois a
convolucao exige a relagao beta-gama.

4. Uma Aplicacao: Faulhaber e Bernoulli

As formulas

o n(n+1) o, nm+1)(2n+1) s (n(n+1) 2
N P i 6 ¢ kZlk—( )
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costumam ser demonstradas uma a uma, por inducao ou por argumentos telescopicos, e
cada nova poténcia parece exigir uma ideia nova. Nesta secao mostramos que todas elas
podem ser obtidas pelo mesmo procedimento. Para isso, vamos interpretar uma soma de
poténcias como um momento de uma varidvel aleatéria uniforme. A funcao geradora de
momentos reunira entao todas essas somas em uma Unica funcao: sua derivada de ordem
m em 0 fornecera, a menos de um fator constante, a soma das poténcias de ordem m. A
formula geral, que aparece na obra de Bernoulli de 1713 e usa os nimeros que hoje levam
seu nome, sai entdo de uma tnica expansao de Taylor. Faulhaber ja conhecia muitos casos
particulares.

Fixamos um inteiro n > 1 e tomamos X uniforme em {0, 1,. — 1}, isto é,

Essa escolha é 1til porque a esperanca de uma funcao de X é a média dos valores dessa

funcao nos pontos 0,1,...,n — 1. Em particular, para cada inteiro m > 0,
n—1 1 n—1
=> K"P(X = — > k™
k=0 i

Assim, basta calcular esse momento e multiplici-lo por n para obter a soma desejada.
Quando m = 0, adotamos aqui a convencao £k = 1 também para k = 0: a soma tem n
parcelas iguais a 1 e E[X?] = 1.

Como X assume apenas uma quantidade finita de valores, todos os seus momentos sao
finitos. Sua geradora também ¢é finita para todo t real e vale

1n1

My(t) = E[e™] = — 3" e = (1+e oo e,
k=0

Para t # 0, a expressao entre parénteses ¢ uma soma geométrica de razao e’ # 1. De
fato, escrevendo S = 1 + €' 4+ --- + e» Dt 4 subtracdo e'S — S cancela todos os termos
intermediarios e d4 (e — 1)S = ™ — 1. Portanto,

1 1e—1
Mx(t)==Y et =-—— t#0. 41
X() nk;)e net_lﬂ 7£ ( )

Em ¢ = 0, usamos a soma finita original e obtemos Mx(0) = 1. Essa soma mostra ainda que
Mx é continua e possui derivadas de todas as ordens. Como a geradora é finita em toda a
reta, podemos aplicar Teorema 21. Esse teorema da, para todo inteiro m > 0,

n—1
E[X™] = M)((m)(()), e portanto Y K" =n M&m)((]). (42)

Resta calcular as derivadas de Mx em 0. Para isso, basta conhecer a expansao de Taylor do
quociente em (41). De fato, a expansao da geradora é

WMx(t) = 3 (Z w) e

m=0 \k=0
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Uma série da forma Y_,,50 ant™/m! é chamada de fungao geradora exponencial da sequéncia
(am). Neste caso, os coeficientes a,, sdo precisamente as somas que queremos calcular.

O denominador e’ — 1 se anula em 0. Entretanto, quando ¢t — 0, temos (e — 1)/t — 1,
de modo que seu reciproco t/(e' — 1) também tende a 1. Isso sugere separar o quociente em
dois fatores que tém limite quando ¢t — 0:

et —1 eMm—-1 t

et—1  t et—1

Com n fixado, o primeiro fator tende a n e o segundo tende a 1 quando ¢ — 0. Para
aproveitar a expansao do segundo fator, distribuimos o numerador €™ —1 e escrevemos, para

t£0,
et —1 1 [ te™ t
et—1 tlet—1 e —1)°
As duas parcelas entre parénteses tém agora a mesma forma: ¢e*' /(e — 1), nos pontos x = n
e x = 0. E essa fungdo que define os polinémios de Bernoulli.

Definicao 25 (Ndmeros e polinémios de Bernoulli). Os nimeros de Bernoulli B; sao defi-
nidos pela expansao

=By <o (43)

= i Bj(z) —= |t| < 2m, (44)

para cada x € R fixado. Em ¢t = 0, os quocientes sao entendidos pelo seu limite quando
t — 0, igual a 1.

Usaremos essas séries apenas perto de ¢ = 0, onde convergem absolutamente. O raio de
convergéncia 27 pode ser justificado por analise complexa: apds preencher o valor em 0 por
continuidade, as singularidades mais préximas sao os polos t = +27i. Essa justificativa nao
serd necessaria nos calculos abaixo.

Vamos mostrar como a definigdo permite calcular os primeiros niimeros. Como ¢/ (e’ —
1) = 1 quando t — 0, temos By = 1. Além disso, multiplicando (43) por (e’ —1)/t, obtemos

B22 t t2 .
(1+Blt+2!t +) <1+2!+3!+-~> =1

O lado direito tem coeficientes nulos em todas as poténcias positivas de t. Comparando os
coeficientes de t e de t2, respectivamente,

1 B, By 1

Bi+-=0 24214 _q,

BT > T2
A primeira equagdo dd B; = —1/2; substituindo esse valor na segunda, obtemos By/2 =
1/4 —1/6 = 1/12, isto é, By = 1/6. Continuando a comparacao, calculamos os demais

valores. Os primeiros sao:
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j o1 23 4 5 6 7 8
0

1 1
Bﬂ‘l 2 6 30

Proposicao 26. Para todo j > 0 e todo x € R,
I [ -
i=0 \!
Em particular, B;(0) = B, e By(z) =2 — % Além disso, Bog1 = 0 para todo k > 1.

Prova. Para encontrar B;(z), precisamos identificar o coeficiente de #/ no produto que define
sua geradora. Para |t| < 2w, as duas séries abaixo convergem absolutamente, o que permite
multiplicd-las e agrupar os termos de mesma poténcia:

tezt 00 T 00 tz
(B (ER0)

r=0 =0

Um termo de grau r da primeira série e um termo de grau ¢ da segunda contribuem para ¢/
exatamente quando r + ¢ = j, ou seja, r = 7 — 7. Assim, o coeficiente de ¢/ nesse produto é

J j—1 J N
oo L (‘7> B~
i=0 il(j —1)! g\
Na série (44), esse mesmo coeficiente é Bj(z)/j!. Igualando as duas expressoes e multi-
plicando por j!, obtemos (45). Em particular, essa expressao mostra que Bj(x) é de fato
um polinémio. Com x = 0, sobra apenas o termo ¢ = j, dando B;(0) = Bj; para j = 1,
Bl(ZE) = B()[E + B1 =T — ]_/2

Resta explicar por que os nimeros de indice impar maior que 1 se anulam. Como B; =
—1/2, somar t/2 a geradora cancela justamente seu termo de grau 1. A funcao resultante é
par: para t # 0,

F(t) = R

e uma substituicao direta da

o= D 004

A igualdade vale também em 0 por continuidade. Na série de Taylor de uma fungao par, os
coeficientes das poténcias impares sao nulos: substituir ¢t por —t troca o sinal apenas dessas
poténcias, mas deixa a funcao inalterada. Para os graus impares j > 3, os coeficientes de
F continuam sendo B;/j!, pois s6 alteramos o termo de grau 1. Portanto, By = 0 para
k> 1. [ |

Teorema 27 (Férmula de Faulhaber). Para quaisquer inteiros n > 1 e m > 0, com a
convencao 00 = 1,

n—1 Bm - Bm
Z M — +1(n) +1 . (46)
—0 m+1
Para m > 1, equivalentemente,
L B, 1) — B,
= m+1
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Prova. Pelarelacao (42), basta encontrar a derivada M )((m) (0). Vamos obté-la identificando o

coeficiente de ¢ na série da geradora: esse coeficiente é M )((m) (0)/m!. Usando a decomposigao
que motivou os polindmios de Bernoulli, para 0 < |t| < 27 temos

1 te™ t
Mx(w_nt(et—l_et—l)‘

Expandimos a primeira parcela com (44), tomando z = n, e a segunda com (43):

t
ﬁ.

1 o

ntjzo

My(t) = — > 2(B;(n) - B))
O termo j = 0 é nulo, pois By(x) = By = 1. Por isso, todos os termos restantes tém um
fator ¢, que cancela o t do denominador:
1& 1
Mx(t) = ;(Bj(”) - BJ)T-
j_
Agora as poténcias aparecem como /1. Para escrevé-las como t™, fazemos a mudanca de
indice m = j — 1, isto é, 7 = m + 1. Quando j comega em 1, o novo indice m comeca em 0,
e jl = (m+1)!. Logo,
1 & Berl(n) - Bm+1
Mx(t) = ~ ¢
x(1) n 2 (m+1)!
inicialmente para 0 < |t| < 27 e também em ¢ = 0 por continuidade. Comparando essa série
com a série de Taylor de My, obtemos

)
m=0

ME(0) _ 1 Bpyi(n) = By
m! n (m+1)!

Multiplicando por nm! e usando (m + 1)! = (m + 1)m!, chegamos a

Bm+1(n) - Bm+1
m+1 )

s m m!
> K =n(0) = mms (B (n) = B ) =
k=0 ’

(m+1

Isso prova (46). Para obter a soma de 1 a n, substituimos n por n+ 1, obtendo uma soma de
0 an. Quando m > 1, seu termo k = 0 vale 0 = 0 e pode ser retirado. Essa é precisamente
(47). Para m = 0, o termo k = 0 vale 1 pela convencao adotada, razdo pela qual essa
segunda forma foi enunciada apenas para m > 1. [ |

Exemplos. Para aplicar a formula, calculamos primeiro os polinémios necessarios usando
(45) e os valores da tabela:

Bl(x):x_;,

Byr) =a*+2(~3) ot =a?—a+ g

R R R

By(z) = 2" +4 —;>x3+6(é>x2—310:x4_2x3+x2_310



Param =0, (46) d&4 By(n) — B; = (n—1/2) — (—1/2) = n, como esperado. Param = 1,2,3,
a mesma férmula fornece

ol By(n)— By, n*-—n  n(n-1)

Tsz _ Bs(n) — Bs _ n®—3n?+1n _ n(n—1)(2n —1)
3
k=0

"Z_:lk3 _ By(n)—By n'—2n*4+n*> n*(n-—1)°
P 4 B 4 B 4

Substituindo n por n 4+ 1 nessas trés expressoes, recuperamos as formulas de somas de 1 a n
apresentadas no inicio da secao.

Por fim, em (45) o termo i = 0 é Byz/ = 27 e os demais tém grau menor que j. Assim,
Byi1(z) tem grau m + 1 e coeficiente lider 1. Subtrair a constante B,,;1 nao altera esse
termo de maior grau; dividir por m + 1 mostra que a soma em (46) é um polindémio em n de
grau m + 1, cujo termo lider é n™* /(m + 1).

Observacao 28 (Bernoulli e a fungao zeta). Os nimeros de Bernoulli também aparecem em
um problema que, a primeira vista, parece distante das somas finitas de poténcias: calcular
as séries infinitas

> 1
r=1

Euler obteve

C(2k) = (—1)’““—% Bog, k=1, (48)

Com k=2e k=3, usando By = —1/30 e Bg = 1/42, obtemos

1674 m 6476 76
()= g =i 0= g = o
2-24-30 90 2-720-42 945
Assim, ¢(2k) é sempre um multiplo racional de 7%; e, como ((2k) > 0, podemos tomar
moédulos em (48) e isolar |Bayl:

2(2k)!
(2)2*

| Bok| = C(2k).

Além disso, ((2k) — 1 quando k — oo. Para verificar esse limite, separamos o termo r = 1

e estimamos a cauda da série por uma integral:

© 1 1 © 12
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Aqui usamos que z7% é decrescente: para cada r > 3, r~2** < [ 2% dx. Voltando a

expressao de | Byg|, obtemos, quando k& — oo,
| Bax|
2(2k)!/(2m)%F

2(2k)!

— ]_, isto é, |sz| ~ W

A féormula de Euler acima trata dos argumentos pares. Os valores nos inteiros impares
maiores que 1 sdo menos compreendidos: ((3) é irracional (Apéry, 1978), mas nao se sabe
se é transcendente. Nas notas sobre esperanca de variaveis discretas, ((2) e ((3) ja haviam
aparecido no céalculo dos momentos da distribuicao zeta.

5. Exercicios propostos

1. Se X é uniformemente distribuida no intervalo (a, b), mostre que

) bk’H—ak“
EX®l=——+—— k=1,2,....

2. Se X tem distribuicdo gama com parametros w e A\, mostre que

I'(w + k)

E[X"] = AT (w)

para k=1,2,....
Nota: usamos a convencao de densidade adotada nas notas sobre somas de variaveis aleaté-
rias, em que
AY 1 _—Az
) = e, x>0,
com w > 0 o parametro de forma e A > 0 a taxa. Verifique, antes de comecar, que a integral
que define E[X*] converge para todo k > 1.

3. Se X tem distribuicio x? com n graus de liberdade, mostre que

F(k + %n)

E[X*] = 2F para k =1,2,....

Sugestdo: observe que a distribuicdo x? com n graus de liberdade é o caso particular w = n/2
e A = 1/2 da distribui¢do gama e aplique o exercicio anterior.

x4. Sejam X e Y variaveis aleatorias com distribuicao normal bivariada de parametros pi,
W, 01, 09 € p. Mostre que

Cov(X,Y) = poiog e p(X,)Y)=np.

Nota: a densidade normal bivariada ja foi estudada nas notas sobre densidades condicionais.
Use a expressao da densidade 14 obtida e, para calcular Cov(X,Y’), comece determinando
E[X | Y], tal como fizemos naquelas notas. Este exercicio justifica o nome do pardmetro p:
ele é, de fato, o coeficiente de correlacao entre as coordenadas.

5. Sejam X, Xo,... varidveis aleatérias nao correlacionadas, todas com varidncia 2. Es-
creva S, = X1+ Xo+ -+ X,, para n > 1. Mostre que

Cov(Spm, S,) = Var(S,,) = mo? se m < n.
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Sugestdo: use a bilinearidade da covariancia e a hipétese de que Cov(X;, X;) = 0 para i # j.
A condicao m < n indica que S, contém as primeiras m parcelas de S,. Para m > n a
mesma conta dd Cov(S,,, S,) = no?, pois cada parcela de S, aparece também em S,,,.

* 6. Mostre que Cov(X,Y) =1 quando X e Y tém densidade conjunta

1
—e VY se x,y >0,

flz,y) =

Yy
0, caso contrario.

Sugestdo: condicione em Y para calcular E[X | Y] e, em seguida, E[X]| e E[XY]; ou traba-
lhe diretamente com a densidade conjunta, calculando as integrais iteradas na ordem mais
conveniente.

7. Determine a fungdo geradora de momentos de uma variavel aleatéria com
(a) distribuigdo gama de pardmetros w e \;
(b) distribui¢ao de Poisson de pardmetro .

Nota: em (a), use a mesma convencao de densidade do exercicio 2, com A como taxa. Em
ambos os itens, indique o intervalo de valores de t para os quais a FGM esta definida.

8. Se X tem distribui¢do normal com média u e varidncia o2, determine E[X?].
Sugestdo: use a expressao analitica da FGM da normal obtida em (40). Pelo Teorema 21,
basta derivar Mx(t) trés vezes em relacao a t e avaliar a derivada em ¢ = 0.

9. Mostre que, se X tem distribuicao normal, entao a X +b também tem distribuicao normal,
quaisquer que sejam a,b € R com a # 0.

Sugestao: use a unicidade das funcoes geradoras de momentos, vista nesta nota, e a expressao
da FGM da distribui¢do normal para calcular a FGM de aX + b e reconhecé-la como a FGM
de uma normal.

*10. Sejam X, Xo,... varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas, com
funcao geradora de momentos comum M. Seja N uma variavel aleatéria que assume valores
inteiros nao negativos, com fungao geradora de probabilidade G, e suponha que N seja
independente da sequéncia (X;). Mostre que a soma aleatéria S = X7+ Xy + -+ -+ Xy, com
S =0se N =0, satisfaz

Ms(t) = G(M(t)).

Considere os valores de t para os quais M (t) < co e G(M(t)) < co. Aqui, a fun¢ao G ¢é dada
pela série G(s) = Y02 P(N = n)s™ também nos pontos s > 1 em que essa série converge.

Sugestdo: condicione no valor de N e use a independéncia para fatorar a esperanca. O
resultado é a versdo, na linguagem das funcoes geradoras de momentos, da composicao de
fungoes geradoras de probabilidade estudada nas notas sobre fungoes geradoras de probabi-
lidade, em que a soma de um ntmero aleatério de parcelas foi examinada no caso discreto.
A composigao obtida aqui envolve G' no ponto M(t) > 0, que pode ser maior que 1; por isso,
é necessario verificar a convergéncia da série nesse ponto para obter uma geradora finita.

Nota: além da independéncia entre N e a sequéncia, usamos a independéncia mutua das par-
celas X; para garantir a identidade My, ..y x, (t) = M(t)™. Sem essa hipdtese, a identidade
pode falhar e a féormula para Mg(t) pode deixar de valer. O enunciado impresso do livro que
seguimos menciona apenas que as variaveis sao identicamente distribuidas; acrescentamos a
hipdtese que falta para que o enunciado seja verdadeiro.
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