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1. Seja {B, :t € [0,400)} um Movimento Browniano continuo e considere a filtragao

Fi= (] 0@ UN), (1)

SE(t,+00)

onde N é colegao de todos os subconjuntos dos conjuntos de probabilidade nula e ¥, =
o(B:: 0 <t <s). Mostre que

al)

a2)

d)

Seja (M, d) um espago métrico e F' C M um subconjunto arbitrario. Mostre que a
aplicacdo = — d(z, F') é uma aplicagao continua de M para R. Dica: Mostre que
se I/ C R é um conjunto fechado nao-vazio, entdo 77 = inf{t € [0, +o00) : B; € F'}
¢ um tempo de parada, com respeito a filtragdo determinada por (1) e que temos
P(TF < +OO> =1.

se A C R é um conjunto aberto, entao 74 = inf{t € [0,400) : By € A} é um tempo
de parada, com respeito a filtragao determinada por (1);

se T e 0 sao tempos de parada, com respeito a filtragdo determinada por (1), mostre

que a v.a. 7 Ao = min{r,0} também é um tempo de parada com respeito a esta
filtracao.

se T e 0 sao tempos de parada, com respeito a filtragdo determinada por (1), mostre
que 7V o = max{7, o} também é um tempo de parada com respeito a esta filtragao.

Sejam o e T tempos de parada (com respeito a filtragao regular {%;}) tais que o < T,

quase certamente. Mostre que %, C .%,.

Dica: Use diretamente a definicao de .Z, e .%,. Vocé precisa mostrar que se M € .%,,
entdo M N{r < t} € .%; para todo t > 0. Decomponha o evento {7 < t} usando o.
Este resultado formaliza a intuicao de que “quanto mais tarde paramos, mais informacao
acumulamos”.

. Parat > 0, x,y € R considere a densidade de transicao

p(t,x,y) = \/% exp (—%) . (2)

Verifique que esta fungao é uma solugao da seguinte equagao de difusao

op _10°p
ot 20%°
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4. Seja {B; : t € [0,400)} um Movimento Browniano independente de uma o-dlgebra 4.
Sejam Ty, Ty, ..., T, : @ — [0, 400) varidveis aleatérias 4-mensurdveis. Mostre que, para
qualquer funcao f : R™ — C continua e limitada temos

E[f(BT17 BT27 C 7BTm> |g] == g(Tl,TQ, N ,Tm),
onde g(t1,ta,...,tm) =E[f(By, B, ..., By, )] para cada (t1,...,t,) € [0,+00)™ fixado.

5. Sejam {B; : t € [0, +00)} um Movimento Browniano continuo e 0 < s < ¢t. Mostre que

P(B, € A|B,) = / p(t — s, By y) dy,
A

onde p(t,x,y) é a densidade de transi¢ao definida em (2).

6. Um processo estocéstico {M; : t € [0,+00)} definido sobre um espaco de probabilidade
(Q,.7,P) é chamado de um martingale continuo, com respeito a filtragdo {F# : t €
[0,4+00)}, se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

o M, é Fi-mensuravel para todo t > 0 (adaptado);
e E[|M,;|] < 400 para todo t > 0 (integréavel);
e As trajetérias t — M;(w) s@o continuas (quase certamente);

o E[M,|.7] = Mj, para todos 0 < s < t (a propriedade de martingal).

Sejam {B; : t € [0,+00)} um Movimento Browniano padrao definido sobre um espago de
probabilidade (2, .7, P) completo. Mostre que este Movimento Browniano

(a) é um martingale continuo com respeito a filtracdo natural determinada por ¥, =
o(Bs:0<s<t).

(b) é um martingale continuo com respeito a filtragdo determinada por (1).
Dica: a parte delicada deste item é provar a propriedade de martingal. Abaixo
segue uma sugestao de roteiro de como esta prova pode ser feita.

i) Se 4 C A C F sado sub-o-dlgebras tais que para qualquer H € . existe
algum G € ¥ satisfazendo P(GAH) = 0, entdo para toda v.a. integravel X
temos E[X|¥¢] = E[X|.57], quase certamente.

i) Fixe 0 < s <teAe F = ﬂ (%4, UN). Usando o item (a) mostre que
u€(s,+00)
para cada u € (s,t) existe um conjunto mensuravel A, € ¢, tal que P(AAA,) =
0 (§] E[]IABt] = E[]IABU]
iii) Observe que a ultima igualdade de 1) é valida para qualquer A € Z, e u € (s,1),
porém B, nao é Z#,mensuravel. Mostre que é possivel usar a continuidade para
concluir que E[B; | %] = Bs, quase certamente.

7. Seja {B; : t € [0,4+00)} um movimento browniano padrao e {¥4; : t € [0,+00)} sua
filtracao natural. Mostre que o processo M(t) = exp (Bt — %) ¢ um martingale, com
respeito a esta filtracao.

Sugestao. Calcule o valor esperado de exp (B; — Bs) para 0 < s < t. Condicione em
¥, e use as propriedades de independéncia dos incrementos para obter a propriedade de
martingale.



8. Seja {B; : t € [0, +00)} um movimento browniano padrao em uma dimensao. Prove que
s
E[Bs|B;) = %Bt’ quase certamente para 0 < s < t.

Sugestao. Queremos encontrar uma funcao ¢ : R — R tal que E[B;|B,] = ¢(B;), quase
certamente. Equivalentemente, queremos determinar ¢ de modo que para todo boreliano
B € #(R) temos

/ B, dP = / o(B,) dP.
{BteB} {B.eB}

Para isto use o teorema da mudanca de variaveis e a expressao explicita da distribuicao
conjunta do vetor aleatdrio (Bs, By) para reescrever ambos lados da igualdade acima.

1 Desigualdades de Doob para Martingais

Nesta parte da lista vamos apresentar a prova de algumas das desigualdades de Doob para
Martingais a tempo discreto e formular como exercicios algumas de suas extensoes para
martingais a tempo continuo.

Definicao 1 (Martingais). Um processo estocastico a tempo discreto {X,, : n € N} defi-
nido sobre um espago de probabilidade (€2,.%#,P) é um supermartingal (submartingale) com
respeito a uma filtragao {.%, : n € N} se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

1. E[|X,|] < 400, para todo n € N;
2. X, é %,-mensuravel.
3. E[X,11|%] < X, q.c. ¥n € N (respectivamente, X, < E[X,,1]%,] )

Dizemos que o processo estocastico {X,, : n € N} é um martingal se ele é simultaneamente
um supermartingal e um submartingale.

Definigao 2 (Tempo de parada). Seja (€2,.#,P) um espago de probabilidade e {.%#, : n € N}
uma filtracdo. Uma aplica¢ao 7: Q2 — N U {+o0} é chamada de tempo de parada se

{r<n}eZ, Vn e N.

Teorema 3 (Desigualdade Maximal de Doob). Seja {X,, : n € N} um submartingale nao-
negativo, com respeito a uma filtracao {.%, : n € N}. Entao para cada A > 0 temos:

1
P(max X, 2)\) < -E
1<k<n A

e

1<k<n

Prova. Para facilitar a notacao defina a v.a.

M, = max Xj. (3)

1<k<n



Fixado A > 0 considere a v.a.
min{kE{l,...,n}:Ang}, se dk < n tal que A < X;
n, caso contrario.

Observe que 7 define um tempo de parada satisfazendo 7 < n. Ja que {X,, : n € N} é um
submartingale, ndo-negativo temos que a aplicacao j — E[X] é mondtona nao-decrescente
e assim segue da definicao de esperanca condicional que

- ELY Ty ~ E[X;] ~ 1
E[X.|r] =) P(r =) Lir=jy < ; Pir =) L=y S E[X,] ; Pir =) Lir=jy,

j=1

onde as parcelas em que P(7 = j) = 0 s@o identificadas com a v.a. nula. Das propriedades
elementares da esperanca condicional e da desigualdade acima temos que

E[X,] < E[X,].
Note que vale a seguinte igualdade
E[X: - Lianeny] + E[X7 - L, <] = E[XC].

Além do mais, segue das definigoes acima que se M, > A, entao X, > A\. Por outro lado,
se ocorre M, < A, entao temos 7 = n e consequentemente X, = X,,. Logo segue dos fatos
estabelecidos acima que

)\P(Mn > )\) + E[Xn . ]l{Mn<)\}] < E[XT . ]l{Mn>)\}] + E[XT . ]l{Mn<>\}} = E[XT] < ]E[Xn]
Da desigualdade acima temos imediatamente que
/\P(Mn > )\) < E[Xn] — E[Xn . ]l{Mn<>\}] = E[Xn(l — ]l{Mn<>\})]

= E[ X, 11,0
o que encerra a demostracao. [

Teorema 4 (Desigualdade Maximal de Doob em L?). Seja {X,, : n € N} um submartingale
nao-negativo, com respeito & uma filtragao {#, : n € N}. Se E[|X,,]?] < +oo, para todo
n € N, entao temos

2

E

max Xy
1<k<n

Prova. Como na prova do teorema anterior considere a v.a.

M, = max Xj. (4)

1<k<n



Usando que M,, é uma v.a. nao-negativa, o Teorema 3, o Teorema de Tonelli e a Desi-
gualdade de Cauchy-Schwarz obtemos

E[M?] = 2/ tP(M, >t)dt
0

< 2/ E[X, - 1iay,on] dt
0

0 Q

Q 0

= Q/XnMnd]P
Q

o( ) (foee)’

E claro que se E[M?] = 0, entao a desigualdade que desejamos mostrar ¢ ébvia. Caso
contrério, segue da desigualdade acima que E[M?]/? < 2E[X?]'/2. Tomando o quadrado em
ambos os lados desta ultima desigualdade concluimos finalmente a prova do teorema. [ |

Lista de Exercicios - Parte 2

1. O objetivo deste exercicio é estender a Desigualdade Maximal de Doob em L? (Teorema 4)
para o Movimento Browniano. Mais precisamente, Seja {B; : ¢ € [0, +00)} um Movimento
Browniano e {%#; : t € [0,400)} a filtracao determinada por (1). vamos mostrar que para
todo t > 0 temos

E {sup |BS|2} < 4E[B?].

0<s<t

(a) Fixet >0 en € N. Para cada k € {0,...,2"} defina

Xn = ’B% .
Mostre que {X,’j .k € {0,... ,2”}} é um submartingale (possuindo apenas um
ntmero finito de v.a’s aleatdrias), com respeito a filtracao {9% :ke{0,..., 2”}}
(b) Mostre que
2
E (max X;;) <4E[|B’], VneN.
0<k<n

(c) Mostre que a igualdade abaixo é valida, quase certamente,

2
lim (max X,?) = sup |B,|*

n—oo \ 0<k<n 0<s<t
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(d) Mostre que X' = X\t e conclua que a sequéncia de v.a.’s {Y,, : n € N} definida

por
2
Y, = < max X,?)

0<k2n

é uma sequéncia mondtona nao-decrescente.

(e) Usando o Teorema da Convergéncia Monétona e os itens anteriores conclua que vale
a seguinte desigualdade

E [sup Bf] < 4E[B.

0<s<t
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