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Processos Estocasticos

Lista de Exercicios - Data de Entrega: 28/11/2025

1. Denotamos por C3(R, R) o espago das fungoes da reta na reta possuindo segunda derivada
continua e suporte compacto, isto é, existe algum M > 0 tal que f(z) = 0, para todo = ¢
[—M, M] C R. Seja x € R fixado e considere o Movimento Browniano {B} : t € [0, +00)}
que inicia no tempo ¢t = 0 no ponto x.

(a) Use o Teorema da Mudanga de Varidveis e mostre que para todo ¢ > 0 temos

1
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E[f(B)] = / floty)-

(b) Mostre que

E[f(B})] - f(z) _ /f(wwﬂ)—f(x). L %
t & t V2r '

(¢) Usando a férmula de Taylor
1
FlatyVt)—f(@) = f(@)yVi+5 " (a+0yViy*t,  para algum 0 = 0(z,y,t) € [0,1],
mostre que para cada r € R fixado temos:

. E[f(Bf)] = f(x) _ 1,
I / =5/@).

2. Sejam {B; : t € [0,400)} um Movimento Browniano padrao, % = o(Bs: 0 < s <t)e
[ € C2(R,R). Mostre que, se

b1
B 150 - 550) - [ |2 <0, vz
entao o processo {M; : t € [0,400)} definido por
"1
M, = f(BY) - / P (B du, Vi€ [0,400),
0

é um martingale com respeito a filtracao {%#; : t € [0, +00)}.



3. Mostre que {By : t € [0,+00)} e {B; : t € [0,4+00)} podem ser construidos no mesmo
espaco de probabilidade. Neste caso temos

Fr=0(B:0<s<t)=0(Bs:0<s<t) = F, Yt € [0, +00).

4. Se {B} :t € [0,400)} denota um Movimento Browniano partindo do ponto x em ¢t = 0,
descreva explicitamente a funcao de densidade do incremento By — BY, para cada par s,t
satisfazendo 0 < s < t.

5. Assuma como nos exercicios anteriores que 0 < s < t e que a fungao f € CZ(R,R).
Usando o Exercicio 10 da Lista 1, mostre que

(a) E[f(BY)|F:] = h(B7), onde h(y) = E[f(Bi_, +y)J;

(b) ELf(B)F] = ha(By), onde ha(y) = f(y);

() E { JEA ff} — hy(BY), onde hy(y) = E { | 5@ ) dr];
(d) Para cada y € R defina h(y) = hi(y) — ha(y) — hs(y). Mostre que

b =0 weR = B[ - s - [ G 2] o

6. Sejam f € C2(R,R) e z € R fixados.

(a) Mostre que || f"||oc < 400;

(b) defina g : [0,4+00) — R por g(¢t) = E[f(B; + x)]. Fixe t > 0. Mostre, usando a
Férmula de Taylor com resto, que para cada h € R com |h| < ¢, existe uma v.a.

A=At h) € (0,1) tal que

git+h)—g(t) 1., 2
h = 5B [f"(Bi+ 2 + M Byyn — By)) - (Biyn — By)*] .

(c) Mostre que se Z ~ N(0, h), entao E[Z?] = 3h%.
(d) Para cada h € R\ {0} seja

R(H) = o B[ (7Bt 2+ MBe — B) — /(Bo+0)) - (Buon — B?].

Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz mostre que

RO € gz W3\ B[+ 4+ M B — B0) - (B ).

(e) Usando os itens anteriores mostre que R(h) — 0, quando h — 0.

(f) Usando os itens (b) e (d) conclua que

gt +h) —g) 1o,
,1112% A = §E[f (B; + )]




7. Como no exercicio anterior, fixe f € CZ(R,R) e z € R. Usando a funcio g do exercicio
anterior mostre que para cada t > 0 temos a seguinte igualdade

b1
B |15 - S0 - [ 5B as| =0
0
8. Usando os exercicios (5) e (2) conclua que o processo {M, : t € [0,+00)} definido por
"1
M= (B - [ GFBD e Ve 0.400),
0

é um martingale com respeito a filtracao {%#; : t € [0, +00)}.
9. O objetivo deste exercicio é mostrar que o seguinte problema de Dirichlet unidimensional:
u'(x) = —g(x) Vr€la,b], ula)=A, ub)=DB, a<b,

onde g(x) é uma fungao continua, tem solugao unica e que pode ser representada usando
o Movimento Browniano.

(a) Sejam {B; : t € [0,+00)} um Movimento Browniano, x € (a,b) um nimero real
fixado e 7 = inf{t > 0; By + x ¢ [a, b]}. Mostre que para cada n € N, temos

{r>n} C({IBf - Bi 4| < (b—a)}
k=1
) Mostre que existe algum nimero p = p(a,b) € (0, 1) tal que P(1 > n) < p".
(¢) Mostre que P(7 = +o00) = 0.
) Mostre que E[7] < 4o0.
) Mostre que B? é uma variavel aleatéria assumindo apenas dois valores e determine
E[BZ].

(f) Argumente que se a funcdo [a,b] © = —— u(z) é uma solugdo do problema de
Dirichlet descrito acima, entao u pode ser estendida & uma fungao em C3(R,R).

(g) Usando a extensdo obtida no item anterior, que serd também denotada por u, e os
exercicios anteriores mostre que o processo definido abaixo é um martingale com
respeito a filtragao {%; : t > 0}

¢
1
M} =u(By) — /0 §u”(Bff) dr

(h) Usando Teorema da Parada Opcional de Doob (Teorema 1) mostre que E[M, | =
E[M{].

(i) Mostre que é possivel usar o Teorema da Convergéncia Dominada e os itens anteriores
para mostrar que

E[Mg] = lim E[M;,] = E{M?].



(j) Usando os itens anteriores mostre que o problema de Dirichlet enunciado acima
possui uma unica solucao que é dada por

"1
u(z) =E l/ §g(Bf)ds + A-lype_gy + B - Lipay)
0

10. Usando o Teorema 4.6.1 (referéncia [1, pag.53]) e a Férmula de Itd, mostre que se
u € C2(R,R) entao

t
1
M} = u(By) —/ éu"(Bff) dr
0
¢ um Martingale com respeito a filtragdo {%; : t € [0, +00)} induzida pelo Movimento

Browniano.

11. Use a Férmula de It6 (d-dimensional) para mostrar que se u € C2(R?, R) entdo o processo
M, = uw(BY, B®) — / ~Au(BY, B®)ds,
onde B(t) = (Bt(l), Bt@)) ¢ um Movimento Browniano bidimensional, é um martingale,

com respeito a filtragdo {.% : t € [0, +00)} induzida por {B; : t € [0, +00)}.

12. Suponha que D C R? é um aberto limitado e v € C%(D,R) é uma solucio para o
problema de Dirichlet:

Au =—g em D;
u =f emdD.

onde g: D — Re f:0D — R sao fungoes continuas e limitadas. Mostre que a solugao
u do problema acima admite a seguinte representagao:

u(zr) =E [f(Bf) + /OT %g(Bf)dt] , V€ D;

onde, Bf denota o Movimento Browniano bidimensional iniciando no ponto z e 7 é o
tempo de parada

T =1inf{t > 0; B} ¢ D}.

13. Seja {B; : t € [0,400)} um Movimento Browniano padréo. Encontre todas as funcoes
de classe C! p : [0, +00) — R tais que M; = exp(B;+ p(t)) ¢ um martingale, com respeito
a filtracao natural induzida pelo Movimento Browniano.

14. Sejam g : R — R uma fun¢ao mensuravel e limitada e A,, = {to,t1,...,t,} € P([a,b]).
Mostre que

[An]|—0

ig(Bn_l) ((Bti — By, ) — (ti — ti_l)) _ PO
=1



15. Sejam Bt(l) e Bt(z) Movimentos Brownianos independentes e A, = {to,t1,...,t,} €
P([a,b]). Mostre que

n

1 1 2 2 L2 ()
D (B = Bl (B = B — = 0
i=1 "

16. Aplicando a Férmula de 1t6 para 0(t, z) = 2™, mostre que

d((B,)") = w(&)”” dt + n(B,)""dB,.

17. Seja {B; : t € [0,400)} um Movimento Browniano padrao. Use a Férmula de It6 para
mostrar que o processo definido por

M, = B} - 3tB,, Vt>0,

¢ um martingale com respeito a filtracao natural {.%; }+>o.

Dica: Considere a fungao f(t,r) = 23— 3tx e verifique que o termo de “drift” na Férmula
de It6 se anula.

18. (Transiéncia do Movimento Browniano em Dimensao d > 3). O objetivo deste
exercicio é conectar a Teoria do Potencial ao comportamento assintético das trajetérias
do Movimento Browniano, demonstrando que em dimensoes altas (d > 3), o processo
“escapa para o infinito”.

Seja {B; : t > 0} um Movimento Browniano d-dimensional partindo de x € R%, com
r#0ed>3.

(a)

Seja ¢ : (0,00) — R uma fungio C?. Se definirmos f(z) = ¢(||z||) para x € R?\ {0},
mostre usando cédlculo vetorial que o Laplaciano de f é dado por:

Af() = ¢ (l2ll) + S ().

]

Encontre a solucdo geral nao-constante da EDO ¢"(r) + 21¢/(r) = 0. Use isso para
determinar uma fungao v : R\ {0} — R que seja harmonica (i.e., Av = 0) e radial,
tal que v(x) — 0 quando ||z| — co.

Defina os tempos de parada para 0 < r < ||z|| < R:
T, =inf{t >0:||B|| =7} e Tr=inf{t >0:| B = R}.

Seja 7 = T, A Tg. Verifique que se v : R?\ {0} — R é uma das fungoes encontradas
no item anterior, entdo esta funcdo é de classe C? e aplique a Férmula de It6 ao

processo M; = v(B;) para mostrar que M;,, é um martingale.

Use o Teorema da Parada Opcional para mostrar que:

v(z) —v(R)

P(T, <Tg) = ————.
<) = =

Dica: Observe que 7 < 00 q.c. e que, no tempo 7, temos ||B,|| € {r, R} (justifique
por que nao pode haver ambiguidade sobre qual fronteira foi atingida primeiro).
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(e) Assumindo a férmula encontrada no item (b) (que deve ser proporcional a ||z||*>~¢),
calcule o limite de P(7, < Tg) quando R — oo. Conclua que, para d > 3, a
probabilidade de o Movimento Browniano retornar a uma bola compacta de raio r
(partindo de z com ||z|| > r) é estritamente menor que 1. Em outras palavras, existe
probabilidade positiva de que o processo nunca retorne a essa bola (transiéncia).

1 Teorema da Parada Opcional

Teorema 1 (Teorema da Parada Opcional de Doob). Sejam (2, .7, {.%; }1>0, P) um espago
de probabilidade filtrado, com a filtracao {.%#; }+~o satisfazendo as chamadas ”condiges usu-
ais” (completa e continua a direita) e {M; : ¢ € [0, +00)} um martingal continuo a direita e
com limite a esquerda, adaptado a essa filtracao. Sejam « e 7 dois tempos de parada tais que
a < T < 400, quase certamente. Se pelo menos uma das seguintes condicoes for satisfeita:

(i) O tempo de parada 7 ¢ limitado (isto é, existe uma constante K > 0 tal que 7(w) < K
quase certamente);

(ii) O martingale {M; : t € [0,400)} é uniformemente integravel;

(iii) Existe uma varidvel aleatéria integravel Z € L'(Q) tal que |M;| < Z quase certamente,
para todo t > 0 (condi¢do de dominagao);

Entao, as variaveis aleatorias M, e M, sao integraveis e vale a identidade:
E[M, | #.) = M, quase certamente.
Em particular, tomando v = 0 temos a igualdade dos seguintes valores esperados

E[M;] = E[My).
A prova do Teorema da Parada Opcional de Doob é apresentada na referéncia [2].
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