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Resumo

Nestas notas mostramos uma conexdo elementar, mas bastante profunda, entre
passeios aleatérios simples e o problema de Dirichlet discreto (em Z%)

{Au(w) =0, x€D,
u(z) = f(z), xe€dD.

Mais precisamente, mostramos que a funcdo u : D U 9D — R dada por
D > x+— E,[f(S:)],

onde 7 é o primeiro instante de contato do passeio aleatério {Sy}n>0 com a fronteira
do dominio D, é a tnica solucdo do problema de Dirichlet.

Em seguida, usando a Lei Forte dos Grandes Niimeros, construimos um algoritmo
de Monte Carlo bastante simples, baseado na convergéncia da sequéncia

N
Y8 () 22 B [f(S0):
j=1

que fornece aproximacoes numeéricas para a solucdo do problema de Dirichlet discreto.
Mostramos também como a Desigualdade de Chebyshev pode ser usada neste caso
para exibir uma estimativa da taxa de convergéncia deste esquema de aproximagao
numérica.

Este é um texto de carater expositivo cujo principal objetivo é apresentar, de forma
didatica, clara, rigorosa e em lingua portuguesa, essa bela conexao entre os passeios
aleatérios e o problema de Dirichlet discreto, utilizando apenas ferramentas elementares
de Probabilidade. Ressaltamos que o texto ndo possui contetido original ou inovador e
¢ baseado em resultados classicos bem-conhecidos na literatura.
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1. Introducao

Uma das ideias mais influentes do aprendizado de maquina recente pode ser formulada de
maneira surpreendentemente simples. E ficil transformar uma imagem em ruido; o problema
dificil é fazer o caminho de volta. De fato, se pegarmos uma imagem digital e, pouco a pouco,
adicionarmos pequenas perturbagoes aleatorias aos seus pixels, chegamos rapidamente a uma
figura que aparentemente nao possui nenhuma estrutura. Os modelos generativos baseados
em processos de difusao tentam aprender como funciona o procedimento inverso: comegar
de uma figura que parece apenas ruido puro e remover esse ruido em etapas, usando médias
e métodos probabilisticos, até obter uma nova amostra que se pareca com os dados de
treinamento. Em esséncia, trata-se de usar aleatoriedade e médias para recuperar estrutura.
E exatamente esse principio, em sua forma mais elementar, o objeto destas notas.

Um trabalho seminal nessa diregdo é o artigo [5], intitulado Score-Based Generative
Modeling through Stochastic Differential Equations. A contribuicao central desse artigo é
descrever tanto o processo de adicionar ruido quanto o processo de remové-lo usando certos
processos de difusao relacionados por uma reversao temporal e ligados a solugoes de equacoes
diferenciais estocésticas (EDE). Neste contexto, uma imagem ¢é tratada como um ponto em
um espago euclidiano de dimensao muito alta: o processo direto é uma difusdao que adiciona
ruido gradualmente, enquanto o processo reverso é outra difusdo, governada por informacao
estatistica aprendida a partir de muitas imagens, que remove o ruido e produz assim uma
“reconstrucao”.

Forward SDE (data — noise)
@ dx = f(x,t)dt + g(t)dw
‘ ?
~  scorefunction | I—
‘(— dx = [f(x,t) — ¢° (t)Vx logp: (x)] dt + g(t)dw —@

Reverse SDE (noise — data)

s

Figura 1: Esquema de um modelo generativo baseado em processos
de difusao. No sentido direto (Forward SDE), uma EDE transforma
gradualmente uma imagem em ruido; no sentido reverso (Reverse
SDE), uma segunda EDE remove o ruido e produz uma nova
amostra com aparéncia de dado real. Ambos os sentidos sao,
portanto, difusoes. Figura reproduzida do artigo [5].



Enfatizamos que, para acompanhar estas notas, nao é necessario compreender as formulas
exibidas na figura, nem o que sdo redes neurais, Céalculo de It6 ou Equagoes Diferenciais
Estocasticas. Mencionamos esse exemplo apenas para apresentar ao leitor um caso muito
interessante e contemporaneo de aplicacao de processos de difusao. Nosso objetivo é estudar
um processo difusivo muito simples, o passeio aleatério simétrico, e mostrar como obter a
partir dele solucao de problemas deterministicos.

Antes de apresentarmos o arcabouco discreto vamos mencionar alguns outros processos
de difusdo que estdo mais intimamente ligados a problema de geragdo de imagens que
descrevemos acima. O arquétipo de todo processo de difusdo é o Movimento Browniano
(MB), veja as referéncias [1, 2]. Intuitivamente, o MB descreve a posigdo de uma particula
que se move ao acaso, em qualquer direcao e sem memoria do passado, no espago continuo
R,

Existe uma teoria sofisticada envolvendo o conceito de gerador infinitesimal, Calculo de
It6 e Equacgoes Diferenciais Estocasticas que torna precisa a relacdo entre esse movimento
aleatorio e certas equacoes deterministicas. Essa teoria é bela e poderosa, mas nao ¢
necessaria para acompanhar estas notas. Ha dois fatos provados nesta teoria e que queremos
mencionar a titulo de motivacdo. O primeiro, considere uma particula realizando um
Movimento Browniano que comeca sua trajetéria em um ponto z € R? e denote por B,
a sua posicdo no tempo t. Seja ¢ : R? — R uma funcdo que associa a cada posicio da
particula um nimero real, isto é, uma quantidade observavel que depende apenas de onde
a particula se encontra. Para cada tempo ¢t > 0 considere o valor médio deste observavel,
calculado sobre todas as trajetérias que partem de z,

u(t, x) = Eu[p(By)],

onde a notacgao E, indica que estamos tomando a média sobre os Movimentos Brownianos
iniciados em x. Escolhendo a escala de tempo do Movimento Browniano de forma conve-
niente, e tomando ¢ suficientemente regular, é possivel mostrar que essa média satisfaz a
equagao do calor, com condicao inicial u(0, z) = ¢(z),

Ou = Au.

A escolha da escala serve apenas para fixar uma constante: na convencao mais usual o lado
direito da equacao seria %Au, e em outras convengoes apareceria ¢ Au, com ¢ > 0. O ponto
importante nao é o valor dessa constante, mas o aparecimento do Laplaciano. Esta relacao
mostra que ele governa tanto a difusdo deterministica do calor quanto a evolucao dessas
médias calculadas sobre a trajetérias do Movimento Browniano.

Vamos falar agora de outro exemplo. Vamos pensar no processo da difusao do calor ao
longo de uma superficie D, onde sao mantidos fixos os valores da temperatura na fronteira

de D.
Owu(t,x) = Agu(t,z), t>0ex € D,

u(0,x) = ug(x), x € D;
u(t,z) = f(x) t>0exedD.

Aqui ug representa a distribuicao inicial de temperatura no interior de D e f o valor, fixo no
tempo, mantido na fronteira. Nao ha nenhuma exigéncia de que ug e f coincidam nos pontos
da fronteira; se elas diferem, o sistema simplesmente parte de uma configuragao inicial em
desacordo com a fronteira e se ajusta ao longo do processo.



Com o passar do tempo, a distribuicao de temperatura no interior se acomoda e o sistema
tende a um estado de equilibrio, um estado que ja nao depende do tempo. Sob condic¢oes
adequadas, é natural esperar que esse equilibrio também nao dependa da distribuicao
inicial ug. Ou seja, qualquer que seja o estado inicial, o sistema tende para uma mesma
configuracgao final, determinada apenas pelos valores f mantidos fixo na fronteira. Para uma
tal configuracao de equilibrio temos d,u = 0, e a equacao do calor se reduz a

Au =0,

ou seja, a equacao das fungoes harmonicas. Em outras palavras: sob condi¢oes de contorno
apropriadas, o estado estacionario de uma difusao é descrito por uma funcdo harmonica.

Resta entender em que sentido esse equilibrio deterministico também é, ele préprio, uma
média sobre o Movimento Browniano. No primeiro exemplo a média u(t,z) = E,[p(B;)]
era tomada fotografando a particula em um tempo ¢ fixo. Para o estado estacionario a
média muda de natureza: em vez de olhar a particula em um instante prescrito, “soltamos”
o Movimento Browniano a partir de x e esperamos até que ele toque a fronteira de D pela
primeira vez, registrando ali o valor prescrito na fronteira. A média desse valor, sobre todas
as trajetérias partindo de z, é precisamente a fun¢do harmonica que resolve o problema de
equilibrio. Reencontramos aqui, agora na sua forma estacionaria, a mesma ponte que ja
havia aparecido na equacao do calor: de um lado a aleatoriedade do processo de difusdo,
do outro a rigidez deterministica de uma equacao diferencial parcial. Essas duas relagoes
ilustram claramente como é possivel usar a aleatoriedade de maneira natural em problemas
deterministicos.

Os dois exemplos classicos discutidos acima, a equacao do calor e o problema de Dirichlet,
podem ser vistos como versoes simplificadas do principio que move os modelos generativos.
Em todos esses casos, a estrutura é a mesma: de um lado, um processo aleatério que evolui
por incrementos independentes; do outro, uma equacgao deterministica que governa as médias
associadas a esse processo. Nos modelos generativos, essa correspondéncia aparece revestida
de Célculo Estocastico de Itd, reversao temporal e informacao estatistica aprendida em
dimensoes altissimas. Nos exemplos classicos que acabamos de descrever, ela ja aparece
em dimensao baixa e sem necessidade de aprendizado estatistico: apenas o Movimento
Browniano e as equagoes diferenciais parciais classicas. Nestas notas, vamos despir essa
correspondéncia de mais um elemento: a continuidade do espago. No lugar do Movimento
Browniano em R?, consideraremos passeios aleatérios simples no reticulado Z?
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Figura 2: Os reticulados inteiros unidimensional, bidimensional e
tridimensional. Cada ponto representa um vetor de coordenadas
inteiras; no caso d = 1 vemos a reta discreta, em d = 2 uma grade
infinita e em d = 3 uma rede cristalina infinita.



Ao invés do Laplaciano continuo e das equagoes diferenciais parciais, trabalharemos com o
Laplaciano discreto e com argumentos puramente elementares de Probabilidade. O resultado
¢é a forma mais transparente possivel dessa ponte entre aleatoriedade e determinismo e pode
ser uma porta de entrada para o leitor interessado nas aplicacbes mais contemporaneas,
relacionadas a Inteligéncia Artificial e & Teoria de Probabilidade.

Antes de voltar nossas atengoes para o caso discreto, vamos fazer um ultimo comentario
sobre abordagem probabilistica do problema de Dirichlet associado a equagao diferencial
Au = 0, com condic¢oes de contorno dadas por f. Este problema, sob hipdteses adequadas,
admite solu¢ado dada pela média E,[f(B,)], onde B; é um Movimento Browniano e 7 é o
instante em que ele toca a fronteira do dominio.

Nosso objetivo é reproduzir este resultado no contexto discreto. Mais precisamente,
no contexto de funcdes definidas no reticulado inteiro d-dimensional Z¢. Neste contexto,
podemos estudar o analogo do problema de Dirichlet, sem toda a maquinaria de Céalculo Es-
tocastico de Ito e Equagoes Diferenciais Estocasticas, usando apenas resultados elementares
da Teoria de Probabilidade.

Veremos que toda a estrutura descrita acima sobrevive a discretizagao: o problema de
Dirichlet discreto também admite solugao tnica, e essa solugao também se escreve como a
média u(x) = E,[f(S,)] do valor de f no ponto em que o passeio toca a fronteira. E notavel
que, nesse cenario, as demonstracoes nao exijam nada além de probabilidade elementar
(variaveis aleatérias, esperanga, independéncia e a Lei Forte dos Grandes Ntiimeros) e mesmo
assim capturem, com rigor completo, a mesma ideia profunda que, no caso continuo, requer
uma teoria muito mais elaborada.

O texto esta organizado da seguinte forma. A Secao 2 introduz os conceitos geométricos
necessarios (distancia, vizinhanga, caminhos, conexidade, dominios e fronteira) e define o
Laplaciano discreto, estabelecendo sua correspondéncia com o Laplaciano classico por meio
do classico argumento de diferengas finitas.

A Secao 3 define o passeio aleatério simples e simétrico em Z2, o tempo de primeiro
contato com a fronteira e prova que esse tempo é finito quase certamente. A Secao 4
apresenta o resultado central. Nele mostramos que a fungao x — u(z) = E,[f(S,)] é a tinica
solucao do problema de Dirichlet discreto. A prova divide-se em trés partes: verificacao das
condic¢oes de contorno; o calculo do Laplaciano, via condicionamento no primeiro passo, e
unicidade das solugoes via o Principio do Maximo. Por questao de completude e para apontar
outras importantes conexoes entre a Teoria de Probabilidade e problemas com condigoes de
contorno, fornecemos uma prova alternativa dos resultados mencionados acima, mas que é
baseada Teoria de Martingais.

Na Secao 5 construimos um algoritmo de Monte Carlo para calcular numericamente a
solugao, usando a Lei Forte dos Grandes Nimeros. Em seguida fornecemos uma estimativa
explicita da taxa de convergéncia por meio da desigualdade de Chebyshev.

A Secao 6 retine os resultados apresentados e indica conexdes com temas mais avangados.



2. Conceitos Geométricos e Topolégicos no Reticulado

Antes de definir o Laplaciano discreto precisamos introduzir alguns novos conceitos. Para
facilitar a notacao e simplificar a discussao vamos focar no caso bidimensional, ou seja, em
72 = 7 x 7. Para reticulados inteiros de dimensdo mais alta Z?, com d > 3, as definicoes
apresentadas nesta secao podem ser generalizadas de maneira natural.

Por questao de conveniéncia vamos considerar a distdncia entre dois pontos = (z1,x2) e
y = (y1, y2) do reticulado inteiro bidimensional, como sendo a distdncia induzida pela norma
“do taxista”, ou seja,

|z =yl = 21— ] + |22 — v2l.

Ao longo de todo o texto, o simbolo || - | denotara sempre esta norma do taxista (também
conhecida como norma £'), e nunca a norma euclidiana.

(1,1)
L] L] (070)._. (170). L] L] (070) L]

Figura 3: A distancia do taxista em Z2. A esquerda, dois pontos &
distancia 1, as vezes, chamados de primeiros vizinhos. Na figura a
direita, temos dois pontos a distancia 2.

Fixado x € Z?, vamos denotar por I'(x) o conjunto de todos os pontos do reticulado Z>
que estao a distancia 1 de x, mais precisamente,

P)={yeZ: |z -yl =1}

Figura 4: O conjunto I'(x) dos quatro vizinhos de x na distancia do
taxista. Em vermelho estdao os pontos y € Z? tais que ||z — y|| = 1.



Préximo passo é definir a nocao de dominio em Z2. Para isto vamos precisar introduzir
a no¢ao de conexidade que por sua vez ird depender da nocao de caminhos.

Um caminho simples v em Z?, unindo um par de pontos distintos x, y € Z? e orientado
de x para y é simplesmente uma sequéncia finita de pontos distintos v = (xg, x1,...,Ty),
com x; € 72, satisfazendo as seguintes trés condicoes:

» 1y = x (este ponto zp é chamado, as vezes, de ponto inicial do caminho 7);
e 1z, =y (este ponto é chamado de ponto final de );
o ||z;o1 — ;|| =1, para todo i € {1,...,n}.

Usamos uma n-ipla ordenada, em vez de um simples conjunto, porque a ordem dos pontos é
relevante: ela registra a direcdo em que o caminho é percorrido. Quando nao houver perigo
de confusdo, escreveremos também ~ para denotar o seu conjunto-suporte {xg,1,...,z,},
de modo que expressoes como v C D e #v fagam sentido. veja a figura abaixo:

L] ° L] ° L] ° L] ° L]
L] L] L] L] L] L] L] L] L]
o=
L] ° ° L] ° L]
L] L] L] L]
L] ° ° L]
L] L] L] C—— L]
Tn=1Y
L] ° L] ° L] ° L] ° L]
L] L] L] L] L] L] L] L] L]
L] ° L] ° L] ° L] ° L]

Figura 5: Um caminho em Z? unindo z a 3. Cada segmento liga dois
pontos a distdncia 1 na norma do taxista. Note que os segmentos
desenhados em vermelho nao fazem parte da definicao de caminho,
eles foram inseridos na figura apenas para ajudar na intuicao deste
conceito e também para destacar os pontos que realmente compoem
o caminho v deste exemplo.

Vamos dizer que um subconjunto D C Z2 é conexo se para qualquer par de pontos
distintos x,y € D existe um caminho simples v orientado de x para y tal que v C D, isto
é, todos os pontos xg,x1,...,z, de 7 pertencem ao conjunto D. Vamos também usar as
convencoes de que qualquer subconjunto unitario de Z? é um subconjunto conexo e também
que o conjunto vazio ¢ um conjunto conexo. FKEsta nocao de conexidade guarda algumas
semelhancas com a nocao de conexidade por caminhos no espaco euclidiano R?. Entretanto,
um conjunto conexo neste contexto raramente é conjunto conexo por caminhos no sentido
de R?, a menos que o conjunto em questdo seja unitario ou vazio.

De agora em diante, chamaremos de dominio em Z? qualquer subconjunto conexo do
reticulado inteiro bidimensional Z2.



Um conjunto conexo em Z> Um conjunto desconexo em Z?

Figura 6: Exemplos de subconjuntos conexos e desconexos de Z2.

Dado um subconjunto nao-vazio D C Z? definimos a fronteira de D como sendo o
conjunto de pontos de Z? definido da seguinte forma

OD={yeZ:y¢Dely—z|=1para algum = € D}.

Figura 7: A fronteira 0D de um subconjunto D C Z2.

J4& temos todos os conceitos necessarios para apresentar a definicdo do Laplaciano discreto
bem como o problema de Dirichlet. Como nao ha perigo de confusao, vamos optar, por
questao de simplicidade, por usar a mesma notacao, A, empregada no caso continuo.

Definicao 1 (Laplaciano Discreto). Seja D C Z% e u: D UdD — R uma funcio arbitréria.
Entao definimos para cada ponto z € D o Laplaciano de u, avaliado em x, pela expressao

Au)= Y (uly) - u(x)). (1)

yel'(z)

Observamos que #['(z) = 4 e que I'(x) € D U JD, para todo z € D, mostrando que a
expressao acima esta bem-definida para qualquer que seja x € D e também que a soma que
aparece acima tem precisamente 4 parcelas, qualquer que seja x € D. Observamos também
que para esta definicdo nao é necessario exigir que D seja um dominio.



Antes de prosseguir, apresentamos uma justificativa de por que chamar a expressao que
aparece em (1) de Laplaciano discreto. Para isto vamos recorrer a algumas ideias do Calculo
Numérico, relembrando como a derivada segunda de uma funcao suave em R pode ser
aproximada usando as chamadas diferencas finitas.

Seja g : R — R uma fungao suficientemente suave. As expansoes de Taylor de g(z + h)
e g(x — h) em torno de x com um incremento h > 0 sdo dadas por:

gz + 1) = g(2) + g (D) + ~g" (@)% + L (@)1 + O,

2 6
o — 1) = gla) — o (@)h + 50" (2 — g (2)h* + O(h").

Somando ambas as equagoes, os termos de ordem impar se cancelam, resultando na seguinte
identidade
g(x +h) +g(x —h) =2g(x) + ¢"(x)h* + O(h*).

Isolando o termo ¢”(z), obtemos a aproximagao classica da derivada segunda, por diferencas
finitas (centradas em z)

g”(m) _ g(l‘—‘f—h) _2gh(2x)+g(x_h) +O(h2) (2>

Em uma dimensao o Laplaciano classico é definido como Ag(z) = ¢”(x). Logo, inspirados
na identidade acima, no caso em que h = 1 (que é o menor incremento positivo possivel de ser
considerado no reticulado inteiro Z) e desprezando a influéncia do termo de erro, e abusando
um pouco da notagao definimos o Laplaciano discreto de g no ponto x pela seguinte expressao

Ag(x) =gz +1) —2g9(z) + g(x — 1).

A discussao acima se generaliza de maneira natural para duas dimensoes. Em dimensao
dois o Laplaciano de uma fungao suave u(x,y) é definido como a soma das segundas derivadas
parciais:

O*u  0%u
Au(z,y) = o2 El

Usando a aproximagao obtida em (2) para cada uma das derivadas parciais, por diferengas
finitas centradas em = com passo unitario h = 1, concluimos que

Au(z,y) = (u(z +1,y) = 2u(z,y) +u(z — 1,y)) + (u(z,y + 1) = 2u(z,y) +u(z,y — 1))
:u(x+1,y)—|—u(x—1,y)+u(x,y+1)+u(m,y—1)—4u(x,y)

> (u(zl, 29) — u(x, y))

(zl ,Zz)GF(:D,y)

Note que a aproximacao obtida acima estabelece uma correspondéncia direta entre a
formulacao do Laplaciano de uma funcao suave em R? e a definicdo de sua versao discreta
apresentada em (1).

Além disso, as semelhangas entre o Laplaciano discreto e o cldssico nao se limitam a esses
argumentos de aproximacao. Por exemplo, no caso continuo dizemos que uma funcao suave
u é harmédnica em um aberto se para todo ponto deste aberto temos Au(z) = 0. Um fato
bem conhecido do célculo de véarias variaveis é que toda fungdao harmonica possui a chamada



propriedade da média. Mais precisamente, se 2 C R? é um aberto, v :  — R é harmonica
e B(x,r) C Q, entao

1
~ 10B(x,7)| o
Isto quer dizer que o valor de u no centro de um circulo ¢ igual a média dos valores de u

sobre este circulo. No contexto discreto, esta propriedade se manifesta de forma ainda mais
simples: se Au(z) = 0, entdo

0= (uly)—u@) = uly) - 4u(x),

yel'(z) yel(x)

u(x) u(z) do(z).

e portanto

o

u(z) =~ > uly).
yel(z)
Assim, no caso discreto, ser harmonica em =z significa que o valor de v em z é a média
aritmética dos valores de u nos quatro vizinhos de x.

Um dos objetivos centrais deste texto é resolver o seguinte problema de Dirichlet. Dado
um dominio limitado D C Z? e uma funcdo f : 9D — R queremos mostrar que existe uma
unica funcao u : D U 0D — R satisfazendo

u(z) = f(x), x€dD. )

{Au(w) =0, zeD,

O fato de uma fungdo harmoénica discreta possuir a propriedade da média pode nos
levar a pensar que, em dominios finitos, o problema de Dirichlet discreto ndo passa de um
rotineiro problema de &algebra linear em dimensao finita. KEssa impressao nao é de todo
equivocada; entretanto, resolver diretamente o sistema linear associado pode ser custoso e
tornar-se computacionalmente inviavel quando o dominio é grande.

Como veremos ao longo do texto o método probabilistico ¢ uma ferramenta extremamente
eficiente para atacar este problema, pois ele permite encontrar a solucao desse sistema linear
de grande porte usando uma técnica de condicionamento no primeiro passo (Teorema da
Probabilidade Total) e a Lei Forte dos Grandes Nuimeros. Além do mais, esta abordagem
permite construir aproximagoes numéricas para a solucao deste problema por meio do
seguinte algoritmo estocastico.

Fixe um ponto = € D. “Solte” um passeio aleatério comecando em x que, a cada passo,
pode se mover para qualquer um de seus quatro vizinhos com probabilidade 1/4. Pare
quando o passeio atingir a fronteira 0D, registre o valor de f no ponto da fronteira e repita o
experimento muitas vezes, de forma independente. De fato, este procedimento pode ser feito
de maneira completamente paralelizada. Podemos “soltar” simultaneamente, em z, uma
colegao muito grande de passeios aleatorios que nao interagem entre si e cujos incrementos
sao todos independentes. A média dos valores observados na fronteira converge para o valor
da solugao u no ponto inicial x.
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3. Passeios Aleatérios Simples

Nesta secao definimos, brevemente, um dos objetos centrais deste texto que é o passeio
aleatorio simétrico simples. Para uma exposicao abrangente deste assunto, recomendamos
as referéncias [1] e [3].

Sejam ey, e 0s vetores da base candnica de R?, isto ¢, e; = (1,0) e ea = (0,1) e {X, }n>1
uma sequéncia de vetores aleatérios iid e uniformemente distribuidos em {+e;, £es}, isto é,

]P(Xn = 61) = ]P)(Xn = —61) = — = ]P)(Xn = 62) = P(Xn = —62).

A sequéncia de vetores aleatérios (v.a’s) Si, Sy, ... definida por S, = X7+ Xo+...+ X,
¢ comumente chamada de passeio aleatério simétrico em Z2?. Costumamos dizer que este é
um passeio aleatério que inicia na origem de Z?2.

Para definir um passeio aleatério que inicia em um determinado ponto z € Z? basta
considerar um v.a. Xy, independente da colecao {X,},>1 e satisfazendo P(Xy = z) = 1.
Para simplificar a exposi¢cdo vamos usar a notacao P, com objetivo de indicar explicitamente
qual é a distribuicao do v.a. Xy. Uma vantagem desta notacgao ¢ que ela deixa claro de qual
ponto de Z? inicia o passeio aleatério

SnEXO+X1+X2++Xn, n:0,1,2,...

O valor esperado, com respeito a medida de probabilidade P, sera denotado por E,.
Definimos o primeiro instante de contato do passeio {S,},>0 com a fronteira de um
conjunto nao-vazio D C Z?2 como sendo a v.a.

T=719p=inf{n>0: S, € 9D}.

Nesta definicio usamos como de costume a convengao inf{@} = +oo. A demonstracao
de que 7 é de fato um tempo de parada (e portanto uma varidvel aleatéria) com respeito a
filtracao natural do passeio aleatério encontra-se no Secao A.1.
Note que se o passeio aleatorio inicia em algum ponto da fronteira, isto é, se x € 0D,
entao temos que
T=0.

Observamos também que se o passeio aleatério inicia em um ponto x € D, entao 7
corresponde também ao primeiro instante em que o passeio sai do conjunto D, ja que por
definicao de fronteira dD e D sao subconjuntos disjuntos de Z2.

3.1. Finitude do Tempo de Primeiro Contato com Fronteira

O objetivo desta subsecao é demonstrar o Teorema 2, que estabelece que o passeio aleatério
atinge a fronteira de um dominio limitado em tempo finito com probabilidade 1. Trata-
se de um resultado em grande parte técnico, cuja conclusao é geometricamente natural e
intuitivamente esperada, ja que um passeio que da passos de tamanho 1 nao pode permanecer
para sempre dentro de um conjunto finito, veja Figura 8. No entanto, a demonstracao
formal requer alguns cuidados e pode ser omitida em uma primeira leitura sem prejuizo da
compreensao do restante do texto.
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Teorema 2. Sejam D C 72 um dominio limitado e {Sy }n=0 um passeio aleatério iniciando
em um ponto x € D UJD. Entao

P.(1 < o0) = 1.

Prova. Vamos provar o teorema analisando separadamente os dois casos: Sy € 0D e Sy € D,
ou seja, vamos dividir nossa andlise nos casos em que o passeio aleatério parte da fronteira
de D ou parte de um ponto do préprio conjunto D.

Suponha que Sy = x € dD. Como por defini¢ao P, (Sy = =) = 1, entao temos diretamente
da defini¢do de 7 que P, (7 = 0) = 1 e como P, (7 = 0) < P,(7 < 00) o resultado é verdadeiro
neste caso. Intuitivamente, se o passeio inicia quase certamente em um ponto na fronteira,
entdo o tempo de primeiro contato do passeio aleatorio com a fronteira é o tempo n = 0.

Agora vamos supor que Sy = z € D. Como D é um dominio limitado em Z2, ele esté
contido em uma caixa finita do reticulado. Portanto D ¢ finito, isto é, #D < co. Além
disso, pela defini¢ao de fronteira,

oD C |J I'(2).
zeD
Como cada conjunto I'(z) possui quatro pontos e D é finito, segue que 9D também é finita;
mais precisamente, #0D < 4#D. Em particular, D U 0D é finito. Como neste caso x € D,
o conjunto D é nao vazio; escolhendo zg € D com primeira coordenada maxima, temos
20+ (1,0) ¢ D e zy+ (1,0) € 9D. Portanto, 0D # .

Agora fixe y € dD. Pela definigao de fronteira, existe z € D tal que ||z — y|| = 1. Como

D é conexo, existe um caminho em D ligando = a z. Acrescentando o ponto y ao final

desse caminho, obtemos um caminho v = (xy,...,z,) ligando © = xg a y = z, € D e
satisfazendo que z,, é o unico ponto de v que nao pertence a D, isto é, {zo,...,z,_1} C D.
B

D oD
k . . . ) ] L] *
r = 2o
*k . ° ® *k
X% . . . . . . K
x, € 0D
* . * * . . * *
* ok
Figura 8: Um caminho v = (xq, ..., z,) ligando um ponto z = x¢ €

D a um ponto x,, € 9D.
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Pela definigdo de caminho e pela propriedade {xy,..., 2,1} C D, podemos afirmar que
Hao, . waa} <HD =  n<#D.

Observe que podemos afirmar que se o passeio aleatério {.S, },>0 seguir exatamente esse
caminho v durante seus n primeiros passos, entao ele atinge a fronteira de D. A probabilidade
deste evento ocorrer é exatamente

1 n
]P)x(SQZIL‘Q, Slle,...,Sn:xn):<> . (4)
Ja que n < #D, entao temos
1 #D 1\ "
_ < _
G <G) ®

Para facilitar a notacao vamos definir

1
M =#D e = R
Note que as estimativas obtidas no argumento acima sao independentes das escolhas de
x € D ey € dD. Portanto, podemos afirmar que para qualquer caminho v = (zo,...,x,),
iniciando em um ponto arbitrario x € D, terminando em um ponto arbitrario y € 9D, e
satisfazendo {zo,...,z,_1} C D que vale a seguinte continéncia de eventos

{S()::L‘(b Slth"'a‘s’n:ajn} g {TgM}

Da definigao de p, da desigualdade (5), da igualdade (4), da continéncia de eventos acima e
da propriedade de monotonicidade da probabilidade concluimos que

1 #D 1\"
pE(4) <(4) :P$<SOZZE0731:.T17,Sn:In)g]PJm(TgM)

e consequentemente, o complementar do evento {7 < M} satisfaz a desigualdade
P.(r>M)<1-—p.
Em resumo, temos
p<P.(r < M) e P.(r>M)<1-—p. Ve € D. (6)

Antes de prosseguir, registramos um fato elementar sobre o passeio aleatério, que sera
usado nas proximas etapas desta demonstracao. Como, por hipdtese, a posicao inicial X e
os incrementos { X, },>1 formam uma colegdo de v.a’s independentes, temos imediatamente
que os incrementos X1, ..., Xop sao independentes de X, ..., X,;. Consequentemente, a
distribui¢ao condicional de (Syr4n — Sy )n=0 dado { Sy = y}, coincide com a distribuigao de
um passeio aleatério simétrico simples que inicia na origem. Em outras palavras, o futuro do
passeio a partir do tempo M depende apenas da posicao Sy, e ndao do caminho percorrido até
chegar ld. Esta propriedade é chamada de Propriedade de Markov do passeio aleatorio
simples. Observe que esta propriedade é uma consequéncia imediata da independéncia dos
incrementos.
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Vamos continuar com a prova. Agora, vamos olhar para as posi¢oes do passeio aleatério
{S, }n=0 em intervalos de tempos formados por blocos de tamanho M:

0, M], (M,2M], (2M,3M], ..., ((k—1)M,kM], ...

A ideia é ilustrada na figura abaixo.

S sair de D S sair de D L. S sair de D
P(lgng)”’ P(nggzM)>p P(kM—ngng >P

0 M 2M (k—1)M kM

\

4
se nao saiu, Sy € D

P.(r > kM) < (1 —p)k

Figura 9: Divisao da trajetéria do passeio em blocos de tamanho
M. Em cada bloco, a probabilidade de sair de D é pelo menos p,
independentemente do passado. Logo, a probabilidade de nao sair
em k blocos consecutivos é no maximo (1 — p)*.

Para estimar P,(7 > 2M), primeiro observamos que o evento {7 > 2M} C {7 > M} e
portanto
P.(r >2M) =P, (r > M, 7 > 2M).

Note que se ocorre o evento {T > M}, entdo podemos afirmar que Sy, € D. Vamos
particionar este evento segundo os valores da v.a Sy;. Como {r > M} implica Sy, € D,
podemos escrever

P.(r> M, 7>2M)=> P,(r>M, Sy=y, 7> 2M).

yeD
Pela propriedade de Markov, os incrementos futuros Xjy;.1,..., Xop sdo independentes do
passado Xy, ..., Xy. Observe que, no evento {7 > M}, o passeio ainda nao tocou a fronteira

até o tempo M; portanto, condicionado a {Sy; = y} com y € D, ter 7 > 2M equivale a o
passeio reiniciado em y nao tocar a fronteira nos M passos seguintes. Como, pela propriedade
de Markov, esse passeio reiniciado em y tem a mesma lei de um passeio partindo de y, essa
probabilidade ¢ exatamente P,(7 > M). Em outras palavras, a probabilidade condicional
do evento {7 > 2M} dado o evento {Sy = y} N {r > M} coincide com P,(7 > M). Em
simbolos,

P.(r>M,Sy=y,7>2M)=P,(r > M, Sy=y)Py(r > M).
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Usando a expressao acima e a estimativa uniforme (6),

P.(t>2M) =Y P.(r > M, Sy =y) Py(r > M)

yeD

< ZP:B(T>M, Sy =1vy) (1—p)
yeD

= (1=p) Y Pu(r>M, Su=y)

yeD
= (1 =p)Po(r > M)
<(1-p*
Procedendo por indugao em k, podemos afirmar que a seguinte estimativa é valida
P.(r > kM) < (1 —p)F, ke N. (7)

O caso base £k = 1 ja foi provado. O passo indutivo é idéntico ao argumento acima,
substituindo kM no lugar de M e (k + 1)M no lugar de 2M: se o passeio nao saiu até kM,
entao Siy € D, e pela Propriedade de Markov a probabilidade de nao sair nos proximos M
passos é no maximo 1 — p, de onde concluimos que P,(7 > (k + 1)M) < (1 — p)F+L.

Note que para todo k € {1,2,...}, temos {17 > (k+ 1)M} C {7 > kM} e que vale a
seguinte igualdade

{r =40} = kﬁ{7'> kM?}.

Desta forma, segue da propriedade de continuidade da medida e da desigualdade (7) que
P.(1T = 00) = lim P, (7 > kM) < lim (1 —p)* =0
k—o0 k—o00

estabelecendo finalmente a igualdade P,(7 < o0) = 1, 0 que encerra a prova do teorema. W

Esse ponto é importante: como o dominio é finito, o passeio nao pode ficar para sempre
dentro de D com probabilidade positiva.

4. Solucao do Problema de Dirichlet

4.1. A Férmula Candidata a Solucao do Problema de Dirichlet

Fixados um dominio limitado D C Z? e uma funcdo f : dD — R, vamos construir, a partir
do passeio aleatorio, uma funcao candidata a solucdo do problema de Dirichlet. Como D é
limitado, ele é um conjunto finito. Como visto na demonstragao do Teorema 2, a fronteira
satisfaz 0D C U,cp ['(2) e portanto também é finita. Consequentemente, a fungdao f, por
estar definida em um conjunto finito, ¢ automaticamente limitada.

Pelo Teorema 2, o tempo de parada

r=inf{n >0: S, € 9D}
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é finito quase certamente, qualquer que seja o ponto de partida x € D U dD. Logo, o vetor
aleatorio S, estd bem-definido quase certamente e pertence a dD. Segue das observagoes
anteriores que a expressao f(S;) define uma varidvel aleatéria, exceto possivelmente no
conjunto de probabilidade nula {7 = oco}. Para os nossos propositos, podemos estender a
defini¢ao desta v.a. nesse evento de maneira arbitraria, uma vez que tal escolha nao altera o
valor de sua esperanca.

Como [ é limitada, a varidvel aleatéria f(S,) é limitada e portanto sua esperanca existe.
Podemos entao definir v : D U dD — R por

u(z) = By |f(S,)], xeDuaD. (8)

O restante desta secao é dedicado a mostrar que esta funcao u é a tnica solugao do problema
de Dirichlet discreto, isto é,

Au(z) =0, x€D,
u(z) = f(x), x€dD.

4.2. Condicoes de Contorno

Vamos verificar que a fungdo v : D U 0D — R definida em (8) satisfaz as condigoes de
contorno do problema de Dirichlet, isto é, u(x) = f(x),z € dD.

De fato, se x € 0D, entao o passeio aleatério comeca na fronteira. Portanto 7 = 0, quase
certamente e consequentemente

S, =5 ==, quase certamente.
Portanto, segue das propriedades elementares da esperanca que
u(x) = E[f(57)] = EBa[f(#)] = f(z),  VzedD, (9)

isto é,
u=f em dD.

4.3. O Calculo do Laplaciano

Agora, vamos calcular o laplaciano da fungao u definida em (8) em um ponto genérico z € D.
Nosso objetivo ¢ mostrar que

ou equivalentemente,

Lembramos que por defini¢ao,

Para calcular o Laplaciano de u vamos usar o Teorema da Probabilidade Total. A ideia é
condicionar no primeiro passo do passeio aleatério.
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Observe que apds o primeiro passo o passeio aleatorio pode ir para qualquer um dos
pontos y € I'(z). Portanto, segue do Teorema da Probabilidade Total que

u(z) = E.[f = > E[ |Sl—y] P.(S1 =y).

yel'(x

Ja que P, (S; = y) = 1/4, temos da igualdade anterior que

Z E.[f(S:) | S1=y]. (10)

yEF

Para prosseguir vamos precisar usar a Propriedade de Markov (veja a pagina 13) e
também separar o restante da nossa analise em dois casos.

Recordamos que a Propriedade de Markov afirma que condicionado a {S; = y}, o passeio
aleatorio apos o tempo 1, se comporta como um novo passeio aleatério comegando em y.

Primeiro caso: y € 0D. Neste caso, o tempo de primeiro contato do passeio aleatério
com a fronteira ocorre em n = 1. Portanto {Sy = z} N{S; =y} C{So =z} N{S. =y} e
como consequéncia temos

P.({Sr=ytn{Si=y}) _P({S1=y})
P.({S1=y}) P.({S1=y})

Pela igualdade anterior temos imediatamente que
E.[f(S:) | S1 =yl = f(y).

Mas, como y € 0D podemos concluir de (9) que u(y) = f(y), o que junto com a igualdade
acima implica

P.({S: = y}{S1 =y}) = = 1.

E.[f(S7) [ S1 =yl = u(y). (11)

Segundo caso: y € D. Neste caso, segue da Propriedade de Markov que a distribuicao
condicional

P.(S; = 2|51 = y) =P, (S; = 2), Vz e 72

Portanto, segue da definicao (8) que E,[f(S;) | S1 =y| = E,[f(S:)] = u(y).

Reunindo os dois casos, mostramos que, para todo vizinho y € I'(x), quer ele pertenca a 9D,
quer pertenca a D, vale

Ef(Sr) [ Si=yl=uly), Vyel(z)

Usando a igualdade acima em (10) concluimos finalmente que

y€el(z)

e consequentemente que v é harmoénica em D.
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4.4. Principio do Maximo para Funcoes Harmonicas Discretas

Teorema 3 (Principio do Maximo). Sejam D C Z* um dominio limitado e v : DUJD — R
uma fungao harmonica em D, isto é, Av(z) = 0, para todo x € D. Entao o maximo de v
em D UQJD ¢ atingido na fronteira 0D. Mais precisamente,

2B, () = ng )

Prova. Como estamos assumindo que D é um dominio limitado, temos que D e D sao
subconjuntos finitos de Z?, e portanto v possui um valor de méximo. Seja

M= 25, )

Suponha que v atinja esse valor maximo em algum ponto g € D, isto é, v(x¢) = M,. Como
v é harmonica em D, podemos afirmar que

W) =7 3 o)

y€T'(zo)
Pela definicao de M, temos
v(y) < M, Vy € T'(xo).
Logo

My=vlw)=; ¥ vl < X M=M,

yEF(wo) yEF(wo)
E claro que se a média de quatro niimeros menores ou iguais a M, é exatamente M, entao
todos estes quatro ntimeros sao todos iguais a M,. Portanto,

v(y) = M,, Vy € T'(z).

Se algum ponto em I'(xg) estiver em 9D o teorema estd provado. Caso contrario, como
D é conexo e 0D # @, a construgao apresentada na prova do Teorema 2 garante a existéncia
de um caminho simples v = (z¢,x1,...,2,) em D U 9D ligando zy a algum z, € 0D e
satisfazendo {zg,z1,...,2,-1} C D.

Como x; € I'(xg) e x; € D, segue do argumento apresentado acima que v(z;) = M,.
Repetindo o argumento acima para x1, concluimos que v(z3) = M,. De modo geral, aplicando
indutivamente o argumento acima, concluimos que v(z,) = M, e como x,, € D o teorema
estd demonstrado. [ |

Corolério 4 (Principio do Minimo). Sejam D C Z? um dominio limitado e v : DUJD — R
uma fungao harménica em D, isto é, Av(z) = 0, para todo z € D. Entdo o minimo de v em
D U 0D é atingido na fronteira 0. Mais precisamente,

2B, 0(@) = min v(w).

Prova. Como v é harmonica em D, a fun¢do —v também ¢é harmoénica em D, pois
A(—v)(x) = —Av(x) = 0 para todo € D. Aplicando o Teorema 3 a func¢ao (—v), obtemos

283500 = pagpl=e(e)

Usando a relac¢ao elementar max(—v) = — min(v), a igualdade acima é equivalente a
— min v(z) = — min v(z),
x€DUOD x€dD

donde segue imediatamente a igualdade desejada. |
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4.5. Unicidade da Solucao do Problema de Dirichlet

Vamos agora mostrar que, uma vez fixado o dado de fronteira f : 9D — R, o problema de
Dirichlet discreto nao pode admitir duas solugdes distintas. O argumento é uma aplicacao
direta do Principio do Maximo.

Teorema 5 (Unicidade). Sejam D C Z? um dominio limitado e f : D — R uma funcio
qualquer. Se uq,us : DU JD — R sao duas solu¢oes do problema de Dirichlet com dado de
fronteira f, isto é, se para cada i € {1,2} temos

{Aul(x) =0, ze€D,
ui(x) = f(x), x€0D,
entao
ur(x) = ug(x), Vo € DUOD.
Prova. Defina w: DUJD — R por
w(z) = ug () — ug(x).
Primeiro observamos que w se anula na fronteira. De fato, para todo x € 9D, temos

w(w) =i (x) — ug(x) = f(x) = f(x) = 0.

Além disso, w é harmonica em D. Para verificar esta afirmacao, fixemos x € D. Como
uy € up sao harmoénicas em D, segue da propriedade da média que

yel'(z)
Subtraindo as duas igualdades acima, obtemos

1 1 1
w(x) = ui(z) — us(z) = 1 Z ui(y) — 1 Z us(y) = 1 Z w(y).
y€el'(z) yel'(x) yel'(x)
Portanto, Aw(z) = 0, para todo z € D, isto é, w é harmonica em D.
Como D ¢ limitado, podemos aplicar o Principio do Maximo a fun¢do w. Assim,

max w(x) = maxw(z) = 0.
2EDUID 2€dD

Consequentemente,
w(z) <0, Ve € DUOD.

Aplicando agora o mesmo argumento a fun¢do —w, que também é harmonica em D e
também se anula em 9D, obtemos
55 (0 @) = (-l = O
Logo,
—w(z) <0, VxeDUID, = w(z) 20, Yre DUID.

Das duas desigualdades acima concluimos que
w(x) =0, Ve e DUOID.
Portanto, segue diretamente da definicao de w que
ur(z) = us(z), Ve e DUOD,

e a unicidade da solugao do problema de Dirichlet estd demonstrada. [
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4.6. Teorema Principal

Agora podemos reunir, em um uUnico enunciado, as conclusdes obtidas nas subsecOes
anteriores. O resultado abaixo é o ponto central destas notas: ele afirma que a solucio
do problema de Dirichlet discreto existe, é inica e pode ser representada como a esperanga
do valor observado pelo passeio aleatorio no primeiro instante em que ele toca a fronteira.

Teorema 6 (Teorema Principal). Sejam D C Z? um dominio limitado e f : 9D — R uma
fungdo qualquer. Para cada x € D U 9D, considere o passeio aleatério simples {S,,}n>0
iniciando em x, e defina
T=inf{n >0: S, € 0D}.
Entao
P.(1r < 0) =1, Ve e DUOID.

Além disso, a fungao v : D U 0D — R definida por
u(r) =E,[f(S;)], weDuUD,

é a unica solugao do problema de Dirichlet discreto com dado de fronteira f, isto é, a funcao
u definida acima é a tnica funcao satisfazendo

Au(z) =0, x€D,
u(z) = f(x), x€dD.

Equivalentemente, esta solugao é a tnica funcao u : D U 0D — R tal que

u(z) = E > u(y), x €D, e u(z) = f(x), x € 0D.

yel(z)

Prova. A demonstracao deste teorema ja foi construida nas etapas anteriores, e vamos
apenas organizar aqui como cada parte se encaixa. A finitude quase certa de 7 foi
demonstrada no Teorema 2. Em particular, para todo x € D U 0D, o passeio aleatério
atinge a fronteira em tempo finito com probabilidade igual a 1, com respeito a P,.

Como observado acima, D limitado implica que a fronteira 0D ¢ finita e, portanto, a
funcdo f : 0D — R é limitada. Com a convencao introduzida na Secdo 4.1, a variavel
aleatéria f(S;) estd bem-definida e a expressao

ulx) = E,[f(S,)

define uma func¢ao v : DU JD — R, como foi apresentado na Secao 4.1.
Resta identificar esta funcdo como solucdo do problema de Dirichlet. A condi¢ao de
fronteira foi verificada na Secao 4.2; mais precisamente, a igualdade (9) mostra que

u(z) = f(x), Vo € 0D.

Por outro lado, o célculo do Laplaciano foi feito na Secao 4.3. A igualdade (12) mostra que,
para todo x € D,

yel(z)
e portanto Au(z) = 0, para todo x € D. Assim, a fun¢io u(x) = E,[f(S;)] é uma solugdo
do problema de Dirichlet discreto.
Finalmente, a unicidade desta solugao é exatamente o conteiido do Teorema 5, cuja prova
usa o Principio do Maximo demonstrado no Teorema 3. Portanto, a solucao existe, é tinica
e ¢ dada pela representacao probabilistica acima. [ |
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4.7. Aplicagcao: Probabilidade de Escape por uma Dada Regiao

Vamos agora considerar uma aplicagao direta do Teorema 6. Fixe um subconjunto A C 9D.
Queremos descrever, para cada ponto x € D, a probabilidade de que o passeio aleatério,
partindo de z, faga seu primeiro contato com a fronteira em algum ponto de A.

Para isto, considere a func¢ao f4 : 9D — R definida por

1, yeA,

faly) = 1aly) = {O yeAD\ A,

Em outras palavras, f4 atribui valor 1 aos pontos da parte escolhida da fronteira e valor 0
aos demais pontos de 0D.

Proposigao 7 (Probabilidade de escape por A). Sejam D C Z? um dominio limitado e
A C0OD. Defina hy : DUOD — R por

ha(x) =P.(S; € A), xr € DUID.
Entao h4 é a tnica solugao do problema de Dirichlet discreto

AhA(ZL‘) =0, z€D,
ha(z) =1, x€ A,
ha(x) =0, x€0D\ A.

Prova. Pelo Teorema 6, a funcao uy : DU 0D — R definida por
ua(r) =E.|fa(S:)],  weDuaD,

é a tnica solugao do problema de Dirichlet discreto com dado de fronteira f4. Como f4 = 14,
temos

ua(r) = B, [14(5,)].

Usando o fato elementar de que a esperanca da funcao indicadora de um evento é igual a
probabilidade deste evento, obtemos

ua(r) = B [14(S,)| = Pu(S, € A) = ha(z), Vo€ DUAD.

Portanto, h4 coincide com a solucao fornecida pelo Teorema 6.
Em particular, para = € D, a funcao h4 é harmonica, isto é,

AhA<I) =0.

Ja na fronteira, se © € A, entdao 7 =0 e S; = x € A, quase certamente; logo ha(x) = 1. Por
outro lado, se x € 9D\ A, entdo novamente 7 = 0, mas agora S, = x ¢ A, quase certamente;
logo ha(z) = 0. Assim, hy satisfaz exatamente o problema de Dirichlet enunciado acima, e
sua unicidade segue da unicidade no Teorema 6. [ |

Portanto, a solucdo do problema de Dirichlet com dado de fronteira igual a 1 em A e
igual a 0 em 9D \ A possui uma interpretagido probabilistica simples: para € D, ela é a
probabilidade de que o passeio aleatorio iniciado em x escape de D pela parte A da fronteira.
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4.8. O Principio Local-Global das Fungoes Harmoénicas Discretas

Antes de apresentarmos uma segunda demonstragao da validade da férmula de representacao
probabilistica, vale a pena isolarmos a ideia central que conecta fung¢oes harmonicas discretas
e passeios aleatorios. Esta ideia, embora elementar, é a chave conceitual de tudo o que fizemos
até aqui.

Uma funcao harmoénica discreta v em D satisfaz, em cada ponto x € D, a propriedade

da média
U(Qf) =7 Z 'Lb(y),
y€el'(z)

isto é, o valor de u em z é a média aritmética dos valores de u nos quatro vizinhos de x.
Por outro lado, o passeio aleatério simples partindo de x escolhe, em seu primeiro passo,
um destes quatro vizinhos com probabilidade 1/4. Portanto, a igualdade acima pode ser
reescrita como

u(z) =E, [u(Sl)},

onde a esperanca ¢ tomada com respeito a medida de probabilidade P,.

Esta coincidéncia é o ponto de contato entre as duas teorias. A propriedade da média,
que é uma condicao deterministica de equilibrio local, é também a afirmacao de que o valor
de u no ponto de partida do passeio coincide com o valor esperado de u apds um passo.
Em outras palavras, em média, a funcao harmoénica ndo muda quando avaliada ao longo do
passeio aleatorio.

Esta simples observagao sugere que, enquanto o passeio aleatorio nao atinge a fronteira,
o processo estocastico {u(S,)}nso deve preservar, em algum sentido a ser precisado, o seu
valor médio. E exatamente isto que acontece: este processo é um martingal. Exploraremos
esta perspectiva na proxima subsecao, onde obteremos uma segunda demonstracao da
representacao probabilistica u(z) = E,[f(S;)] baseada nesta propriedade. A ideia geral é a
seguinte: o passeio aleatorio transporta a informacao prescrita na fronteira para o interior
do dominio tomando médias sucessivas, e a fun¢gdo harmonica é precisamente o objeto que
registra o resultado deste transporte.

4.9. Uma Segunda Demonstracao via Martingais

Nesta subsecao apresentamos uma segunda demonstracao da representacao probabilistica
u(z) =E, {f(ST)}, x €D,

para o problema de Dirichlet, baseada na nocao de martingal. Para o leitor interessado em
uma exposicao detalhada sobre martingais e o Teorema da Parada Opcional, recomendamos
as referéncias [1] e [3]. A referéncia [4] também trata destes assuntos, mas no contexto
especifico de passeios aleatorios e fungoes harmonicas.

A vantagem desta abordagem é que ela torna transparente o mecanismo por tras da
formula: uma funcao harmoénica preserva, em média, seu valor ao longo do passeio aleatorio;
assim, o valor da solu¢gdo em um ponto interior é obtido tomando a média dos valores
prescritos na fronteira no instante em que o passeio a atinge.

Comegamos recordando a definigdo. Seja (F,),>0 a filtragdo natural gerada pelo passeio
aleatério, isto é, F,, = (S, S1, ..., Sy) € a o-dlgebra gerada por Sy, Si, . ..,S,. Dizemos que
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uma sequéncia (M, ),>o de varidveis aleatérias é um martingal com respeito a esta filtracao
se, para todo n > 0,

E“Mnu < 00 e E[MnH | ]—"n} = M, quase certamente.

A segunda condigao expressa precisamente a ideia de que, em média condicional, o processo
nao tem tendéncia nem a crescer nem a decrescer.

Suponha agora que v : DUJD — R é uma func¢ao harmdnica em D e considere o processo
(M,,)n>0 definido por
Mn = U(Sn/\T>> n > 07

onde n A7 = min{n, 7} e 7 é o tempo de parada definido na Se¢do 4.1. Em palavras, M, é
o valor de u avaliado na posi¢ao do passeio aleatério, congelado a partir do instante em que
o passeio atinge a fronteira.

Proposigao 8. Se u ¢ harmonica em D, entao (M,,),>o ¢ um martingal limitado com respeito
a filtragao natural (F,),>o.

Prova. Como D U 9D ¢ finito e u é uma funcao real definida neste conjunto, u é
automaticamente limitada. Consequentemente,

< >
Mal < max u(y)l,  ¥n >0,

e em particular E[|M,|] < co para todo n > 0.

Para verificar a propriedade martingal, vamos fixar n > 0. Como 7 é um tempo de
parada, os eventos {T < n} e {r > n} pertencem a F,,. No evento {7 < n}, o processo ji
foi congelado na fronteira e, portanto,

Mn+1 = U(S(n+1)AT) = U’(ST) = U(Sn/\'r) = M,.

No evento {7 > n}, temos S, € D, n AT =ne (n+1)A7=n+1 Logo M, = u(S,) e
M, 11 = u(Sp41). Usando que {7 > n} é F,-mensuravel, obtemos

B[ M1 | Fo] = Tireny M + Lirsny E[u(Sni1) | Fo)-

Além disso, no evento {7 > n}, a Propriedade de Markov e a harmonicidade de u dao

1
]1{T>Tl} E{u<5n+l) | fn} = ]1{7'>n} Z Z U(y) = ]1{T>n} u(Sn) = ]1{7'>TL} Mn

Substituindo esta igualdade na expressao anterior, concluimos que
B[ M1 | Fo = My, Y0 >0,

o que encerra a demonstracao. |

Como o martingal (M, ),>0 ¢ limitado e o tempo de parada 7 ¢é finito quase certamente
pelo Teorema 2, podemos aplicar o Teorema da Parada Opcional (enunciado no
Secao A.2), que afirma que, sob estas condigdes,
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Como My = u(Sp) = u(x) quase certamente e, por definicao, S, € 9D, temos M, = u(S;).
Portanto, se u coincide com f na fronteira, isto é, se u(y) = f(y) para todo y € 9D, entao

Esta igualdade fornece uma segunda demonstracao da representacao probabilistica da
solugdo do problema de Dirichlet. Mais do que isso, ela mostra que qualquer funcao
harménica em D que assuma o dado de fronteira f em 0D deve necessariamente coincidir
com a expressao E,[f(S;)]. Em particular, este argumento oferece uma rota alternativa para
a demonstracao da unicidade estabelecida no Teorema 5: se u; e uy sao duas solugoes do
problema de Dirichlet com o mesmo dado de fronteira f, entdo ambas devem coincidir com
E.[f(S;)] e, portanto, u; = us em D U OD.

5. Método de Monte Carlo

5.1. O Algoritmo de Monte Carlo

O Teorema 6 transforma o problema de calcular a solu¢ao de um sistema deterministico em
um problema de calcular uma esperanca. Mais precisamente, para cada ponto x € D UdD,
sabemos que

u(e) = E,[f(S,)].

Assim, se conseguirmos gerar muitas trajetérias independentes do passeio aleatorio iniciando
em x, podemos observar em que ponto da fronteira cada trajetéria termina, aplicar a funcao
f a esse ponto, e tomar a média dos valores obtidos.

Esta é exatamente a ideia do Método de Monte Carlo. Ele substitui uma quantidade
tedrica, neste caso a esperanca E,[f(S,)], por uma média amostral calculada a partir de
experimentos independentes. A vantagem computacional é que cada trajetéria pode ser
simulada separadamente das demais; portanto, para um dominio grande, o procedimento ¢é
simples de implementar e pode ser paralelizado de maneira direta.

Vamos descrever o algoritmo com precisao. Fixe x € D e escolha um inteiro N > 1.
Considere N passeios aleatérios independentes

{5 @)}z {82 (@)}nz0, -5 {8 (@)} a0,
todos iniciando em z e todos com a mesma lei do passeio aleatério simples sob P,. Para
cada j € {1,..., N}, defina o primeiro instante em que o j-ésimo passeio toca a fronteira

por A
7, =inf{n >0: SV (z) € dD}.

Em seguida, registre o valor de f no ponto de contato com a fronteira:
Y; = f(S9()).

O estimador de Monte Carlo para u(z) é definido como a média amostral



Como os passeios aleatérios foram escolhidos de maneira independente e com a mesma
distribuicao, as variaveis aleatérias Y7, ..., Yy sao independentes e identicamente distribu-
idas. Além disso, cada Y possui a mesma distribui¢do da variavel aleatéria f(S;) sob P,.
Portanto,

B[] = Eo[f(S,)] =u(s),  je€{l,....N}
Logo, uy(x) é a média de N varidveis aleatérias iid com média u(x). Pela Lei Forte dos
Grandes Numeros, segue que

1 N
N Z Y; — E[Y1] = u(x), quase certamente, quando N — oo. (14)

Em outras palavras,
N
Z (S(J ) — E, { f (ST)}, quase certamente.

Assim, para cada ponto fixado = € D, o algoritmo de Monte Carlo converge para o valor da
solugao do problema de Dirichlet neste ponto.

5.2. Estimativa de Erro via Chebyshev

A convergéncia quase certa obtida em (14) garante que uy(x) se aproxima de u(x) quando
N cresce. Entretanto, do ponto de vista computacional, também queremos uma estimativa
quantitativa: dado um numero finito de simulacoes, qual é a probabilidade de que o erro
cometido seja maior do que uma tolerancia prescrita?

Nesta subsecao vamos obter uma resposta simples usando a desigualdade de Chebyshev.
Como D é limitado, a fronteira 0D ¢é finita pelo argumento anterior. Portanto, a funcao
f 0D — R é limitada. Fixemos uma constante C' > 0 tal que

fyl<C,  VyeaD.
Como Sg) € 0D, para todo j € {1,..., N}, temos
Vil = |F(59 ()| < C.
Consequentemente,
VI<C? = E[Y}]<C
Como Var(Y;) = E[Y}] — (E[Y]])?, concluimos que
Var(V;) <E[Y?] < C?  je{l,...,N}.

Agora vamos calcular a varidncia do estimador uy(x). Usando a definigdo (13) e a
independéncia das variaveis Y7,..., Yy, obtemos

Var(uy(z)) = Var ( ZY) N2 Z\/ar

Como as variaveis Y7, ..., Yy possuem a mesma distribuicao,
1 Var(Y;)  C?
Var(uy(x)) = N2 N Var(V7) = N < N
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Além disso,
Eluy(z)] = + S EIY;] = ul0)

isto é, uy(x) é um estimador nao-viesado de u(z).
Lembramos agora a desigualdade de Chebyshev: se Z é uma varidavel aleatoria com
variancia finita, entao para todo € > 0,

Var(Z)

P(1Z-ElZ)| >¢) < —

Aplicando esta desigualdade a variavel aleatoria Z = uy(z), e usando que E[uy(z)] = u(x),
obtemos
Var(uy(z)) < C?

g2 = ONe2’

P(|uN(x) —u(z)| > 5) <
Em resumo, para todo € > 0 e todo N > 1,
2

P(Jux(z) — u(z)| > €) < ]\% (15)

Esta desigualdade mostra que, se queremos garantir que a probabilidade de o erro ser
maior do que ¢ seja no maximo ¢, basta escolher N de modo que
C? C?

—— <0, isto é, N> —.
Ne2 = ~Se?

Ela também explica a taxa tipica de convergéncia do método. De fato, como

C
\/ Var(uy(x)) < ﬁ,

o tamanho natural das flutuacoes de uy () em torno de u(x) é da ordem de N~/2. Portanto,
para reduzir o erro tipico pela metade, é necessario quadruplicar o nimero de simulacoes
independentes.

5.3. Caso Bernoulli: Fronteira Vermelha e Azul

Vamos agora especializar o esquema de Monte Carlo ao caso em que o dado de fronteira é a
funcao indicadora de um subconjunto A C 90D. Esta ¢é precisamente a situacao considerada
na Proposi¢do 7 e, como veremos a seguir, ela possui uma interpretacao probabilistica
particularmente simples e intuitiva.

Suponha entao que f: 9D — R é dada por

f:]lA7

onde A C 9D é um subconjunto fixado da fronteira. Para facilitar a visualizagao, podemos
imaginar que os pontos de A foram pintados de vermelho e os pontos de 0D\ A foram pintados
de azul. Com esta imagem em mente, o problema de Dirichlet correspondente consiste em
determinar a tnica funcao harmonica em D que assume o valor 1 na parte vermelha da
fronteira e o valor 0 na parte azul.
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Figura 10: Caso Bernoulli: A C 9D em vermelho e 9D\ A em azul.
Trés trajetérias de passeios aleatorios partindo de x terminando em

Aouem 0D \ A.

Neste caso, as variaveis aleatorias Y7, ..., Yy introduzidas na Secao 5.1 assumem a forma
Y= f(S89() =14(S9(x)),  jef1l,....N}.

Cada uma dessas variaveis tem distribuigao de Bernoulli: vale 1 se o j-ésimo passeio aleatério
faz seu primeiro contato com a fronteira em um ponto pintado de vermelho, e vale 0 em caso
contrario. Em simbolos,

1, seSY(x) € A,
"o, se SW(x) € OD \ A.

Portanto, o estimador de Monte Carlo definido em (13) reduz-se a
! ZN )
_ j

que ¢é simplesmente a proporcao dos passeios, entre os N simulados, que escapam de D pela
parte vermelha da fronteira.

Pela Lei Forte dos Grandes Numeros, ver (14), esta proporgao converge quase certamente,
quando N — oo, para

u(z) = By [14(S,)] =Pu(S- € 4),  z€D.

Mas, pela Proposigao 7, a fungdo ha(z) = P.(S, € A) é a tnica solu¢do do problema de
Dirichlet discreto com dado de fronteira igual a 1 em A e igual a 0 em 0D \ A. Concluimos,
portanto, que o algoritmo probabilistico descrito acima calcula numericamente a solucao do
problema deterministico
Au(z) =0, xz€D,
1, x € A,
u(z) =0, xe€dD)\A.
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Vale a pena destacar o aspecto conceitualmente interessante desta especializacao. Para
estimar a probabilidade de que um passeio aleatorio, partindo de x € D, saia de D pela parte
vermelha A da fronteira, ndo precisamos resolver explicitamente nenhum sistema linear.
Basta simular, de forma independente, um nimero grande de passeios aleatorios partindo
de x e contar quantos deles terminam em um ponto vermelho. A proporcao obtida é uma
aproximacao da solu¢ao do problema de Dirichlet correspondente, e a estimativa de erro
obtida na Secao 5.2 continua valida neste caso, com a constante C' igual a 1, visto que
|f] <1em 0D.

6. Conclusao

Nestas notas estudamos o problema de Dirichlet discreto: dado um dominio limitado D C Z?
e uma fungao f: 0D — R, determinar a existéncia e a unicidade de uma fungdo harmonica
em D que assume os valores prescritos por f na fronteira dD.

A construgao da solugao baseia-se em trés ingredientes. O primeiro é o passeio aleatério
simples {S,,},>0 em Z? cujos incrementos iid e uniformemente distribuidos em {#+e;, +es}
fazem com que ele possua uma propriedade muito importante que é a chamada Propriedade
de Markov. O segundo ingrediente é o tempo de parada 7, definido como o primeiro instante
em que o passeio aleatorio atinge dD. Vimos que Teorema 2 garante que quando D é um
dominio limitado entao este tempo de parada é finito quase certamente, para qualquer que
seja o ponto de partida x € D UJD. O terceiro ingrediente é a representagao probabilistica
da solugao do problema de Dirichlet, isto é,

u(z) = E, [f(ST)}, r € DUID,

cujas propriedades examinamos em detalhe.

Verificamos cuidadosamente que u é a solugao tnica do problema de Dirichlet em duas
etapas. Na Secao 4.2 mostramos que u satisfaz a condigao de fronteira, consequéncia imediata
do fato de que 7 = 0 quase certamente quando o passeio parte de um ponto de dD. Na
Secao 4.3, condicionando ao primeiro passo do passeio e usando a Propriedade de Markov,
concluimos que u ¢ harmoénica em D. A unicidade foi estabelecida na Se¢ao 4.5 mediante
o Principio do Maximo para fun¢des harmonicas discretas, demonstrado no Teorema 3.
Apresentamos também uma segunda demonstracao da formula de representacao, baseada na
estrutura de martingal associada a fungdes harmonicas e no Teorema da Parada Opcional,
na Secao 4.9.

Do ponto de vista computacional, a representagao probabilistica u(z) = E,[f(S;)] sugere
um algoritmo de Monte Carlo natural. Simulam-se N passeios aleatérios independentes
partindo de z, registram-se os valores f (Sg)(z:)) na fronteira e toma-se a média amostral

- ¥ 1Y)

Pela Lei Forte dos Grandes Numeros, uy(x) converge quase certamente para u(z) quando
N — oo. Pela desigualdade de Chebyshev, ver (15), a probabilidade de que o erro exceda
uma tolerancia € > 0 é controlada por C?/(Ne?), onde C' é uma cota para |f| na fronteira.
Em particular, o tamanho tipico das flutuagoes de uy(x) em torno de u(z) é da ordem de
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N2 de modo que reduzir o erro tipico pela metade requer quadruplicar o nimero de
simulagoes independentes.

Por fim, observamos que esta discussao ¢ um exemplo elementar de um paradigma mais
geral: o uso de processos estocasticos para estudar objetos deterministicos. No caso continuo,
o Movimento Browniano desempenha papel andlogo ao do passeio aleatério simples, e a
representagao u(x) = E,[f(S;)] corresponde a uma férmula cldssica que expressa a solugao
do problema de Dirichlet continuo como a esperanca de f avaliada no ponto de saida do
Movimento Browniano. O livro de Lawler [4] apresenta uma ponte elegante entre estes dois
mundos, tratando tanto do caso discreto quanto do continuo em uma mesma perspectiva
probabilistica. A mesma ideia reaparece, em contextos mais sofisticados, em areas como
teoria do potencial, sistemas dinamicos, modelos generativos baseados em difusdao e métodos
de Monte Carlo para equacoes diferenciais parciais. O caso discreto aqui estudado, embora
elementar, contém em esséncia a ideia de que aleatoriedade e equilibrio deterministico estao
intimamente relacionados.

A. Apéndice

A.1. Mensurabilidade do Tempo de Primeiro Contato

Proposicao 9. Seja (F,).>0 a filtracao natural gerada pelo passeio aleatério, isto é, F,, =
o(So, 51, ..,S,). Entao o primeiro instante de contato com a fronteira, definido por

r=inf{n >0: S, € 0D},
¢ um tempo de parada com respeito a (F,)n>0-

Prova. Como 9D é um subconjunto finito de Z? (veja a prova do Teorema 2), para cada
n > 0 podemos escrever o evento {7' < n} como uma uniao finita

(r<n)= O{skeap}: Lnj U {Sk =y}

k=0 k=0y€dD

Para cada k < n e caday € 9D, o evento {Sy, = y} pertence a o(Sy, ..., Sk) C F,. Portanto,
{7 < n} é uma unido finita de eventos em F,,, e consequentemente {7 < n} € F, para todo

n = 0.
Concluimos que 7 é um tempo de parada com respeito a filtracdo natural do passeio
aleatério e, em particular, uma varidvel aleatéria tomando valores em {0, 1,2,...} U {400}.
|

A.2. Teorema da Parada Opcional

Para comodidade do leitor, enunciamos abaixo uma versao do Teorema da Parada Opcional
suficiente para o contexto destas notas. Demonstragoes podem ser encontradas em [1] e [3].

Teorema 10 (Teorema da Parada Opcional). Seja (M,),>o um martingal com respeito a
uma filtragao (F,)n>0 € seja 7 um tempo de parada com respeito a essa mesma filtragao. Se
(M,)n>0 € limitado e P(7 < oc0) = 1, entédo
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