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Resumo

Nestas notas mostramos uma conexão elementar, mas bastante profunda, entre
passeios aleatórios simples e o problema de Dirichlet discreto (em Zd){

∆u(x) = 0, x ∈ D,

u(x) = f(x), x ∈ ∂D.

Mais precisamente, mostramos que a função u : D ∪ ∂D → R dada por

D ∋ x 7−→ Ex[f(Sτ )],

onde τ é o primeiro instante de contato do passeio aleatório {Sn}n⩾0 com a fronteira
do domínio D, é a única solução do problema de Dirichlet.

Em seguida, usando a Lei Forte dos Grandes Números, construímos um algoritmo
de Monte Carlo bastante simples, baseado na convergência da sequência

1
N

N∑
j=1

f(S(j)
τj

(x)) N→∞−−−−−→ Ex[f(Sτ )],

que fornece aproximações numéricas para a solução do problema de Dirichlet discreto.
Mostramos também como a Desigualdade de Chebyshev pode ser usada neste caso
para exibir uma estimativa da taxa de convergência deste esquema de aproximação
numérica.

Este é um texto de caráter expositivo cujo principal objetivo é apresentar, de forma
didática, clara, rigorosa e em língua portuguesa, essa bela conexão entre os passeios
aleatórios e o problema de Dirichlet discreto, utilizando apenas ferramentas elementares
de Probabilidade. Ressaltamos que o texto não possui conteúdo original ou inovador e
é baseado em resultados clássicos bem-conhecidos na literatura.
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1. Introdução
Uma das ideias mais influentes do aprendizado de máquina recente pode ser formulada de
maneira surpreendentemente simples. É fácil transformar uma imagem em ruído; o problema
difícil é fazer o caminho de volta. De fato, se pegarmos uma imagem digital e, pouco a pouco,
adicionarmos pequenas perturbações aleatórias aos seus pixels, chegamos rapidamente a uma
figura que aparentemente não possui nenhuma estrutura. Os modelos generativos baseados
em processos de difusão tentam aprender como funciona o procedimento inverso: começar
de uma figura que parece apenas ruído puro e remover esse ruído em etapas, usando médias
e métodos probabilísticos, até obter uma nova amostra que se pareça com os dados de
treinamento. Em essência, trata-se de usar aleatoriedade e médias para recuperar estrutura.
É exatamente esse princípio, em sua forma mais elementar, o objeto destas notas.

Um trabalho seminal nessa direção é o artigo [5], intitulado Score-Based Generative
Modeling through Stochastic Differential Equations. A contribuição central desse artigo é
descrever tanto o processo de adicionar ruído quanto o processo de removê-lo usando certos
processos de difusão relacionados por uma reversão temporal e ligados a soluções de equações
diferenciais estocásticas (EDE). Neste contexto, uma imagem é tratada como um ponto em
um espaço euclidiano de dimensão muito alta: o processo direto é uma difusão que adiciona
ruído gradualmente, enquanto o processo reverso é outra difusão, governada por informação
estatística aprendida a partir de muitas imagens, que remove o ruído e produz assim uma
“reconstrução”.

 

  

Forward SDE (data → noise) 

Reverse SDE (noise → data) 

score function

Figura 1: Esquema de um modelo generativo baseado em processos
de difusão. No sentido direto (Forward SDE), uma EDE transforma
gradualmente uma imagem em ruído; no sentido reverso (Reverse
SDE), uma segunda EDE remove o ruído e produz uma nova
amostra com aparência de dado real. Ambos os sentidos são,
portanto, difusões. Figura reproduzida do artigo [5].
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Enfatizamos que, para acompanhar estas notas, não é necessário compreender as fórmulas
exibidas na figura, nem o que são redes neurais, Cálculo de Itô ou Equações Diferenciais
Estocásticas. Mencionamos esse exemplo apenas para apresentar ao leitor um caso muito
interessante e contemporâneo de aplicação de processos de difusão. Nosso objetivo é estudar
um processo difusivo muito simples, o passeio aleatório simétrico, e mostrar como obter a
partir dele solução de problemas determinísticos.

Antes de apresentarmos o arcabouço discreto vamos mencionar alguns outros processos
de difusão que estão mais intimamente ligados a problema de geração de imagens que
descrevemos acima. O arquétipo de todo processo de difusão é o Movimento Browniano
(MB), veja as referências [1, 2]. Intuitivamente, o MB descreve a posição de uma partícula
que se move ao acaso, em qualquer direção e sem memória do passado, no espaço contínuo
Rd.

Existe uma teoria sofisticada envolvendo o conceito de gerador infinitesimal, Cálculo de
Itô e Equações Diferenciais Estocásticas que torna precisa a relação entre esse movimento
aleatório e certas equações determinísticas. Essa teoria é bela e poderosa, mas não é
necessária para acompanhar estas notas. Há dois fatos provados nesta teoria e que queremos
mencionar a título de motivação. O primeiro, considere uma partícula realizando um
Movimento Browniano que começa sua trajetória em um ponto x ∈ Rd e denote por Bt

a sua posição no tempo t. Seja φ : Rd → R uma função que associa a cada posição da
partícula um número real, isto é, uma quantidade observável que depende apenas de onde
a partícula se encontra. Para cada tempo t ⩾ 0 considere o valor médio deste observável,
calculado sobre todas as trajetórias que partem de x,

u(t, x) = Ex[φ(Bt)],

onde a notação Ex indica que estamos tomando a média sobre os Movimentos Brownianos
iniciados em x. Escolhendo a escala de tempo do Movimento Browniano de forma conve-
niente, e tomando φ suficientemente regular, é possível mostrar que essa média satisfaz a
equação do calor, com condição inicial u(0, x) = φ(x),

∂tu = ∆u.

A escolha da escala serve apenas para fixar uma constante: na convenção mais usual o lado
direito da equação seria 1

2∆u, e em outras convenções apareceria c ∆u, com c > 0. O ponto
importante não é o valor dessa constante, mas o aparecimento do Laplaciano. Esta relação
mostra que ele governa tanto a difusão determinística do calor quanto a evolução dessas
médias calculadas sobre a trajetórias do Movimento Browniano.

Vamos falar agora de outro exemplo. Vamos pensar no processo da difusão do calor ao
longo de uma superfície D, onde são mantidos fixos os valores da temperatura na fronteira
de D. 

∂tu(t, x) = ∆xu(t, x), t > 0 e x ∈ D,

u(0, x) = u0(x), x ∈ D;

u(t, x) = f(x) t > 0 e x ∈ ∂D.

Aqui u0 representa a distribuição inicial de temperatura no interior de D e f o valor, fixo no
tempo, mantido na fronteira. Não há nenhuma exigência de que u0 e f coincidam nos pontos
da fronteira; se elas diferem, o sistema simplesmente parte de uma configuração inicial em
desacordo com a fronteira e se ajusta ao longo do processo.
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Com o passar do tempo, a distribuição de temperatura no interior se acomoda e o sistema
tende a um estado de equilíbrio, um estado que já não depende do tempo. Sob condições
adequadas, é natural esperar que esse equilíbrio também não dependa da distribuição
inicial u0. Ou seja, qualquer que seja o estado inicial, o sistema tende para uma mesma
configuração final, determinada apenas pelos valores f mantidos fixo na fronteira. Para uma
tal configuração de equilíbrio temos ∂tu = 0, e a equação do calor se reduz a

∆u = 0,

ou seja, à equação das funções harmônicas. Em outras palavras: sob condições de contorno
apropriadas, o estado estacionário de uma difusão é descrito por uma função harmônica.

Resta entender em que sentido esse equilíbrio determinístico também é, ele próprio, uma
média sobre o Movimento Browniano. No primeiro exemplo a média u(t, x) = Ex[φ(Bt)]
era tomada fotografando a partícula em um tempo t fixo. Para o estado estacionário a
média muda de natureza: em vez de olhar a partícula em um instante prescrito, “soltamos”
o Movimento Browniano a partir de x e esperamos até que ele toque a fronteira de D pela
primeira vez, registrando ali o valor prescrito na fronteira. A média desse valor, sobre todas
as trajetórias partindo de x, é precisamente a função harmônica que resolve o problema de
equilíbrio. Reencontramos aqui, agora na sua forma estacionária, a mesma ponte que já
havia aparecido na equação do calor: de um lado a aleatoriedade do processo de difusão,
do outro a rigidez determinística de uma equação diferencial parcial. Essas duas relações
ilustram claramente como é possível usar a aleatoriedade de maneira natural em problemas
determinísticos.

Os dois exemplos clássicos discutidos acima, a equação do calor e o problema de Dirichlet,
podem ser vistos como versões simplificadas do princípio que move os modelos generativos.
Em todos esses casos, a estrutura é a mesma: de um lado, um processo aleatório que evolui
por incrementos independentes; do outro, uma equação determinística que governa as médias
associadas a esse processo. Nos modelos generativos, essa correspondência aparece revestida
de Cálculo Estocástico de Itô, reversão temporal e informação estatística aprendida em
dimensões altíssimas. Nos exemplos clássicos que acabamos de descrever, ela já aparece
em dimensão baixa e sem necessidade de aprendizado estatístico: apenas o Movimento
Browniano e as equações diferenciais parciais clássicas. Nestas notas, vamos despir essa
correspondência de mais um elemento: a continuidade do espaço. No lugar do Movimento
Browniano em Rd, consideraremos passeios aleatórios simples no reticulado Zd

Z

Z2
Z3

Figura 2: Os reticulados inteiros unidimensional, bidimensional e
tridimensional. Cada ponto representa um vetor de coordenadas
inteiras; no caso d = 1 vemos a reta discreta, em d = 2 uma grade
infinita e em d = 3 uma rede cristalina infinita.
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Ao invés do Laplaciano contínuo e das equações diferenciais parciais, trabalharemos com o
Laplaciano discreto e com argumentos puramente elementares de Probabilidade. O resultado
é a forma mais transparente possível dessa ponte entre aleatoriedade e determinismo e pode
ser uma porta de entrada para o leitor interessado nas aplicações mais contemporâneas,
relacionadas à Inteligência Artificial e à Teoria de Probabilidade.

Antes de voltar nossas atenções para o caso discreto, vamos fazer um último comentário
sobre abordagem probabilística do problema de Dirichlet associado à equação diferencial
∆u = 0, com condições de contorno dadas por f . Este problema, sob hipóteses adequadas,
admite solução dada pela média Ex[f(Bτ )], onde Bt é um Movimento Browniano e τ é o
instante em que ele toca a fronteira do domínio.

Nosso objetivo é reproduzir este resultado no contexto discreto. Mais precisamente,
no contexto de funções definidas no reticulado inteiro d-dimensional Zd. Neste contexto,
podemos estudar o análogo do problema de Dirichlet, sem toda a maquinaria de Cálculo Es-
tocástico de Itô e Equações Diferenciais Estocásticas, usando apenas resultados elementares
da Teoria de Probabilidade.

Veremos que toda a estrutura descrita acima sobrevive à discretização: o problema de
Dirichlet discreto também admite solução única, e essa solução também se escreve como a
média u(x) = Ex[f(Sτ )] do valor de f no ponto em que o passeio toca a fronteira. É notável
que, nesse cenário, as demonstrações não exijam nada além de probabilidade elementar
(variáveis aleatórias, esperança, independência e a Lei Forte dos Grandes Números) e mesmo
assim capturem, com rigor completo, a mesma ideia profunda que, no caso contínuo, requer
uma teoria muito mais elaborada.

O texto está organizado da seguinte forma. A Seção 2 introduz os conceitos geométricos
necessários (distância, vizinhança, caminhos, conexidade, domínios e fronteira) e define o
Laplaciano discreto, estabelecendo sua correspondência com o Laplaciano clássico por meio
do clássico argumento de diferenças finitas.

A Seção 3 define o passeio aleatório simples e simétrico em Z2, o tempo de primeiro
contato com a fronteira e prova que esse tempo é finito quase certamente. A Seção 4
apresenta o resultado central. Nele mostramos que a função x 7−→ u(x) = Ex[f(Sτ )] é a única
solução do problema de Dirichlet discreto. A prova divide-se em três partes: verificação das
condições de contorno; o cálculo do Laplaciano, via condicionamento no primeiro passo, e
unicidade das soluções via o Princípio do Máximo. Por questão de completude e para apontar
outras importantes conexões entre a Teoria de Probabilidade e problemas com condições de
contorno, fornecemos uma prova alternativa dos resultados mencionados acima, mas que é
baseada Teoria de Martingais.

Na Seção 5 construímos um algoritmo de Monte Carlo para calcular numericamente a
solução, usando a Lei Forte dos Grandes Números. Em seguida fornecemos uma estimativa
explícita da taxa de convergência por meio da desigualdade de Chebyshev.

A Seção 6 reúne os resultados apresentados e indica conexões com temas mais avançados.
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2. Conceitos Geométricos e Topológicos no Reticulado
Antes de definir o Laplaciano discreto precisamos introduzir alguns novos conceitos. Para
facilitar a notação e simplificar a discussão vamos focar no caso bidimensional, ou seja, em
Z2 ≡ Z × Z. Para reticulados inteiros de dimensão mais alta Zd, com d ⩾ 3, as definições
apresentadas nesta seção podem ser generalizadas de maneira natural.

Por questão de conveniência vamos considerar a distância entre dois pontos x ≡ (x1, x2) e
y ≡ (y1, y2) do reticulado inteiro bidimensional, como sendo a distância induzida pela norma
“do taxista”, ou seja,

∥x − y∥ ≡ |x1 − y1| + |x2 − y2|.

Ao longo de todo o texto, o símbolo ∥ · ∥ denotará sempre esta norma do taxista (também
conhecida como norma ℓ1), e nunca a norma euclidiana.

(0, 0) (1, 0) (0, 0)

(1, 1)

Figura 3: A distância do taxista em Z2. À esquerda, dois pontos à
distância 1, às vezes, chamados de primeiros vizinhos. Na figura à
direita, temos dois pontos à distância 2.

Fixado x ∈ Z2, vamos denotar por Γ(x) o conjunto de todos os pontos do reticulado Z2

que estão a distância 1 de x, mais precisamente,

Γ(x) ≡ {y ∈ Z2 : ∥x − y∥ = 1}.

x

0

Figura 4: O conjunto Γ(x) dos quatro vizinhos de x na distância do
taxista. Em vermelho estão os pontos y ∈ Z2 tais que ∥x − y∥ = 1.
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Próximo passo é definir a noção de domínio em Z2. Para isto vamos precisar introduzir
a noção de conexidade que por sua vez irá depender da noção de caminhos.

Um caminho simples γ em Z2, unindo um par de pontos distintos x, y ∈ Z2 e orientado
de x para y é simplesmente uma sequência finita de pontos distintos γ ≡ (x0, x1, . . . , xn),
com xi ∈ Z2, satisfazendo as seguintes três condições:

• x0 = x (este ponto x0 é chamado, às vezes, de ponto inicial do caminho γ);
• xn = y (este ponto é chamado de ponto final de γ);
• ∥xi−1 − xi∥ = 1, para todo i ∈ {1, . . . , n}.

Usamos uma n-úpla ordenada, em vez de um simples conjunto, porque a ordem dos pontos é
relevante: ela registra a direção em que o caminho é percorrido. Quando não houver perigo
de confusão, escreveremos também γ para denotar o seu conjunto-suporte {x0, x1, . . . , xn},
de modo que expressões como γ ⊆ D e #γ façam sentido. veja a figura abaixo:

x0 = x

xn= y

Figura 5: Um caminho em Z2 unindo x a y. Cada segmento liga dois
pontos à distância 1 na norma do taxista. Note que os segmentos
desenhados em vermelho não fazem parte da definição de caminho,
eles foram inseridos na figura apenas para ajudar na intuição deste
conceito e também para destacar os pontos que realmente compõem
o caminho γ deste exemplo.

Vamos dizer que um subconjunto D ⊆ Z2 é conexo se para qualquer par de pontos
distintos x, y ∈ D existe um caminho simples γ orientado de x para y tal que γ ⊆ D, isto
é, todos os pontos x0, x1, . . . , xn de γ pertencem ao conjunto D. Vamos também usar as
convenções de que qualquer subconjunto unitário de Z2 é um subconjunto conexo e também
que o conjunto vazio é um conjunto conexo. Esta noção de conexidade guarda algumas
semelhanças com a noção de conexidade por caminhos no espaço euclidiano R2. Entretanto,
um conjunto conexo neste contexto raramente é conjunto conexo por caminhos no sentido
de R2, a menos que o conjunto em questão seja unitário ou vazio.

De agora em diante, chamaremos de domínio em Z2 qualquer subconjunto conexo do
reticulado inteiro bidimensional Z2.
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Um conjunto conexo em Z2

D

Um conjunto desconexo em Z2

V
x

y

Figura 6: Exemplos de subconjuntos conexos e desconexos de Z2.

Dado um subconjunto não-vazio D ⊆ Z2 definimos a fronteira de D como sendo o
conjunto de pontos de Z2 definido da seguinte forma

∂D ≡ {y ∈ Z2 : y /∈ D e ∥y − x∥ = 1 para algum x ∈ D}.

∗
∗

∗

∗

∗

∗

∗

∗

∗

∗

∗

∗

∗

∗

∗

∗

∗

∗

∗
∗D

∂D

Figura 7: A fronteira ∂D de um subconjunto D ⊆ Z2.

Já temos todos os conceitos necessários para apresentar a definição do Laplaciano discreto
bem como o problema de Dirichlet. Como não há perigo de confusão, vamos optar, por
questão de simplicidade, por usar a mesma notação, ∆, empregada no caso contínuo.

Definição 1 (Laplaciano Discreto). Seja D ⊂ Z2 e u : D ∪ ∂D → R uma função arbitrária.
Então definimos para cada ponto x ∈ D o Laplaciano de u, avaliado em x, pela expressão

∆u(x) ≡
∑

y∈Γ(x)

(
u(y) − u(x)

)
. (1)

Observamos que #Γ(x) = 4 e que Γ(x) ⊆ D ∪ ∂D, para todo x ∈ D, mostrando que a
expressão acima está bem-definida para qualquer que seja x ∈ D e também que a soma que
aparece acima tem precisamente 4 parcelas, qualquer que seja x ∈ D. Observamos também
que para esta definição não é necessário exigir que D seja um domínio.
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Antes de prosseguir, apresentamos uma justificativa de por que chamar a expressão que
aparece em (1) de Laplaciano discreto. Para isto vamos recorrer a algumas ideias do Cálculo
Numérico, relembrando como a derivada segunda de uma função suave em R pode ser
aproximada usando as chamadas diferenças finitas.

Seja g : R → R uma função suficientemente suave. As expansões de Taylor de g(x + h)
e g(x − h) em torno de x com um incremento h > 0 são dadas por:

g(x + h) = g(x) + g′(x)h + 1
2g′′(x)h2 + 1

6g′′′(x)h3 + O(h4),

g(x − h) = g(x) − g′(x)h + 1
2g′′(x)h2 − 1

6g′′′(x)h3 + O(h4).

Somando ambas as equações, os termos de ordem ímpar se cancelam, resultando na seguinte
identidade

g(x + h) + g(x − h) = 2g(x) + g′′(x)h2 + O(h4).
Isolando o termo g′′(x), obtemos a aproximação clássica da derivada segunda, por diferenças
finitas (centradas em x)

g′′(x) = g(x + h) − 2g(x) + g(x − h)
h2 + O(h2). (2)

Em uma dimensão o Laplaciano clássico é definido como ∆g(x) = g′′(x). Logo, inspirados
na identidade acima, no caso em que h = 1 (que é o menor incremento positivo possível de ser
considerado no reticulado inteiro Z) e desprezando a influência do termo de erro, e abusando
um pouco da notação definimos o Laplaciano discreto de g no ponto x pela seguinte expressão

∆g(x) ≡ g(x + 1) − 2g(x) + g(x − 1).

A discussão acima se generaliza de maneira natural para duas dimensões. Em dimensão
dois o Laplaciano de uma função suave u(x, y) é definido como a soma das segundas derivadas
parciais:

∆u(x, y) = ∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2 .

Usando a aproximação obtida em (2) para cada uma das derivadas parciais, por diferenças
finitas centradas em x com passo unitário h = 1, concluímos que

∆u(x, y) ≈ (u(x + 1, y) − 2u(x, y) + u(x − 1, y)) + (u(x, y + 1) − 2u(x, y) + u(x, y − 1))
= u(x + 1, y) + u(x − 1, y) + u(x, y + 1) + u(x, y − 1) − 4u(x, y)
=

∑
(z1,z2)∈Γ(x,y)

(
u(z1, z2) − u(x, y)

)
.

Note que a aproximação obtida acima estabelece uma correspondência direta entre a
formulação do Laplaciano de uma função suave em R2 e a definição de sua versão discreta
apresentada em (1).

Além disso, as semelhanças entre o Laplaciano discreto e o clássico não se limitam a esses
argumentos de aproximação. Por exemplo, no caso contínuo dizemos que uma função suave
u é harmônica em um aberto se para todo ponto deste aberto temos ∆u(x) = 0. Um fato
bem conhecido do cálculo de várias variáveis é que toda função harmônica possui a chamada
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propriedade da média. Mais precisamente, se Ω ⊆ R2 é um aberto, u : Ω → R é harmônica
e B(x, r) ⊆ Ω, então

u(x) = 1
|∂B(x, r)|

∫
∂B(x,r)

u(z) dσ(z).

Isto quer dizer que o valor de u no centro de um círculo é igual à média dos valores de u
sobre este círculo. No contexto discreto, esta propriedade se manifesta de forma ainda mais
simples: se ∆u(x) = 0, então

0 =
∑

y∈Γ(x)

(
u(y) − u(x)

)
=

∑
y∈Γ(x)

u(y) − 4u(x),

e portanto
u(x) = 1

4
∑

y∈Γ(x)
u(y).

Assim, no caso discreto, ser harmônica em x significa que o valor de u em x é a média
aritmética dos valores de u nos quatro vizinhos de x.

Um dos objetivos centrais deste texto é resolver o seguinte problema de Dirichlet. Dado
um domínio limitado D ⊆ Z2 e uma função f : ∂D → R queremos mostrar que existe uma
única função u : D ∪ ∂D → R satisfazendo∆u(x) = 0, x ∈ D,

u(x) = f(x), x ∈ ∂D.
(3)

O fato de uma função harmônica discreta possuir a propriedade da média pode nos
levar a pensar que, em domínios finitos, o problema de Dirichlet discreto não passa de um
rotineiro problema de álgebra linear em dimensão finita. Essa impressão não é de todo
equivocada; entretanto, resolver diretamente o sistema linear associado pode ser custoso e
tornar-se computacionalmente inviável quando o domínio é grande.

Como veremos ao longo do texto o método probabilístico é uma ferramenta extremamente
eficiente para atacar este problema, pois ele permite encontrar a solução desse sistema linear
de grande porte usando uma técnica de condicionamento no primeiro passo (Teorema da
Probabilidade Total) e a Lei Forte dos Grandes Números. Além do mais, esta abordagem
permite construir aproximações numéricas para a solução deste problema por meio do
seguinte algoritmo estocástico.

Fixe um ponto x ∈ D. “Solte” um passeio aleatório começando em x que, a cada passo,
pode se mover para qualquer um de seus quatro vizinhos com probabilidade 1/4. Pare
quando o passeio atingir a fronteira ∂D, registre o valor de f no ponto da fronteira e repita o
experimento muitas vezes, de forma independente. De fato, este procedimento pode ser feito
de maneira completamente paralelizada. Podemos “soltar” simultaneamente, em x, uma
coleção muito grande de passeios aleatórios que não interagem entre si e cujos incrementos
são todos independentes. A média dos valores observados na fronteira converge para o valor
da solução u no ponto inicial x.
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3. Passeios Aleatórios Simples
Nesta seção definimos, brevemente, um dos objetos centrais deste texto que é o passeio
aleatório simétrico simples. Para uma exposição abrangente deste assunto, recomendamos
as referências [1] e [3].

Sejam e1, e2 os vetores da base canônica de R2, isto é, e1 = (1, 0) e e2 = (0, 1) e {Xn}n⩾1
uma sequência de vetores aleatórios iid e uniformemente distribuídos em {±e1, ±e2}, isto é,

P(Xn = e1) = P(Xn = −e1) = 1
4 = P(Xn = e2) = P(Xn = −e2).

A sequência de vetores aleatórios (v.a.’s) S1, S2, . . . definida por Sn ≡ X1 +X2 + . . .+Xn,
é comumente chamada de passeio aleatório simétrico em Z2. Costumamos dizer que este é
um passeio aleatório que inicia na origem de Z2.

Para definir um passeio aleatório que inicia em um determinado ponto x ∈ Z2 basta
considerar um v.a. X0, independente da coleção {Xn}n⩾1 e satisfazendo P(X0 = x) = 1.
Para simplificar a exposição vamos usar a notação Px com objetivo de indicar explicitamente
qual é a distribuição do v.a. X0. Uma vantagem desta notação é que ela deixa claro de qual
ponto de Z2 inicia o passeio aleatório

Sn ≡ X0 + X1 + X2 + . . . + Xn, n = 0, 1, 2, . . .

O valor esperado, com respeito à medida de probabilidade Px será denotado por Ex.
Definimos o primeiro instante de contato do passeio {Sn}n⩾0 com a fronteira de um

conjunto não-vazio D ⊆ Z2 como sendo a v.a.

τ ≡ τ∂D ≡ inf{n ⩾ 0 : Sn ∈ ∂D}.

Nesta definição usamos como de costume a convenção inf{∅} = +∞. A demonstração
de que τ é de fato um tempo de parada (e portanto uma variável aleatória) com respeito à
filtração natural do passeio aleatório encontra-se no Seção A.1.

Note que se o passeio aleatório inicia em algum ponto da fronteira, isto é, se x ∈ ∂D,
então temos que

τ = 0.

Observamos também que se o passeio aleatório inicia em um ponto x ∈ D, então τ
corresponde também ao primeiro instante em que o passeio sai do conjunto D, já que por
definição de fronteira ∂D e D são subconjuntos disjuntos de Z2.

3.1. Finitude do Tempo de Primeiro Contato com Fronteira
O objetivo desta subseção é demonstrar o Teorema 2, que estabelece que o passeio aleatório
atinge a fronteira de um domínio limitado em tempo finito com probabilidade 1. Trata-
se de um resultado em grande parte técnico, cuja conclusão é geometricamente natural e
intuitivamente esperada, já que um passeio que dá passos de tamanho 1 não pode permanecer
para sempre dentro de um conjunto finito, veja Figura 8. No entanto, a demonstração
formal requer alguns cuidados e pode ser omitida em uma primeira leitura sem prejuízo da
compreensão do restante do texto.
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Teorema 2. Sejam D ⊆ Z2 um domínio limitado e {Sn}n⩾0 um passeio aleatório iniciando
em um ponto x ∈ D ∪ ∂D. Então

Px(τ < ∞) = 1.

Prova. Vamos provar o teorema analisando separadamente os dois casos: S0 ∈ ∂D e S0 ∈ D,
ou seja, vamos dividir nossa análise nos casos em que o passeio aleatório parte da fronteira
de D ou parte de um ponto do próprio conjunto D.

Suponha que S0 = x ∈ ∂D. Como por definição Px(S0 = x) = 1, então temos diretamente
da definição de τ que Px(τ = 0) = 1 e como Px(τ = 0) ⩽ Px(τ < ∞) o resultado é verdadeiro
neste caso. Intuitivamente, se o passeio inicia quase certamente em um ponto na fronteira,
então o tempo de primeiro contato do passeio aleatório com a fronteira é o tempo n = 0.

Agora vamos supor que S0 = x ∈ D. Como D é um domínio limitado em Z2, ele está
contido em uma caixa finita do reticulado. Portanto D é finito, isto é, #D < ∞. Além
disso, pela definição de fronteira,

∂D ⊆
⋃

z∈D

Γ(z).

Como cada conjunto Γ(z) possui quatro pontos e D é finito, segue que ∂D também é finita;
mais precisamente, #∂D ⩽ 4#D. Em particular, D ∪ ∂D é finito. Como neste caso x ∈ D,
o conjunto D é não vazio; escolhendo z0 ∈ D com primeira coordenada máxima, temos
z0 + (1, 0) /∈ D e z0 + (1, 0) ∈ ∂D. Portanto, ∂D ̸= ∅.

Agora fixe y ∈ ∂D. Pela definição de fronteira, existe z ∈ D tal que ∥z − y∥ = 1. Como
D é conexo, existe um caminho em D ligando x a z. Acrescentando o ponto y ao final
desse caminho, obtemos um caminho γ ≡ (x0, . . . , xn) ligando x = x0 a y = xn ∈ ∂D e
satisfazendo que xn é o único ponto de γ que não pertence a D, isto é, {x0, . . . , xn−1} ⊆ D.

∗
∗

∗

∗

∗

∗

∗

∗

∗

∗

∗

∗

∗

∗

∗

∗

∗

∗

∗
∗

x = x0

xn ∈ ∂D

D ∂D

Figura 8: Um caminho γ = (x0, . . . , xn) ligando um ponto x = x0 ∈
D a um ponto xn ∈ ∂D.
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Pela definição de caminho e pela propriedade {x0, . . . , xn−1} ⊆ D, podemos afirmar que

#{x0, . . . , xn−1} ⩽ #D =⇒ n ⩽ #D.

Observe que podemos afirmar que se o passeio aleatório {Sn}n⩾0 seguir exatamente esse
caminho γ durante seus n primeiros passos, então ele atinge a fronteira de D. A probabilidade
deste evento ocorrer é exatamente

Px

(
S0 = x0, S1 = x1, . . . , Sn = xn

)
=

(1
4

)n

. (4)

Já que n ⩽ #D, então temos
(1

4

)#D

⩽
(1

4

)n

(5)

Para facilitar a notação vamos definir

M ≡ #D e p ≡ 1
4M

.

Note que as estimativas obtidas no argumento acima são independentes das escolhas de
x ∈ D e y ∈ ∂D. Portanto, podemos afirmar que para qualquer caminho γ = (x0, . . . , xn),
iniciando em um ponto arbitrário x ∈ D, terminando em um ponto arbitrário y ∈ ∂D, e
satisfazendo {x0, . . . , xn−1} ⊆ D que vale a seguinte continência de eventos

{S0 = x0, S1 = x1, . . . , Sn = xn} ⊆ {τ ⩽ M}.

Da definição de p, da desigualdade (5), da igualdade (4), da continência de eventos acima e
da propriedade de monotonicidade da probabilidade concluímos que

p ≡
(1

4

)#D

⩽
(1

4

)n

= Px

(
S0 = x0, S1 = x1, . . . , Sn = xn

)
⩽ Px(τ ⩽ M)

e consequentemente, o complementar do evento {τ ⩽ M} satisfaz a desigualdade

Px(τ > M) ⩽ 1 − p.

Em resumo, temos

p ⩽ Px(τ ⩽ M) e Px(τ > M) ⩽ 1 − p. ∀x ∈ D. (6)

Antes de prosseguir, registramos um fato elementar sobre o passeio aleatório, que será
usado nas próximas etapas desta demonstração. Como, por hipótese, a posição inicial X0 e
os incrementos {Xn}n⩾1 formam uma coleção de v.a.’s independentes, temos imediatamente
que os incrementos XM+1, . . . , X2M são independentes de X0, . . . , XM . Consequentemente, a
distribuição condicional de (SM+n − SM)n⩾0 dado {SM = y}, coincide com a distribuição de
um passeio aleatório simétrico simples que inicia na origem. Em outras palavras, o futuro do
passeio a partir do tempo M depende apenas da posição SM , e não do caminho percorrido até
chegar lá. Esta propriedade é chamada de Propriedade de Markov do passeio aleatório
simples. Observe que esta propriedade é uma consequência imediata da independência dos
incrementos.
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Vamos continuar com a prova. Agora, vamos olhar para as posições do passeio aleatório
{Sn}n⩾0 em intervalos de tempos formados por blocos de tamanho M :

[0, M ], (M, 2M ], (2M, 3M ], . . . , ((k − 1)M, kM ], . . .

A ideia é ilustrada na figura abaixo.

n

· · ·

0 M 2M (k − 1)M kM

P
(

Sj sair de D
1 ⩽ j ⩽ M

)
⩾ p P

(
Sj sair de D
M ⩽ j ⩽ 2M

)
⩾ p P

(
Sj sair de D

kM − M ⩽ j ⩽ kM

)
⩾ p

se não saiu, SM ∈ D

Px(τ > kM) ⩽ (1 − p)k

Figura 9: Divisão da trajetória do passeio em blocos de tamanho
M . Em cada bloco, a probabilidade de sair de D é pelo menos p,
independentemente do passado. Logo, a probabilidade de não sair
em k blocos consecutivos é no máximo (1 − p)k.

Para estimar Px(τ > 2M), primeiro observamos que o evento {τ > 2M} ⊆ {τ > M} e
portanto

Px(τ > 2M) = Px(τ > M, τ > 2M).
Note que se ocorre o evento {τ > M}, então podemos afirmar que SM ∈ D. Vamos

particionar este evento segundo os valores da v.a SM . Como {τ > M} implica SM ∈ D,
podemos escrever

Px(τ > M, τ > 2M) =
∑
y∈D

Px(τ > M, SM = y, τ > 2M).

Pela propriedade de Markov, os incrementos futuros XM+1, . . . , X2M são independentes do
passado X0, . . . , XM . Observe que, no evento {τ > M}, o passeio ainda não tocou a fronteira
até o tempo M ; portanto, condicionado a {SM = y} com y ∈ D, ter τ > 2M equivale a o
passeio reiniciado em y não tocar a fronteira nos M passos seguintes. Como, pela propriedade
de Markov, esse passeio reiniciado em y tem a mesma lei de um passeio partindo de y, essa
probabilidade é exatamente Py(τ > M). Em outras palavras, a probabilidade condicional
do evento {τ > 2M} dado o evento {SM = y} ∩ {τ > M} coincide com Py(τ > M). Em
símbolos,

Px(τ > M, SM = y, τ > 2M) = Px(τ > M, SM = y) Py(τ > M).
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Usando a expressão acima e a estimativa uniforme (6),

Px(τ > 2M) =
∑
y∈D

Px(τ > M, SM = y) Py(τ > M)

⩽
∑
y∈D

Px(τ > M, SM = y) (1 − p)

= (1 − p)
∑
y∈D

Px(τ > M, SM = y)

= (1 − p)Px(τ > M)

⩽ (1 − p)2.

Procedendo por indução em k, podemos afirmar que a seguinte estimativa é válida

Px(τ > kM) ⩽ (1 − p)k, k ∈ N. (7)

O caso base k = 1 já foi provado. O passo indutivo é idêntico ao argumento acima,
substituindo kM no lugar de M e (k + 1)M no lugar de 2M : se o passeio não saiu até kM ,
então SkM ∈ D, e pela Propriedade de Markov a probabilidade de não sair nos próximos M
passos é no máximo 1 − p, de onde concluímos que Px(τ > (k + 1)M) ⩽ (1 − p)k+1.

Note que para todo k ∈ {1, 2, . . .}, temos {τ > (k + 1)M} ⊆ {τ > kM} e que vale a
seguinte igualdade

{τ = +∞} =
∞⋂

k=1
{τ > kM}.

Desta forma, segue da propriedade de continuidade da medida e da desigualdade (7) que

Px(τ = ∞) = lim
k→∞

Px(τ > kM) ⩽ lim
k→∞

(1 − p)k = 0

estabelecendo finalmente a igualdade Px(τ < ∞) = 1, o que encerra a prova do teorema. ■

Esse ponto é importante: como o domínio é finito, o passeio não pode ficar para sempre
dentro de D com probabilidade positiva.

4. Solução do Problema de Dirichlet

4.1. A Fórmula Candidata à Solução do Problema de Dirichlet
Fixados um domínio limitado D ⊆ Z2 e uma função f : ∂D → R, vamos construir, a partir
do passeio aleatório, uma função candidata à solução do problema de Dirichlet. Como D é
limitado, ele é um conjunto finito. Como visto na demonstração do Teorema 2, a fronteira
satisfaz ∂D ⊆ ⋃

z∈D Γ(z) e portanto também é finita. Consequentemente, a função f , por
estar definida em um conjunto finito, é automaticamente limitada.

Pelo Teorema 2, o tempo de parada

τ ≡ inf{n ⩾ 0 : Sn ∈ ∂D}
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é finito quase certamente, qualquer que seja o ponto de partida x ∈ D ∪ ∂D. Logo, o vetor
aleatório Sτ está bem-definido quase certamente e pertence a ∂D. Segue das observações
anteriores que a expressão f(Sτ ) define uma variável aleatória, exceto possivelmente no
conjunto de probabilidade nula {τ = ∞}. Para os nossos propósitos, podemos estender a
definição desta v.a. nesse evento de maneira arbitrária, uma vez que tal escolha não altera o
valor de sua esperança.

Como f é limitada, a variável aleatória f(Sτ ) é limitada e portanto sua esperança existe.
Podemos então definir u : D ∪ ∂D → R por

u(x) = Ex

[
f(Sτ )

]
, x ∈ D ∪ ∂D. (8)

O restante desta seção é dedicado a mostrar que esta função u é a única solução do problema
de Dirichlet discreto, isto é, 

∆u(x) = 0, x ∈ D,

u(x) = f(x), x ∈ ∂D.

4.2. Condições de Contorno
Vamos verificar que a função u : D ∪ ∂D → R definida em (8) satisfaz as condições de
contorno do problema de Dirichlet, isto é, u(x) = f(x), x ∈ ∂D.

De fato, se x ∈ ∂D, então o passeio aleatório começa na fronteira. Portanto τ = 0, quase
certamente e consequentemente

Sτ = S0 = x, quase certamente.

Portanto, segue das propriedades elementares da esperança que

u(x) = Ex[f(Sτ )] = Ex[f(x)] = f(x), ∀x ∈ ∂D, (9)

isto é,
u = f em ∂D.

4.3. O Cálculo do Laplaciano
Agora, vamos calcular o laplaciano da função u definida em (8) em um ponto genérico x ∈ D.
Nosso objetivo é mostrar que

∆u(x) = 0,

ou equivalentemente,

u(x) = 1
4

∑
y∈Γ(x)

u(y).

Lembramos que por definição,

u(x) = Ex[f(Sτ )].

Para calcular o Laplaciano de u vamos usar o Teorema da Probabilidade Total. A ideia é
condicionar no primeiro passo do passeio aleatório.
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Observe que após o primeiro passo o passeio aleatório pode ir para qualquer um dos
pontos y ∈ Γ(x). Portanto, segue do Teorema da Probabilidade Total que

u(x) ≡ Ex[f(Sτ )] =
∑

y∈Γ(x)
Ex

[
f(Sτ ) | S1 = y

]
Px(S1 = y).

Já que Px(S1 = y) = 1/4, temos da igualdade anterior que

u(x) = 1
4

∑
y∈Γ(x)

Ex

[
f(Sτ ) | S1 = y

]
. (10)

Para prosseguir vamos precisar usar a Propriedade de Markov (veja a página 13) e
também separar o restante da nossa análise em dois casos.

Recordamos que a Propriedade de Markov afirma que condicionado à {S1 = y}, o passeio
aleatório após o tempo 1, se comporta como um novo passeio aleatório começando em y.

Primeiro caso: y ∈ ∂D. Neste caso, o tempo de primeiro contato do passeio aleatório
com a fronteira ocorre em n = 1. Portanto {S0 = x} ∩ {S1 = y} ⊆ {S0 = x} ∩ {Sτ = y} e
como consequência temos

Px({Sτ = y}|{S1 = y}) = Px({Sτ = y} ∩ {S1 = y})
Px({S1 = y}) = Px({S1 = y})

Px({S1 = y}) = 1.

Pela igualdade anterior temos imediatamente que

Ex[f(Sτ ) | S1 = y] = f(y).

Mas, como y ∈ ∂D podemos concluir de (9) que u(y) = f(y), o que junto com a igualdade
acima implica

Ex[f(Sτ ) | S1 = y] = u(y). (11)

Segundo caso: y ∈ D. Neste caso, segue da Propriedade de Markov que a distribuição
condicional

Px(Sτ = z|S1 = y) = Py(Sτ = z), ∀z ∈ Z2.

Portanto, segue da definição (8) que Ex[f(Sτ ) | S1 = y] = Ey[f(Sτ )] = u(y).
Reunindo os dois casos, mostramos que, para todo vizinho y ∈ Γ(x), quer ele pertença a ∂D,
quer pertença a D, vale

Ex[f(Sτ ) | S1 = y] = u(y), ∀y ∈ Γ(x).

Usando a igualdade acima em (10) concluímos finalmente que

u(x) = 1
4

∑
y∈Γ(x)

u(y) (12)

e consequentemente que u é harmônica em D.
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4.4. Princípio do Máximo para Funções Harmônicas Discretas
Teorema 3 (Princípio do Máximo). Sejam D ⊆ Z2 um domínio limitado e v : D ∪ ∂D → R
uma função harmônica em D, isto é, ∆v(x) = 0, para todo x ∈ D. Então o máximo de v
em D ∪ ∂D é atingido na fronteira ∂D. Mais precisamente,

max
x∈D∪∂D

v(x) = max
x∈∂D

v(x).

Prova. Como estamos assumindo que D é um domínio limitado, temos que D e ∂D são
subconjuntos finitos de Z2, e portanto v possui um valor de máximo. Seja

Mv = max
x∈D∪∂D

v(x).

Suponha que v atinja esse valor máximo em algum ponto x0 ∈ D, isto é, v(x0) = Mv. Como
v é harmônica em D, podemos afirmar que

v(x0) = 1
4

∑
y∈Γ(x0)

v(y).

Pela definição de Mv temos
v(y) ⩽ Mv, ∀y ∈ Γ(x0).

Logo
Mv = v(x0) = 1

4
∑

y∈Γ(x0)
v(y) ⩽ 1

4
∑

y∈Γ(x0)
Mv = Mv.

É claro que se a média de quatro números menores ou iguais a Mv é exatamente Mv, então
todos estes quatro números são todos iguais à Mv. Portanto,

v(y) = Mv, ∀y ∈ Γ(x0).
Se algum ponto em Γ(x0) estiver em ∂D o teorema está provado. Caso contrário, como

D é conexo e ∂D ̸= ∅, a construção apresentada na prova do Teorema 2 garante a existência
de um caminho simples γ ≡ (x0, x1, . . . , xn) em D ∪ ∂D ligando x0 a algum xn ∈ ∂D e
satisfazendo {x0, x1, . . . , xn−1} ⊆ D.

Como x1 ∈ Γ(x0) e x1 ∈ D, segue do argumento apresentado acima que v(x1) = Mv.
Repetindo o argumento acima para x1, concluímos que v(x2) = Mv. De modo geral, aplicando
indutivamente o argumento acima, concluímos que v(xn) = Mv e como xn ∈ ∂D o teorema
está demonstrado. ■

Corolário 4 (Princípio do Mínimo). Sejam D ⊆ Z2 um domínio limitado e v : D ∪∂D → R
uma função harmônica em D, isto é, ∆v(x) = 0, para todo x ∈ D. Então o mínimo de v em
D ∪ ∂D é atingido na fronteira ∂D. Mais precisamente,

min
x∈D∪∂D

v(x) = min
x∈∂D

v(x).

Prova. Como v é harmônica em D, a função −v também é harmônica em D, pois
∆(−v)(x) = −∆v(x) = 0 para todo x ∈ D. Aplicando o Teorema 3 a função (−v), obtemos

max
x∈D∪∂D

(−v(x)) = max
x∈∂D

(−v(x)).

Usando a relação elementar max(−v) = − min(v), a igualdade acima é equivalente a
− min

x∈D∪∂D
v(x) = − min

x∈∂D
v(x),

donde segue imediatamente a igualdade desejada. ■
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4.5. Unicidade da Solução do Problema de Dirichlet
Vamos agora mostrar que, uma vez fixado o dado de fronteira f : ∂D → R, o problema de
Dirichlet discreto não pode admitir duas soluções distintas. O argumento é uma aplicação
direta do Princípio do Máximo.
Teorema 5 (Unicidade). Sejam D ⊆ Z2 um domínio limitado e f : ∂D → R uma função
qualquer. Se u1, u2 : D ∪ ∂D → R são duas soluções do problema de Dirichlet com dado de
fronteira f , isto é, se para cada i ∈ {1, 2} temos∆ui(x) = 0, x ∈ D,

ui(x) = f(x), x ∈ ∂D,

então
u1(x) = u2(x), ∀x ∈ D ∪ ∂D.

Prova. Defina w : D ∪ ∂D → R por
w(x) ≡ u1(x) − u2(x).

Primeiro observamos que w se anula na fronteira. De fato, para todo x ∈ ∂D, temos
w(x) = u1(x) − u2(x) = f(x) − f(x) = 0.

Além disso, w é harmônica em D. Para verificar esta afirmação, fixemos x ∈ D. Como
u1 e u2 são harmônicas em D, segue da propriedade da média que

ui(x) = 1
4

∑
y∈Γ(x)

ui(y), i ∈ {1, 2}.

Subtraindo as duas igualdades acima, obtemos

w(x) = u1(x) − u2(x) = 1
4

∑
y∈Γ(x)

u1(y) − 1
4

∑
y∈Γ(x)

u2(y) = 1
4

∑
y∈Γ(x)

w(y).

Portanto, ∆w(x) = 0, para todo x ∈ D, isto é, w é harmônica em D.
Como D é limitado, podemos aplicar o Princípio do Máximo à função w. Assim,

max
x∈D∪∂D

w(x) = max
x∈∂D

w(x) = 0.

Consequentemente,
w(x) ⩽ 0, ∀x ∈ D ∪ ∂D.

Aplicando agora o mesmo argumento à função −w, que também é harmônica em D e
também se anula em ∂D, obtemos

max
x∈D∪∂D

(−w(x)) = max
x∈∂D

(−w(x)) = 0.

Logo,
−w(x) ⩽ 0, ∀x ∈ D ∪ ∂D, ⇐⇒ w(x) ⩾ 0, ∀x ∈ D ∪ ∂D.

Das duas desigualdades acima concluímos que
w(x) = 0, ∀x ∈ D ∪ ∂D.

Portanto, segue diretamente da definição de w que
u1(x) = u2(x), ∀x ∈ D ∪ ∂D,

e a unicidade da solução do problema de Dirichlet está demonstrada. ■
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4.6. Teorema Principal
Agora podemos reunir, em um único enunciado, as conclusões obtidas nas subseções
anteriores. O resultado abaixo é o ponto central destas notas: ele afirma que a solução
do problema de Dirichlet discreto existe, é única e pode ser representada como a esperança
do valor observado pelo passeio aleatório no primeiro instante em que ele toca a fronteira.
Teorema 6 (Teorema Principal). Sejam D ⊆ Z2 um domínio limitado e f : ∂D → R uma
função qualquer. Para cada x ∈ D ∪ ∂D, considere o passeio aleatório simples {Sn}n⩾0
iniciando em x, e defina

τ ≡ inf{n ⩾ 0 : Sn ∈ ∂D}.

Então
Px(τ < ∞) = 1, ∀x ∈ D ∪ ∂D.

Além disso, a função u : D ∪ ∂D → R definida por
u(x) ≡ Ex

[
f(Sτ )

]
, x ∈ D ∪ ∂D,

é a única solução do problema de Dirichlet discreto com dado de fronteira f , isto é, a função
u definida acima é a única função satisfazendo∆u(x) = 0, x ∈ D,

u(x) = f(x), x ∈ ∂D.

Equivalentemente, esta solução é a única função u : D ∪ ∂D → R tal que

u(x) = 1
4

∑
y∈Γ(x)

u(y), x ∈ D, e u(x) = f(x), x ∈ ∂D.

Prova. A demonstração deste teorema já foi construída nas etapas anteriores, e vamos
apenas organizar aqui como cada parte se encaixa. A finitude quase certa de τ foi
demonstrada no Teorema 2. Em particular, para todo x ∈ D ∪ ∂D, o passeio aleatório
atinge a fronteira em tempo finito com probabilidade igual a 1, com respeito à Px.

Como observado acima, D limitado implica que a fronteira ∂D é finita e, portanto, a
função f : ∂D → R é limitada. Com a convenção introduzida na Seção 4.1, a variável
aleatória f(Sτ ) está bem-definida e a expressão

u(x) = Ex

[
f(Sτ )

]
define uma função u : D ∪ ∂D → R, como foi apresentado na Seção 4.1.

Resta identificar esta função como solução do problema de Dirichlet. A condição de
fronteira foi verificada na Seção 4.2; mais precisamente, a igualdade (9) mostra que

u(x) = f(x), ∀x ∈ ∂D.

Por outro lado, o cálculo do Laplaciano foi feito na Seção 4.3. A igualdade (12) mostra que,
para todo x ∈ D,

u(x) = 1
4

∑
y∈Γ(x)

u(y),

e portanto ∆u(x) = 0, para todo x ∈ D. Assim, a função u(x) = Ex[f(Sτ )] é uma solução
do problema de Dirichlet discreto.

Finalmente, a unicidade desta solução é exatamente o conteúdo do Teorema 5, cuja prova
usa o Princípio do Máximo demonstrado no Teorema 3. Portanto, a solução existe, é única
e é dada pela representação probabilística acima. ■
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4.7. Aplicação: Probabilidade de Escape por uma Dada Região
Vamos agora considerar uma aplicação direta do Teorema 6. Fixe um subconjunto A ⊆ ∂D.
Queremos descrever, para cada ponto x ∈ D, a probabilidade de que o passeio aleatório,
partindo de x, faça seu primeiro contato com a fronteira em algum ponto de A.

Para isto, considere a função fA : ∂D → R definida por

fA(y) ≡ 1A(y) =
1, y ∈ A,

0, y ∈ ∂D \ A.

Em outras palavras, fA atribui valor 1 aos pontos da parte escolhida da fronteira e valor 0
aos demais pontos de ∂D.

Proposição 7 (Probabilidade de escape por A). Sejam D ⊆ Z2 um domínio limitado e
A ⊆ ∂D. Defina hA : D ∪ ∂D → R por

hA(x) ≡ Px(Sτ ∈ A), x ∈ D ∪ ∂D.

Então hA é a única solução do problema de Dirichlet discreto
∆hA(x) = 0, x ∈ D,

hA(x) = 1, x ∈ A,

hA(x) = 0, x ∈ ∂D \ A.

Prova. Pelo Teorema 6, a função uA : D ∪ ∂D → R definida por

uA(x) ≡ Ex

[
fA(Sτ )

]
, x ∈ D ∪ ∂D,

é a única solução do problema de Dirichlet discreto com dado de fronteira fA. Como fA = 1A,
temos

uA(x) = Ex

[
1A(Sτ )

]
.

Usando o fato elementar de que a esperança da função indicadora de um evento é igual à
probabilidade deste evento, obtemos

uA(x) = Ex

[
1A(Sτ )

]
= Px(Sτ ∈ A) = hA(x), ∀x ∈ D ∪ ∂D.

Portanto, hA coincide com a solução fornecida pelo Teorema 6.
Em particular, para x ∈ D, a função hA é harmônica, isto é,

∆hA(x) = 0.

Já na fronteira, se x ∈ A, então τ = 0 e Sτ = x ∈ A, quase certamente; logo hA(x) = 1. Por
outro lado, se x ∈ ∂D \A, então novamente τ = 0, mas agora Sτ = x /∈ A, quase certamente;
logo hA(x) = 0. Assim, hA satisfaz exatamente o problema de Dirichlet enunciado acima, e
sua unicidade segue da unicidade no Teorema 6. ■

Portanto, a solução do problema de Dirichlet com dado de fronteira igual a 1 em A e
igual a 0 em ∂D \ A possui uma interpretação probabilística simples: para x ∈ D, ela é a
probabilidade de que o passeio aleatório iniciado em x escape de D pela parte A da fronteira.
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4.8. O Princípio Local-Global das Funções Harmônicas Discretas
Antes de apresentarmos uma segunda demonstração da validade da fórmula de representação
probabilística, vale a pena isolarmos a ideia central que conecta funções harmônicas discretas
e passeios aleatórios. Esta ideia, embora elementar, é a chave conceitual de tudo o que fizemos
até aqui.

Uma função harmônica discreta u em D satisfaz, em cada ponto x ∈ D, a propriedade
da média

u(x) = 1
4

∑
y∈Γ(x)

u(y),

isto é, o valor de u em x é a média aritmética dos valores de u nos quatro vizinhos de x.
Por outro lado, o passeio aleatório simples partindo de x escolhe, em seu primeiro passo,
um destes quatro vizinhos com probabilidade 1/4. Portanto, a igualdade acima pode ser
reescrita como

u(x) = Ex

[
u(S1)

]
,

onde a esperança é tomada com respeito à medida de probabilidade Px.
Esta coincidência é o ponto de contato entre as duas teorias. A propriedade da média,

que é uma condição determinística de equilíbrio local, é também a afirmação de que o valor
de u no ponto de partida do passeio coincide com o valor esperado de u após um passo.
Em outras palavras, em média, a função harmônica não muda quando avaliada ao longo do
passeio aleatório.

Esta simples observação sugere que, enquanto o passeio aleatório não atinge a fronteira,
o processo estocástico {u(Sn)}n⩾0 deve preservar, em algum sentido a ser precisado, o seu
valor médio. É exatamente isto que acontece: este processo é um martingal. Exploraremos
esta perspectiva na próxima subseção, onde obteremos uma segunda demonstração da
representação probabilística u(x) = Ex[f(Sτ )] baseada nesta propriedade. A ideia geral é a
seguinte: o passeio aleatório transporta a informação prescrita na fronteira para o interior
do domínio tomando médias sucessivas, e a função harmônica é precisamente o objeto que
registra o resultado deste transporte.

4.9. Uma Segunda Demonstração via Martingais
Nesta subseção apresentamos uma segunda demonstração da representação probabilística

u(x) = Ex

[
f(Sτ )

]
, x ∈ D,

para o problema de Dirichlet, baseada na noção de martingal. Para o leitor interessado em
uma exposição detalhada sobre martingais e o Teorema da Parada Opcional, recomendamos
as referências [1] e [3]. A referência [4] também trata destes assuntos, mas no contexto
específico de passeios aleatórios e funções harmônicas.

A vantagem desta abordagem é que ela torna transparente o mecanismo por trás da
fórmula: uma função harmônica preserva, em média, seu valor ao longo do passeio aleatório;
assim, o valor da solução em um ponto interior é obtido tomando a média dos valores
prescritos na fronteira no instante em que o passeio a atinge.

Começamos recordando a definição. Seja (Fn)n⩾0 a filtração natural gerada pelo passeio
aleatório, isto é, Fn ≡ σ(S0, S1, . . . , Sn) é a σ-álgebra gerada por S0, S1, . . . , Sn. Dizemos que
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uma sequência (Mn)n⩾0 de variáveis aleatórias é um martingal com respeito a esta filtração
se, para todo n ⩾ 0,

E
[
|Mn|

]
< ∞ e E

[
Mn+1 | Fn

]
= Mn quase certamente.

A segunda condição expressa precisamente a ideia de que, em média condicional, o processo
não tem tendência nem a crescer nem a decrescer.

Suponha agora que u : D∪∂D → R é uma função harmônica em D e considere o processo
(Mn)n⩾0 definido por

Mn ≡ u
(
Sn∧τ

)
, n ⩾ 0,

onde n ∧ τ ≡ min{n, τ} e τ é o tempo de parada definido na Seção 4.1. Em palavras, Mn é
o valor de u avaliado na posição do passeio aleatório, congelado a partir do instante em que
o passeio atinge a fronteira.

Proposição 8. Se u é harmônica em D, então (Mn)n⩾0 é um martingal limitado com respeito
à filtração natural (Fn)n⩾0.

Prova. Como D ∪ ∂D é finito e u é uma função real definida neste conjunto, u é
automaticamente limitada. Consequentemente,

|Mn| ⩽ max
y∈D∪∂D

|u(y)|, ∀ n ⩾ 0,

e em particular E[|Mn|] < ∞ para todo n ⩾ 0.
Para verificar a propriedade martingal, vamos fixar n ⩾ 0. Como τ é um tempo de

parada, os eventos {τ ⩽ n} e {τ > n} pertencem a Fn. No evento {τ ⩽ n}, o processo já
foi congelado na fronteira e, portanto,

Mn+1 = u
(
S(n+1)∧τ

)
= u(Sτ ) = u(Sn∧τ ) = Mn.

No evento {τ > n}, temos Sn ∈ D, n ∧ τ = n e (n + 1) ∧ τ = n + 1. Logo Mn = u(Sn) e
Mn+1 = u(Sn+1). Usando que {τ > n} é Fn-mensurável, obtemos

E
[
Mn+1 | Fn

]
= 1{τ⩽n}Mn + 1{τ>n} E

[
u(Sn+1) | Fn

]
.

Além disso, no evento {τ > n}, a Propriedade de Markov e a harmonicidade de u dão

1{τ>n} E
[
u(Sn+1) | Fn

]
= 1{τ>n}

1
4

∑
y∈Γ(Sn)

u(y) = 1{τ>n} u(Sn) = 1{τ>n} Mn.

Substituindo esta igualdade na expressão anterior, concluímos que

E
[
Mn+1 | Fn

]
= Mn, ∀ n ⩾ 0,

o que encerra a demonstração. ■

Como o martingal (Mn)n⩾0 é limitado e o tempo de parada τ é finito quase certamente
pelo Teorema 2, podemos aplicar o Teorema da Parada Opcional (enunciado no
Seção A.2), que afirma que, sob estas condições,

Ex[Mτ ] = Ex[M0].
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Como M0 = u(S0) = u(x) quase certamente e, por definição, Sτ ∈ ∂D, temos Mτ = u(Sτ ).
Portanto, se u coincide com f na fronteira, isto é, se u(y) = f(y) para todo y ∈ ∂D, então

u(x) = Ex[M0] = Ex[Mτ ] = Ex

[
u(Sτ )

]
= Ex

[
f(Sτ )

]
.

Esta igualdade fornece uma segunda demonstração da representação probabilística da
solução do problema de Dirichlet. Mais do que isso, ela mostra que qualquer função
harmônica em D que assuma o dado de fronteira f em ∂D deve necessariamente coincidir
com a expressão Ex[f(Sτ )]. Em particular, este argumento oferece uma rota alternativa para
a demonstração da unicidade estabelecida no Teorema 5: se u1 e u2 são duas soluções do
problema de Dirichlet com o mesmo dado de fronteira f , então ambas devem coincidir com
Ex[f(Sτ )] e, portanto, u1 = u2 em D ∪ ∂D.

5. Método de Monte Carlo

5.1. O Algoritmo de Monte Carlo
O Teorema 6 transforma o problema de calcular a solução de um sistema determinístico em
um problema de calcular uma esperança. Mais precisamente, para cada ponto x ∈ D ∪ ∂D,
sabemos que

u(x) = Ex

[
f(Sτ )

]
.

Assim, se conseguirmos gerar muitas trajetórias independentes do passeio aleatório iniciando
em x, podemos observar em que ponto da fronteira cada trajetória termina, aplicar a função
f a esse ponto, e tomar a média dos valores obtidos.

Esta é exatamente a ideia do Método de Monte Carlo. Ele substitui uma quantidade
teórica, neste caso a esperança Ex[f(Sτ )], por uma média amostral calculada a partir de
experimentos independentes. A vantagem computacional é que cada trajetória pode ser
simulada separadamente das demais; portanto, para um domínio grande, o procedimento é
simples de implementar e pode ser paralelizado de maneira direta.

Vamos descrever o algoritmo com precisão. Fixe x ∈ D e escolha um inteiro N ⩾ 1.
Considere N passeios aleatórios independentes

{S(1)
n (x)}n⩾0, {S(2)

n (x)}n⩾0, . . . , {S(N)
n (x)}n⩾0,

todos iniciando em x e todos com a mesma lei do passeio aleatório simples sob Px. Para
cada j ∈ {1, . . . , N}, defina o primeiro instante em que o j-ésimo passeio toca a fronteira
por

τj ≡ inf{n ⩾ 0 : S(j)
n (x) ∈ ∂D}.

Em seguida, registre o valor de f no ponto de contato com a fronteira:

Yj ≡ f
(
S(j)

τj
(x)

)
.

O estimador de Monte Carlo para u(x) é definido como a média amostral

uN(x) ≡ 1
N

N∑
j=1

Yj = 1
N

N∑
j=1

f
(
S(j)

τj
(x)

)
. (13)
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Como os passeios aleatórios foram escolhidos de maneira independente e com a mesma
distribuição, as variáveis aleatórias Y1, . . . , YN são independentes e identicamente distribu-
ídas. Além disso, cada Yj possui a mesma distribuição da variável aleatória f(Sτ ) sob Px.
Portanto,

E[Yj] = Ex

[
f(Sτ )

]
= u(x), j ∈ {1, . . . , N}.

Logo, uN(x) é a média de N variáveis aleatórias iid com média u(x). Pela Lei Forte dos
Grandes Números, segue que

uN(x) = 1
N

N∑
j=1

Yj −→ E[Y1] = u(x), quase certamente, quando N → ∞. (14)

Em outras palavras,

1
N

N∑
j=1

f
(
S(j)

τj
(x)

)
−→ Ex

[
f(Sτ )

]
, quase certamente.

Assim, para cada ponto fixado x ∈ D, o algoritmo de Monte Carlo converge para o valor da
solução do problema de Dirichlet neste ponto.

5.2. Estimativa de Erro via Chebyshev
A convergência quase certa obtida em (14) garante que uN(x) se aproxima de u(x) quando
N cresce. Entretanto, do ponto de vista computacional, também queremos uma estimativa
quantitativa: dado um número finito de simulações, qual é a probabilidade de que o erro
cometido seja maior do que uma tolerância prescrita?

Nesta subseção vamos obter uma resposta simples usando a desigualdade de Chebyshev.
Como D é limitado, a fronteira ∂D é finita pelo argumento anterior. Portanto, a função
f : ∂D → R é limitada. Fixemos uma constante C > 0 tal que

|f(y)| ⩽ C, ∀y ∈ ∂D.

Como S(j)
τj

∈ ∂D, para todo j ∈ {1, . . . , N}, temos

|Yj| =
∣∣∣f(S(j)

τj
(x))

∣∣∣ ⩽ C.

Consequentemente,
Y 2

j ⩽ C2 =⇒ E[Y 2
j ] ⩽ C2.

Como Var(Yj) = E[Y 2
j ] − (E[Yj])2, concluímos que

Var(Yj) ⩽ E[Y 2
j ] ⩽ C2, j ∈ {1, . . . , N}.

Agora vamos calcular a variância do estimador uN(x). Usando a definição (13) e a
independência das variáveis Y1, . . . , YN , obtemos

Var(uN(x)) = Var
 1

N

N∑
j=1

Yj

 = 1
N2

N∑
j=1

Var(Yj).

Como as variáveis Y1, . . . , YN possuem a mesma distribuição,

Var(uN(x)) = 1
N2 N Var(Y1) = Var(Y1)

N
⩽

C2

N
.
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Além disso,

E[uN(x)] = 1
N

N∑
j=1

E[Yj] = u(x),

isto é, uN(x) é um estimador não-viesado de u(x).
Lembramos agora a desigualdade de Chebyshev: se Z é uma variável aleatória com

variância finita, então para todo ε > 0,

P
(
|Z − E[Z]| ⩾ ε

)
⩽

Var(Z)
ε2 .

Aplicando esta desigualdade à variável aleatória Z = uN(x), e usando que E[uN(x)] = u(x),
obtemos

P
(
|uN(x) − u(x)| > ε

)
⩽

Var(uN(x))
ε2 ⩽

C2

Nε2 .

Em resumo, para todo ε > 0 e todo N ⩾ 1,

P
(
|uN(x) − u(x)| > ε

)
⩽

C2

Nε2 . (15)

Esta desigualdade mostra que, se queremos garantir que a probabilidade de o erro ser
maior do que ε seja no máximo δ, basta escolher N de modo que

C2

Nε2 ⩽ δ, isto é, N ⩾
C2

δ ε2 .

Ela também explica a taxa típica de convergência do método. De fato, como
√

Var(uN(x)) ⩽ C√
N

,

o tamanho natural das flutuações de uN(x) em torno de u(x) é da ordem de N−1/2. Portanto,
para reduzir o erro típico pela metade, é necessário quadruplicar o número de simulações
independentes.

5.3. Caso Bernoulli: Fronteira Vermelha e Azul
Vamos agora especializar o esquema de Monte Carlo ao caso em que o dado de fronteira é a
função indicadora de um subconjunto A ⊆ ∂D. Esta é precisamente a situação considerada
na Proposição 7 e, como veremos a seguir, ela possui uma interpretação probabilística
particularmente simples e intuitiva.

Suponha então que f : ∂D → R é dada por

f = 1A,

onde A ⊆ ∂D é um subconjunto fixado da fronteira. Para facilitar a visualização, podemos
imaginar que os pontos de A foram pintados de vermelho e os pontos de ∂D\A foram pintados
de azul. Com esta imagem em mente, o problema de Dirichlet correspondente consiste em
determinar a única função harmônica em D que assume o valor 1 na parte vermelha da
fronteira e o valor 0 na parte azul.
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Figura 10: Caso Bernoulli: A ⊆ ∂D em vermelho e ∂D \ A em azul.
Três trajetórias de passeios aleatórios partindo de x terminando em
A ou em ∂D \ A.

Neste caso, as variáveis aleatórias Y1, . . . , YN introduzidas na Seção 5.1 assumem a forma

Yj = f
(
S(j)

τj
(x)

)
= 1A

(
S(j)

τj
(x)

)
, j ∈ {1, . . . , N}.

Cada uma dessas variáveis tem distribuição de Bernoulli: vale 1 se o j-ésimo passeio aleatório
faz seu primeiro contato com a fronteira em um ponto pintado de vermelho, e vale 0 em caso
contrário. Em símbolos,

Yj =
1, se S(j)

τj
(x) ∈ A,

0, se S(j)
τj

(x) ∈ ∂D \ A.

Portanto, o estimador de Monte Carlo definido em (13) reduz-se a

uN(x) = 1
N

N∑
j=1

1A

(
S(j)

τj
(x)

)
,

que é simplesmente a proporção dos passeios, entre os N simulados, que escapam de D pela
parte vermelha da fronteira.

Pela Lei Forte dos Grandes Números, ver (14), esta proporção converge quase certamente,
quando N → ∞, para

u(x) = Ex

[
1A(Sτ )

]
= Px(Sτ ∈ A), x ∈ D.

Mas, pela Proposição 7, a função hA(x) ≡ Px(Sτ ∈ A) é a única solução do problema de
Dirichlet discreto com dado de fronteira igual a 1 em A e igual a 0 em ∂D \ A. Concluímos,
portanto, que o algoritmo probabilístico descrito acima calcula numericamente a solução do
problema determinístico 

∆u(x) = 0, x ∈ D,

u(x) = 1, x ∈ A,

u(x) = 0, x ∈ ∂D \ A.
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Vale a pena destacar o aspecto conceitualmente interessante desta especialização. Para
estimar a probabilidade de que um passeio aleatório, partindo de x ∈ D, saia de D pela parte
vermelha A da fronteira, não precisamos resolver explicitamente nenhum sistema linear.
Basta simular, de forma independente, um número grande de passeios aleatórios partindo
de x e contar quantos deles terminam em um ponto vermelho. A proporção obtida é uma
aproximação da solução do problema de Dirichlet correspondente, e a estimativa de erro
obtida na Seção 5.2 continua válida neste caso, com a constante C igual a 1, visto que
|f | ⩽ 1 em ∂D.

6. Conclusão
Nestas notas estudamos o problema de Dirichlet discreto: dado um domínio limitado D ⊆ Z2

e uma função f : ∂D → R, determinar a existência e a unicidade de uma função harmônica
em D que assume os valores prescritos por f na fronteira ∂D.

A construção da solução baseia-se em três ingredientes. O primeiro é o passeio aleatório
simples {Sn}n⩾0 em Z2, cujos incrementos iid e uniformemente distribuídos em {±e1, ±e2}
fazem com que ele possua uma propriedade muito importante que é a chamada Propriedade
de Markov. O segundo ingrediente é o tempo de parada τ , definido como o primeiro instante
em que o passeio aleatório atinge ∂D. Vimos que Teorema 2 garante que quando D é um
domínio limitado então este tempo de parada é finito quase certamente, para qualquer que
seja o ponto de partida x ∈ D ∪ ∂D. O terceiro ingrediente é a representação probabilística
da solução do problema de Dirichlet, isto é,

u(x) ≡ Ex

[
f(Sτ )

]
, x ∈ D ∪ ∂D,

cujas propriedades examinamos em detalhe.
Verificamos cuidadosamente que u é a solução única do problema de Dirichlet em duas

etapas. Na Seção 4.2 mostramos que u satisfaz a condição de fronteira, consequência imediata
do fato de que τ = 0 quase certamente quando o passeio parte de um ponto de ∂D. Na
Seção 4.3, condicionando ao primeiro passo do passeio e usando a Propriedade de Markov,
concluímos que u é harmônica em D. A unicidade foi estabelecida na Seção 4.5 mediante
o Princípio do Máximo para funções harmônicas discretas, demonstrado no Teorema 3.
Apresentamos também uma segunda demonstração da fórmula de representação, baseada na
estrutura de martingal associada a funções harmônicas e no Teorema da Parada Opcional,
na Seção 4.9.

Do ponto de vista computacional, a representação probabilística u(x) = Ex[f(Sτ )] sugere
um algoritmo de Monte Carlo natural. Simulam-se N passeios aleatórios independentes
partindo de x, registram-se os valores f

(
S(j)

τj
(x)

)
na fronteira e toma-se a média amostral

uN(x) = 1
N

N∑
j=1

f
(
S(j)

τj
(x)

)
.

Pela Lei Forte dos Grandes Números, uN(x) converge quase certamente para u(x) quando
N → ∞. Pela desigualdade de Chebyshev, ver (15), a probabilidade de que o erro exceda
uma tolerância ε > 0 é controlada por C2/(Nε2), onde C é uma cota para |f | na fronteira.
Em particular, o tamanho típico das flutuações de uN(x) em torno de u(x) é da ordem de
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N−1/2, de modo que reduzir o erro típico pela metade requer quadruplicar o número de
simulações independentes.

Por fim, observamos que esta discussão é um exemplo elementar de um paradigma mais
geral: o uso de processos estocásticos para estudar objetos determinísticos. No caso contínuo,
o Movimento Browniano desempenha papel análogo ao do passeio aleatório simples, e a
representação u(x) = Ex[f(Sτ )] corresponde a uma fórmula clássica que expressa a solução
do problema de Dirichlet contínuo como a esperança de f avaliada no ponto de saída do
Movimento Browniano. O livro de Lawler [4] apresenta uma ponte elegante entre estes dois
mundos, tratando tanto do caso discreto quanto do contínuo em uma mesma perspectiva
probabilística. A mesma ideia reaparece, em contextos mais sofisticados, em áreas como
teoria do potencial, sistemas dinâmicos, modelos generativos baseados em difusão e métodos
de Monte Carlo para equações diferenciais parciais. O caso discreto aqui estudado, embora
elementar, contém em essência a ideia de que aleatoriedade e equilíbrio determinístico estão
intimamente relacionados.

A. Apêndice

A.1. Mensurabilidade do Tempo de Primeiro Contato
Proposição 9. Seja (Fn)n⩾0 a filtração natural gerada pelo passeio aleatório, isto é, Fn ≡
σ(S0, S1, . . . , Sn). Então o primeiro instante de contato com a fronteira, definido por

τ ≡ inf{n ⩾ 0 : Sn ∈ ∂D},

é um tempo de parada com respeito a (Fn)n⩾0.

Prova. Como ∂D é um subconjunto finito de Z2 (veja a prova do Teorema 2), para cada
n ⩾ 0 podemos escrever o evento {τ ⩽ n} como uma união finita

{τ ⩽ n} =
n⋃

k=0
{Sk ∈ ∂D} =

n⋃
k=0

⋃
y∈∂D

{Sk = y}.

Para cada k ⩽ n e cada y ∈ ∂D, o evento {Sk = y} pertence a σ(S0, . . . , Sk) ⊆ Fn. Portanto,
{τ ⩽ n} é uma união finita de eventos em Fn, e consequentemente {τ ⩽ n} ∈ Fn para todo
n ⩾ 0.

Concluímos que τ é um tempo de parada com respeito à filtração natural do passeio
aleatório e, em particular, uma variável aleatória tomando valores em {0, 1, 2, . . .} ∪ {+∞}.

■

A.2. Teorema da Parada Opcional
Para comodidade do leitor, enunciamos abaixo uma versão do Teorema da Parada Opcional
suficiente para o contexto destas notas. Demonstrações podem ser encontradas em [1] e [3].

Teorema 10 (Teorema da Parada Opcional). Seja (Mn)n⩾0 um martingal com respeito a
uma filtração (Fn)n⩾0 e seja τ um tempo de parada com respeito a essa mesma filtração. Se
(Mn)n⩾0 é limitado e P(τ < ∞) = 1, então

E[Mτ ] = E[M0].
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