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Sugestão de Solução

1. (2 pts.) Um estudante realiza um exame de múltipla escolha. Para cada pergunta ele deve
marcar uma única resposta entre 4 alternativas. Vamos assumir que o estudante sempre
marca a resposta correta quando ele realmente sabe a resposta de uma determinada
pergunta. Caso ele não saiba a resposta, vamos supor que ele seleciona, ao acaso, uma
das 4 alternativas. Suponha, adicionalmente, que o estudante saiba a resposta de 50%
das questões:

a) Qual a probabilidade de o estudante escolher a resposta correta de uma dada questão?

b) Se o estudante marcou a alternativa correta de uma dada questão, qual a probabili-
dade de ele realmente saber a resposta?

Solução. Seja (Ω,F ,P) um espaço de probabilidade abstrato onde estão definidos os
eventos: S o evento que o estudante sabe a resposta e C o evento que o estudante escolhe
a alternativa correta.

Do enunciado, sabemos as seguintes probabilidades:

P(S) =
1

2
, P(Sc) =

1

2
, P(C|S) = 1 e P(C|Sc) =

1

4
.

a) Pelo Teorema da Probabilidade Total:

P(C) = P(C|S)P(S) + P(C|Sc)P(Sc) =

(
1 · 1

2

)
+

(
1

4
· 1
2

)
=

5

8
.

b) Pelo Teorema de Bayes e pelo item a) temos:

P(S|C) =
P(C|S)P(S)

P(C)
=

1 · 1
2

5
8

=
1

2
· 8
5
=

4

5
. ■
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2. (2 pts). Seja (Ω,F ,P) um espaço de probabilidade. Suponha que A e B são eventos
independentes. Mostre que A e Bc também são eventos independentes.

Solução. Observe que P(A) = P(A ∩ Bc) + P(A ∩ B). Como A e B são eventos inde-
pendentes, temos P(A∩B) = P(A)P(B). Usando este fato na igualdade anterior ficamos
com

P(A) = P(A ∩Bc) + P(A ∩B) = P(A ∩Bc) + P(A)P(B).

Subtraindo P(A)P(B) em ambos lados da igualdade acima ficamos com

P(A)− P(A)P(B) = P(A ∩Bc) =⇒ P(A)(1− P(B)) = P(A ∩Bc)

⇓
P(A)P(Bc) = P(A ∩Bc). ■

3. (2 pts). Sejam X e Y variáveis aleatórias independentes com X ∼ Poisson(λ) e Y ∼
Poisson(µ). Mostre que X + Y ∼ Poisson(λ+ µ).

Solução. Se X ∼ Poisson(λ) e Y ∼ Poisson(µ), então

P(X = k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, 2, . . .

e

P(Y = k) =
µk

k!
e−µ, k = 0, 1, 2, . . .

Como sabemos que X e Y são independentes, podemos afirmar que para cada número
inteiro não negativo z ∈ {0, 1, 2, . . .} temos a seguinte igualdade:

P(X + Y = z) =
∞∑
k=0

P(X = k)P(Y = z − k).

Como a v.a. Y assume apenas valores não negativos, podemos garantir que P(Y = z−k) =
0, para todo k ⩾ z + 1. Desta observação, segue que o somatório acima possui apenas
z+1 parcelas não nulas. Além do mais, usando as fórmulas das funções de probabilidade
de X e Y , respectivamente, ficamos com:

P(X + Y = z) =
z∑

k=0

P(X = k)P(Y = z − k)

=
z∑

k=0

λk

k!
e−λ · µz−k

(z − k)!
e−µ

=
e−(λ+µ)

z!

z∑
k=0

z!

(z − k)!k!
· λkµz−k

=
e−(λ+µ)

z!

z∑
k=0

(
z

k

)
· λkµz−k

=
(λ+ µ)z

z!
e−(λ+µ), ∀z ∈ {0, 1, 2, . . .}. ■
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4. (2 pts). Sejam X, Y e Z v.a.’s discretas e independentes. Suponha que E[X] = E[Y ] =
E[Z] = 0 e E[X2] = E[Y 2] = E[Z2] = 1. Determine E[(X + Y + Z)2].

Solução. Aplicando a propriedade distributiva, temos:

(X + Y + Z)2 = (X + Y + Z)(X + Y + Z)

= X2 +XY +XZ + Y X + Y 2 + Y Z + ZX + ZY + Z2. (1)

Já que as v.a.’s X,Y e Z são independentes e possuem média zero, temos que os termos
cruzados como XY,XZ, Y Z também possuem média zero, uma vez que, por exemplo,
E[XY ] = E[X]E[Y ] = 0.

Tomando a esperança em ambos os lados da igualdade (1) e usando a hipótese
E[X2] = E[Y 2] = E[Z2] = 1, obtemos o resultado desejado:

E
[
(X + Y + Z)2

]
= E[X2] + E[Y 2] + E[Z2] = 1 + 1 + 1 = 3. ■

5. (2 pts). Seja (X, Y ) um vetor aleatório com distribuição conjunta dada pela tabela
abaixo.

X = 1 X = 2 X = 3

Y = 1 1
12

1
4

1
6

Y = 2 1
18

0 5
18

Y = 3 1
36

1
18

1
12

Os eventos {X = 1} e {Y = 3} são independentes?

Solução. Precisamos calcular P({X = 1} ∩ {Y = 3}), P(X = 1) e P(Y = 3).

Usando os valores da distribuição conjunta de X e Y , temos:

P({X = 1} ∩ {Y = 3}) = P
(
(X, Y ) = (1, 3)

)
=

1

36

Tomando a marginal em Y , obtemos:

P(X = 1) = P(X = 1, Y = 1) + P(X = 1, Y = 2) + P(X = 1, Y = 3)

=
1

12
+

1

18
+

1

36
=

1

6
.

Analogamente:

P(Y = 3) = P(Y = 3, X = 1) + P(Y = 3, X = 2) + P(Y = 3, X = 3)

=
1

36
+

1

18
+

1

12
=

1

6
.

Usando os valores obtidos nas três igualdades acima, podemos notar que P({X = 1}∩{Y =
3}) = P(X = 1) · P(Y = 3). Portanto, conclúımos imediatamente que os eventos {X = 1} e
{Y = 3} são independentes. ■
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