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Resumo

Nestas notas, damos continuidade ao estudo dos vetores aleatérios continuos. Co-
megamos determinando a densidade da soma Z = X + Y de duas varidveis aleatorias
conjuntamente continuas e, no caso de independéncia, obtemos a férmula da convo-
lu¢do. Como aplicacdo, mostramos que a soma de duas varidveis independentes com
distribuicdo gama de mesma taxa tem distribuicdo gama com os parametros de forma
somados, 0 que recupera, por outro caminho, a relacdo entre as fungdes beta e gama.
Em seguida, estudamos a férmula do jacobiano para a distribuicdo conjunta de um par
(U, V) = (u(X,Y),v(X,Y)), que permite transferir a densidade conjunta de (X,Y)
para o novo par por meio do determinante jacobiano da transformacao inversa. Ilus-
tramos o método com uma transformacgao que produz uma varidvel uniforme indepen-
dente de uma variavel com distribuicdo gama. A exposicao segue de perto as Segdes
6.4 e 6.5 do Capitulo 6 de [1].

1. Somas de Variaveis Aleatdorias Continuas

Nas notas de aula anteriores sobre vetores aleatérios continuos, aprendemos como descrever
a distribuigdo conjunta de um par (X, Y’) absolutamente continuo por meio de uma funcao
densidade conjunta fxy e vimos como recuperar as distribui¢oes de X e de Y integrando
a densidade conjunta em relacdo a outra coordenada. Também caracterizamos a indepen-
déncia pela fatoracao da densidade conjunta, quase em todo ponto, como o produto das
densidades marginais. Nestas notas, utilizamos essas ferramentas para responder a uma per-
gunta natural: dada uma funcao das coordenadas, como a soma Z = X + Y, qual é a sua
distribuicao? Mais adiante, trataremos do caso geral em que o par de interesse é obtido de
(X,Y) por uma transformacao (U,V) = (u(X,Y),v(X,Y)), e para isso desenvolveremos a
formula do jacobiano.

A soma de varidveis aleatorias aparece em muitas aplica¢oes e merece um estudo préprio.
Para determinar sua densidade, comegaremos calculando a funcao de distribuicao da soma.
Uma mudanca de variaveis permitira escrever essa fungdo como uma integral cuja derivada
fornece a densidade procurada. Posteriormente, usaremos mudancas de variaveis para de-
terminar a densidade conjunta de pares obtidos por transformagdes que podem depender de
formas mais gerais do vetor aleatério (X,Y).

CC BY-NC-SA 4.0- Attribution-NonCommercial-ShareAlike 4.0 International


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.pt
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.pt

1.1. A Densidade da Soma

Como a densidade de uma variavel aleatéria é, quando existe, a derivada de sua funcao de
distribuicdo, calculamos primeiro P(Z < z) e em seguida derivamos em relagdo a z. Logo
se Z =X+Y, entdo o evento {Z < z} é o mesmo que {X +Y < z}, ou seja, é o evento
correspondente ao vetor aleatério (X,Y) pertencer a regiao

A={(r,y) eR*: 2 +y < z}.

Supondo que o vetor aleatdrio (X, Y) possua uma func¢ao de densidade conjunta segue do
Teorema da Mudanga de Varidveis que a probabilidade de (X,Y") pertencer a A é a integral
da densidade conjunta sobre essa regiao. Logo

P(Z<2)=P(X+Y <2)
://Aijy(m,y)dydx.

Para calcular a integral, descrevemos A por meio das desigualdades —oco < z < oo e
—oco<y<Lz—2a.
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Figura 1: O semiplano A = {(z,y) :  + y < z}, sombreado, inclui
a reta x +y = z e se estende além da janela desenhada. Para
cada x = x, a secao vertical indicada em vermelho é dada por
—0 <YK 2T

Escrevendo os limites de integracao de forma explicita, obtemos

P(Z <z)= /_O:O /_:x fxy(z,y)dyda.

Para cada x fixado, fazemos na integral interna a substituicao v = r+y. Comoy =v—=x
e dy = dv, obtemos

P(Zgz):/oo {/Z fxy(z,v—2x)dv| dx.

—0o0 —0o0



Agora o limite superior da integral interna nao depende de z. Como o integrando é nao
negativo e mensuravel, o Teorema de Tonelli permite trocar a ordem de integracao:

4 [e.e]
P(Z <2z2)= / [/ fxy(z,v—2)dz|dv.
—0o0 — 0o
Proximo passo e calcular a derivada da expressao acima, em relacao a z. Para deixar
mais claro o argumento, denotamos a integrando mais interno da integral dupla acima por

H(v) = /oo fxy(z,v—x)d.
Logo, temos da igualdade anterior que
P(Z < 2) = / H(v) dv. (1)

A funcao H é Borel-mensuravel e nao negativa, por ser a integral de uma fungao com essas
propriedades. Além disso, quando z tende a 400, o lado esquerdo de (1) tende a 1, e portanto
[ H(v)dv =1 < oo. Assim, H ¢é integravel. Pelo teorema fundamental do calculo para a
integral de Lebesgue, a derivada da funcdo z — [* H(v)dv é igual a H(z) em quase todo
ponto. Assim concluimos que uma densidade de Z é dada por

fz(2) = /Oo fxvy(x,z—x)dr para quase todo ponto z € R. (2)

Observamos que sem hipdteses adicionais sobre a regularidade de fxy igualdade obtida
acima é valida apenas para quase todo ponto. A razao é que sé é possivel garantir a exis-
téncia da derivada do lado direito da expressao (1), com relagao a z, em quase todo ponto.
Entretanto, se fxy for uma fungao continua entao podemos afirmar que a derivada existe
em todo ponto. De qualquer maneira, como os valores de uma densidade em um conjunto
de medida nula nao alteram as probabilidades, nao ¢ necessario assumir que fxy em todo
ponto.

1.2. O Caso Independente e a Formula da Convolucgao

Um caso particular importante é quando X e Y sao variaveis aleatorias independentes. Neste
caso, a densidade conjunta se fatora, em quase todo ponto, como fxy(z,y) = fx(z) fv(v),
e a substitui¢do em (2) fornece a férmula da convolugao.

Teorema 1 (Férmula da Convolugao). Sejam X e Y varidveis aleatorias independentes e
absolutamente continuas, com funcgoes densidade fx e fy. Entao X e Y sdo conjuntamente
absolutamente continuas e a variavel aleatéria Z = X 4+ Y tem densidade dada por

fz(2) = /_O:O fx(x) fy(z —x)dx para quase todo ponto z € R. (3)

Prova. Como X e Y sao independentes e tém densidades fx e fy, o produto fx(z) fy(y)
¢ uma densidade conjunta do par (X,Y’), conforme mostramos nas notas sobre vetores con-
tinuos. Em particular, a densidade conjunta satisfaz fxy(z,y) = fx(z) fy(y) quase em
todo ponto. Substituindo essa fatoragdo em (2), obtemos (3). A alteragdo da densidade
conjunta em um conjunto de area nula nao modifica o valor da integral, o que justifica a
substituicao. [



Na linguagem da anélise, a equagao (3) diz que fz é a convolugao das fungoes fx e fy,
e escrevemos fz = fx * fy. De modo geral, a convolugao de duas fungoes integraveis f e g
¢é definida por

(f9)=) = [ f@) gz~ @) da,

sempre que a integral fizer sentido. Dizer que a densidade da soma de varidveis aleatérias
independentes é a convolugao de suas densidades é, portanto, o mesmo que dizer que a
distribuicao de X 4+ Y é determinada pela operacao acima. Voltaremos a esse ponto nos
exemplos a seguir, nos quais aplicamos a Teorema 1 a pares de variaveis aleatérias concretos.

1.3. Somas de Variaveis Gama

Exemplo 2 (Soma de Varidveis Gama Independentes). Sejam X e Y varidveis aleatorias
independentes, com X ~ Gama(s,\) e Y ~ Gama(t,\), onde s,t, A > 0. Recordamos, das
notas sobre func¢oes de distribui¢ao, que a densidade gama de parametros w > 0e A > 0 é
dada por
1
)\wxw—l 6_)‘:6,
f(w) = ¢ Tw)

0, se x <0,

se x > 0,

onde w é o parametro de forma e A é a taxa. Escrevemos Z = X +Y e vamos mostrar que Z
também tem distribuicao gama, com os parametros de forma combinados de modo natural.

Como X e Y sado independentes e cada uma delas tem densidade, segue da férmula da
convolugao, (3), que a densidade de Z é

= [ ix@fr(z - o) da. e

O integrando fx(z)fy(z — x) é nao negativo, e cada fator tem suporte restrito: fx(z) se
anula para < 0, enquanto fy(z — z) se anula quando z — z < 0, isto é, quando = > z.
Assim, para z fixado, o integrando é nulo fora do intervalo 0 < z < z. Quando z > 0
esse intervalo é nao vazio e a integral se reduz a ele; quando z < 0 o intervalo é vazio e o
integrando é nulo em toda a reta. Portanto

/OZ fx(@)fy(z —x)dx, sez>0,

0, se z < 0.

fz(z) =

Resta calcular a integral no caso z > 0. Substituindo as duas densidades,

AS S 1 7)\% . 1 )\t(Z . x)tflef)\(zf:r) dr

r (%)
— AT /Z xsfl(z . x)tflef)\xf/\(zfz) dr
['(s)T'(t) Jo
L Vi t—1
:We Z/O iUS (Z—.’L') dl’,
pois e e A% = ¢~ ¢ o fator e ** nao depende de z, podendo ser retirado da integral.
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Para calcular a integral que permanece, fazemos a substitui¢do y = x/z, ou seja, = zy,
com dx = z dy. Enquanto z percorre o intervalo (0, z), a nova variavel y percorre (0, 1), e

t—1

.flfs_l(Z _ Qf)t_l _ (Zy)s—l (Z(l _ y)> _ Zs+t—2ys—1(1 _ y)t—l‘

Multiplicando ainda pelo fator z proveniente do diferencial, obtemos

z 1
/0 ]78_1(2 . Jf)t_l dr = Zs—l—t—l/o ys—l(l _ y)t—l dy — Zs+t_lB<S,t), (5)

onde reconhecemos na tltima integral a fungao beta B(s,t), definida nas notas sobre fungoes
de distribuicao.
Reunindo os dois tltimos passos, concluimos que, para z > 0,

fZ(Z) — CZS+t_1€_>\Z, (6)
em que a constante C' é dada por
)\s—i—t
= ——— B(s,t).
“= (e 7Y

Para identificar C, usamos a relacao beta—gama demonstrada nas notas sobre fungoes de
distribuicao, segundo a qual
['(s)0(t)
[(s+1t)
para quaisquer s,t > 0. Substituindo essa expressao em C, os fatores I'(s) e ['(t) se cancelam
e obtemos

B(s,t) =

/\s+t
I'(s+1t)
Portanto
_ Nsttgsti=le=Az = ge 2 > (),
fz(z) ={ (s +1)
0, se z < 0.

Comparando com a densidade gama, reconhecemos em f; a densidade de parametros s + t
e \. Segue que
X +Y ~ Gama(s +t,\).

Em palavras: a soma de duas variaveis independentes com distribuicao gama de mesma taxa
tem distribuicdo gama cujos parametros de forma se somam, com a taxa preservada.

O calculo acima também fornece uma maneira indireta de calcular B(s,t). Vamos
imaginar que nao conhecemos a relagdo beta—gama. Poderiamos, neste caso, determi-
nar C' exigindo que a densidade em (6) tenha integral 1. Isto forga a seguinte igualdade
C = XM /T'(s +t). Comparando esse valor com a expressio C' = NT'B(s,t)/(I'(s)I'(t))
obtida acima, poderiamos concluir que

L(s)I'(t)

B(s,t) = T(stt)

isto é, o argumento de convolucao reobtém a relagao beta—gama.



1. As varidveis aleatorias X e Y tém funcao densidade conjunta dada por

(x+y)e ™Y, sex>0ey>0,

N[ =

fxy(z,y) =

)

, caso contrario.

Determine a fun¢ao densidade de X + Y.
2. Sejam X e Y variaveis aleatérias independentes com distribuicdo qui-quadrado com m
e n graus de liberdade, respectivamente. Mostre que X + Y tem distribuicdo qui-quadrado
com m + n graus de liberdade.

Recorde, das notas sobre fungoes de distribuicdo, que a distribui¢cao qui-quadrado com n
graus de liberdade é a distribui¢cdo gama com pardmetros de forma n/2 e de taxa 1/2.
3. Sejam X e Y varidveis aleatorias independentes, cada uma com distribuicado normal pa-
drao, isto é, com média 0 e variancia 1. Determine a distribuicao de X + Y.

2. Mudanca de Variaveis

A seguinte situacao ocorre com frequéncia na Teoria de Probabilidade. Sejam X e Y variaveis
aleatérias e sejam u, v : R? — R funcdes. O que podemos dizer sobre a distribuicao conjunta
do vetor (U, V') de variaveis aleatérias definido por

U=uX)Y), V=uXY)?

Esta é a pergunta que orienta a presente se¢ao. Vamos apresentar uma resposta para o caso
em que X e Y sao conjuntamente absolutamente continuas e as fung¢oes u e v satisfazem
certas condi¢bes que permitem recorrer a teoria usual de mudanca de variaveis dentro de
uma integral.

2.1. O Jacobiano

Seja T a aplicacdo de R? em R? dada por T'(x,y) = (u,v), onde u = u(z,y) e v = v(z,y), e
suponhamos que T seja uma bijecdo entre um dominio D C R? e um contradominio S C R?.

UA
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Figura 2: Representacao esquematica de uma bijecdo T': D — S
entre duas regides do plano e de sua inversa 77! : S — D.



Nesse caso, podemos inverter 17" e obter uma bijecio T-! : S — D. Isto é, para cada
(u,v) € S existe um tnico ponto (z,y) =T !(u,v) em D, e escrevemos

x = z(u,v), y = y(u,v).

O jacobiano de T~! é definido como o determinante

or 0
ou v Ordy 0Oyox

J(Uﬂ’)— @ @ —%%—%%7 (7)
ou ov

e supomos que essas derivadas parciais existem e sdo continuas em todos os pontos de S.
A teoria padrao das integrais multiplas nos diz como efetuar uma mudanga de varidveis
dentro da integral. Se g : D — R é uma fungio integravel, entao

g(z,y)dxdy = g(:zc(u, v),y(u, v)) | J(u, v)| dudv (8)
1, T
ou equivalentemente,

//Tl(s)g(q:,y) dx dy = //Sg(:z:(u,v),y(u,v)) |J (u, v)| dudv (9)

A presenca do fator |J(u,v)| nessa formula se explica da seguinte maneira: o valor ab-
soluto do determinante jacobiano mede a dilatacao local de area produzida pela aplicacao
inversa T!. Em outras palavras, um retangulo infinitesimal de 4rea dudv em torno do
ponto (u,v) € S é levado por T~! a uma regido infinitesimal em torno de (z,y) = T~ (u,v)
cuja drea ¢ |J(u,v)|dudv. Esse é o motivo pelo qual a integral sobre A se transforma na
integral sobre T'(A) mediante a multiplicacdo do integrando pelo fator |J(u,v)].

Up
Yp
T-1 (U, ’U)
/_\\
= : | e
(SL’, y) o - >
“r au “u
Area ~ |J(u,v)| dudv Area = dudv

Figura 3: Dilatacao local de 4rea pela aplicacao inversa T-!. O
quadrilatero de lados curvos representa a imagem do pequeno re-
tangulo; a razao entre as areas tende a |J(u, v)| quando o retangulo
encolhe em torno de (u,v).



No caso unidimensional, onde T : [¢,d] — [a,b] é uma funcdo estritamente crescente e
diferencidvel, a formula (9) se reduz a conhecida férmula de substituigdo simples

T-1(b) b

[ g@yde= [ Cg(tydt= [ g(T ) (T (w) du,
T=1([a,b]) T-1(a) a

o que ajuda a fixar a interpretacao do jacobiano como fator de escala local. A seguir, vamos

combinar (8) com a probabilidade de regioes borelianas, estudada nas notas sobre vetores

continuos, para transferir a densidade conjunta de (X,Y’) para a densidade conjunta de

(U, V).

2.2. A Formula do Jacobiano

Teorema 3 (Férmula do Jacobiano). Sejam X e Y varidveis aleatérias conjuntamente con-
tinuas, com funcao densidade conjunta fxy, e seja D = {(z,y) : fxy(z,y) > 0}. Suponha
que a aplicacdo T' : D — S seja uma bijecdo de D sobre um conjunto S C R2, dada por
T(z,y) = (u(z,y),v(z,y)) e que T~! tenha derivadas parciais continuas em S, satisfeitas
as condic¢oes de regularidade que garantem a validade da féormula de mudanca de variaveis
(8) (por exemplo, quando o jacobiano J definido em (7) nao se anula em S). Entao o par
(U, V) = (w(X,Y),v(X,Y)) é conjuntamente continuo e sua fun¢do densidade conjunta é
dada por

fxy (x(u,v),y(u,v)) |J(u,v)|, se (u,v) €S,

0, caso contrario.

fov(u,v) = (10)

Prova. Vamos mostrar que a funcao h definida por

ny(;E(u,v),y(u,v)) |J(u,v)|, se (u,v) €S,

0, caso contrario,

h(u,v) =

é uma fungao densidade conjunta para (U,V). Primeiro observamos que (X,Y’) assume
valores em D com probabilidade um, pois fora de D a densidade fxy se anula. Como T'
leva D sobre S, segue que (U, V) = T(X,Y) assume valores em S com probabilidade um, de
modo que nao hé massa de probabilidade de (U, V') fora de S. Além disso, h é ndo negativa,
pois fxy = 0 e |J| > 0, e é Borel-mensuravel, pois fxy ¢ Borel-mensuravel e z, y e J
sao continuas em S. Resta verificar que h reproduz, por integragao, as probabilidades dos
eventos que envolvem (U, V).

Seja B C S um boreliano e defina A = T~!(B), de modo que A C D e T(A) = B. Como
T—! ¢ continua segue que A é um boreliano de R%. Vamos relacionar as probabilidades dos
dois eventos por meio da bijecao. Para todo w no espaco amostral temos

(X(w),Yw) €A = T(Xw),Yw)eT(A) =8,
isto é, (X,Y) € A se, e somente se, (U, V) € B. Logo,
P((U,V) € B) =P((X,Y) € A). (11)

Ja que o vetor (X,Y) possui densidade conjunta podemos afirmar que o lado direito da
igualdade acima é dado por

IP’((X, Y) e A) = //A fxy(x,y)dz dy.
8



Agora aplicamos a férmula de mudanga de varidveis (8) a integral que aparece no lado direito
da igualdade acima, com a funcao integravel sendo fxy e T(A) = B. Como J ¢ o jacobiano
da inversa 7!, temos

//Afx,y(a:,y)dxdyz//fo,y(:c(u,v),y(u,v))|J(u,v)|dudv://Bh(ujv)dudv‘

Reunindo as duas igualdades, obtemos

P(@LVUEEB)zz/KJKuJOdudU

para todo boreliano B C S. Essa é exatamente a propriedade que caracteriza h como
densidade conjunta de (U, V), e isso conclui a prova de que o vetor aleatério (U, V') possui
densidade conjunta. [ |

A identificagdo da densidade em (10) é feita a menos de conjuntos de medida nula. De
fato, duas fungoes nao negativas que coincidem em quase todo ponto produzem as mesmas
integrais sobre qualquer boreliano e, portanto, as mesmas probabilidades. Assim, a igualdade
P((U,V) € B) = [[z h nao distingue duas densidades que difiram apenas em um conjunto de
medida nula. A escolha em (10), que atribui o valor 0 fora de S, é a representagao canoénica
dessa classe.

Exemplo 4 (Transformagao com Jacobiano e uma Uniforme). Suponha que X e Y tenham
funcao densidade conjunta

e Y sex,y >0,
fxy(z,y) = (12)

0, caso contrario,

e defina
X

X+Y'

Vamos determinar a densidade conjunta de (U, V') e a densidade marginal de V.

U=X+Y, V=

Solugao. A transformacao deste exemplo é T'(x,y) = (u(z,y), v(x,y)), dada por

T
x—i—y'

u(z,y) =r+y, v,y = (13)

Para usar a férmula do jacobiano, Teorema 3, precisamos primeiro verificar que 7' é uma
bijecao de D = {(z,y) : z,y > 0} em S = {(u,v) :u >0, 0 <v < 1}.



Figura 4: A transformacao T'(z,y) = (x +y, * )
r+y

Vamos comegar mostrando que a aplicagdo T' leva o conjunto D no conjunto S, isto é,
T(D) C S. De fato, para quaisquer x,y > 0, temos

O<z+y=u e 0<v= <1,

r+vy

Logo T'(D) C S.
Nosso proximo passo serd mostrar que T(D) = S e que T é bijetiva. De fato, dado
(u,v) € S, o sistema formado pelas duas equagdes em (13) tem solugdo unica

r = uv, y =u(l —w). (14)

Para verificar que esta afirmacao ¢ verdadeira, primeiro observamos que

T

u=zx+y e v= — z=v(r+y)="u

T4y
Substituindo em u = x + y, o resultado da ultima igualdade acima concluimos que
y=u—x=u—uv=u(l—0v).

Comou>0e0<v<1,seguequex=uv>0ey=u(l—v)>0,ouseja, (z,y) € D. Isto
mostra que a aplicagao

T Hu,v) = (uv, u(l —v))
envia o conjunto S em D. Além do mais, segue das igualdades acima que ToT ! (u,v) = (u,v)

e T 'oT(z,y) = (z,y) e portanto T~ é de fato a inversa de T

O determinante jacobiano de T~' é o determinante da matriz das derivadas parciais de
x=z(u,v) ey =y(u,v), em relagdo a u e v:

or o
ou Ov v u

J(u,v) = = = —uv —u(l —v) = —u.
@ @ l—v —u
ou ov
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Portanto |J(u,v)| = u em todo ponto de S, ja que u > 0.

Podemos agora aplicar a férmula da densidade transformada, (10), segundo a qual

fov(u,v) = fxy (m(u,v),y(u,v)) ’J(u,v)‘.

Para (u,v) € S, as relagoes (14) ddo z = uv > 0 e y = u(1l —v) > 0, de modo que o fator
e *¥ em (12) vale

—u(l—v) —u

e =e"e =e

Multiplicando pelo jacobiano, obtemos
ue ™ seu>0el<ov<l,
ny(u, ’U) == (15)

0, caso contrario.

Vamos calcular a densidade marginal de V. Pela definicio de densidade marginal, inte-
gramos (15) em relagdo a u. O integrando é nulo fora de u > 0, o que justifica reduzir a
integral a esse intervalo:

@) = [ fu(uv)du

(o]

/ ue “du, sel<wv<l,
0

0, caso contrario.

A integral que aparece é I'(2) = 1! = 1, conforme a definigao da fun¢ao gama nas notas sobre
funcoes de distribuicao. Logo

1, se0<wv<l,
fv(v) = (16)

0, caso contrario,

o que mostra que V' tem distribui¢do uniforme no intervalo (0, 1).

De modo andlogo, a marginal de U vem de integrar (15) em relagao a v, com v percorrendo
(0,1):

1
fu(u) = / ue “dv=ue", u > 0.
0

Comparando com a densidade gama daquelas notas, com parametros de forma 2 e taxa 1,

cuja expressao é ﬁ u?>~le ™ = ue ™ para u > 0, concluimos que U tem distribuicdo gama
com pardmetros 2 e 1. Além disso, como (15) se fatora no produto da marginal (16) com a

marginal de U, isto é,

fov(u,v) = fu(u) fv(v) para todo (u,v) € R?,

segue que U e V sdo independentes. Em particular, reobtemos que X +Y e X/(X +Y) sdo
independentes, com X + Y gama de pardmetros 2 e 1 e X/(X +Y) uniforme em (0, 1).
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4. Sejam X e Y variaveis aleatorias independentes, cada uma com distribuicdo normal de
média y e varidncia 0. Determine a fungao densidade conjunta do par (U, V), em que

U=X-Y e V=X+Y.
As variaveis aleatérias U e V' sao independentes?

5. Sejam X e Y varidveis aleatérias com funcao densidade conjunta

ie’%(‘”y), sex>0ey>0,

flz,y) =
0, caso contrario.
Mostre que a funcao densidade conjunta do par (U, V), em que
1
¢é dada por
e v se (u,v) € A,

N[

fU,V(u7 U) =
0, caso contrario,

em que A é uma regiao do plano (u,v) que deve ser determinada. Deduza que U tem
distribuicao exponencial bilateral, com fun¢do densidade

1
fo(u) = 56_|U| para todo u € R.

6. Sejam B e (' variaveis aleatorias independentes, cada uma com distribui¢ao uniforme no
intervalo [—1, 1]. Calcule a probabilidade da equagao quadrética aleatéria

224+ Bz+C=0

possuir duas raizes reais, admitindo a possibilidade de uma raiz dupla. Use o discriminante
A = B? — 4C e siga as etapas:

1. Considere a transformagao T'(z,y) = (u(z,y), v(z,y)) induzida por U = Be V =
B? —4C'. Determine sua inversa e a imagem S do quadrado (—1,1) x (—1,1) no plano
(u,v), esbogando essa regiao.

2. Calcule o jacobiano da transformagao inversa. Use que a densidade conjunta do vetor
aleatério (B, (') é 1/4 no quadrado para obter a densidade conjunta de (U, V) em S.

3. Expresse o evento de a equagao ter raizes reais em termos de (U, V) e calcule sua
probabilidade integrando a densidade transformada sobre a parte correspondente de
S. (Sugestdo: note que |u| < 1 implica u> —4 < 0, o que determina o limite inferior
de integracao em v.)

4. Como conferéncia, calcule diretamente, no plano (b,¢), a drea da regiao {(b,c) €
(—1,1)% : ¢ < b*/4} e conclua que a probabilidade, dada pela razao entre essa drea e a
area 4 do quadrado, é 13/24.
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