Departamento de
Matematica

B UnB

O Teorema Ergdédico de Birkhoff e Aplicacoes

L. Cioletti
Marco de 2026

Resumo

Nestas notas, apresentamos uma demonstracao detalhada do Teorema Ergddico de
Birkhoff e algumas de suas aplicagbes. O texto é focado na convergéncia das médias
temporais, tanto no sentido da norma LP quanto em quase todo ponto, para o contexto
de dindmicas que preservam medida em espacos de medida o-finitos.

A prova da convergéncia em quase todo ponto segue o roteiro classico baseado nas
desigualdades maximais. Para fornecer uma intuicdo geométrica da convergéncia em
norma, incluimos também a demonstracao do Teorema Ergddico de von Neumann em
L?, que aborda o problema de um ponto de vista um pouco mais geométrico usando a
teoria de espacos de Hilbert. Como aplica¢des, demonstramos o Teorema de Borel sobre
a equidistribuicao dos digitos na expansao binaria de um nimero real tipico e estabe-
lecemos, para dindmicas que preservam medidas de probabilidade, uma caracterizacao
da ergodicidade em termos da convergéncia no sentido de Cesaro de u(77"(A) N B)
para, u(A)u(B).

Ressaltamos que este é um texto de carater expositivo cujo principal objetivo é
apresentar, de forma didética, clara e rigorosa, esse importante resultado a estudan-
tes que estao iniciando seus estudos em Teoria Ergddica. A exposicdo é baseada em
referéncias cldssicas como [4, 5].

1. Introducao e Algumas Notacoes Basicas

O primeiro grande resultado em Teoria Ergodica foi demonstrado em 1931 por G. D. Birkhoff.
Este resultado ¢ conhecido hoje em dia como Teorema Ergddico de Birkhoff. Neste texto
vamos apresenta-lo no contexto de transformagoes que preservam medida em um espaco de
medida o-finita.

Antes de prosseguir, lembramos que uma medida o-finita definida sobre um espaco men-
suravel (X, %) ¢ uma funcdo de conjuntos u : & — R U {oo} satisfazendo

. u(@)=0;

e w(Upy Bn) = > u(By) se B, N By, = &, para todo m # n;
n=1

« existe uma cole¢ao enumerével {A, },en de elementos de # com p(A,) < oo, para todo
neNelU,enAn =X.
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A medida de Lebesgue em (R", Z(R")) fornece um exemplo muito importante de medida
o-finita. Naturalmente, toda medida de probabilidade é o-finita.

Ao longo deste texto, utilizamos as seguintes notagoes e convengoes. A tripla ordenada
(X, A, 1) denota um espago de medida o-finita. Se T': X — X denota uma fungao definida
em X e tomando valores em X e n € NU {0} um inteiro ndo-negativo, denotamos por 7™
a n-ésima iterada de T' (com a convengdao T° = Id). Como de costume, usamos a notagio
T-"(E)={x € X :T"(x) € E} para a imagem inversa, por 7", do conjunto £ C X.

Defini¢ao 1 (Transformagoes que Preservam Medida). Sejam (X, %, 1) um espago de me-
dida o-finita. Dizemos que uma transformacao 7" : X — X é mensuravel se, para todo
B € A, temos que T (B) € . Se T : X — X é uma transformagao mensurével e satisfaz

uTH(B)) =u(B), VBEZ,

entao dizemos que 7' é uma transformacao que preserva medida.

Exemplo 2. Sejam N o conjunto dos niimeros inteiros positivos e X = {0, 1} o espago
produto equipado com sua o-algebra produto usual, que serd denotada por #. Seja v uma
medida de probabilidade arbitraria definida sobre o conjunto das partes de {0, 1} e considere
a medida produto definida sobre (X, %) e dada por

IUEHI/]-, onde v; =v VjeN.
jEN

Considere a transformagao 7' : X — X, denominada descolamento para a esquerda (ou
simplesmente “shift”), definida para cada x = (21,2, 3,...) € X por

T(Zlfl, T9,Ts3, .. ) = (l’g, I3, .. )

Afirmamos que T é uma transformagao que preserva medida no espaco de probabilidade
(X, A, ). Para provar essa afirmagao, comegaremos mostrando que 7' é uma transformagao
mensuravel. Para isso, é suficiente mostrar que a imagem inversa de um conjunto cilindrico
em X é também um conjunto cilindrico. Ja que a o-dlgebra produto Z é gerada pelos
conjuntos cilindricos de X da forma

lai,ag,...,ap) ={r e X 2, =0a;,j=1,...,n},
onde (ay,...,a,) ¢ um elemento fixado de {0, 1}", a mensurabilidade de T" segue diretamente
da igualdade abaixo:
T Yay,as,...,a,]) = [0,a1,a9,...,a,) U[l,a1,as,...,a,) (1)

Agora vamos mostrar que a transformacao T preserva medida no espaco de probabilidade
(X, A, ). Primeiro, observamos que segue diretamente da definigdo da medida produto que

w(lar,ag, ... a,)) =v({ar}) ... - v({an}).



Agora, usando as duas igualdades anteriores e o fato que a unido que aparece em (1) é
uma uniao de conjuntos disjuntos, podemos concluir que vale a seguinte igualdade

p(T 7 (ar, a2, anl)) = ([0, 01,02, .. @] U1, a1, 00, ., )
= ([0, 01,0z, an)) + p([l, 01,02, ... ay])
v{Ohr({ar}) .- v({an}) + v({1Hv({a}) - .- v({an})
(v{o}) +v({1) - v({ar}) ... - v({an})
=v({m}) ... v({an})

= u([al,ag, .. ,an]),

para todo conjunto cilindrico da forma [ay,as, ..., a,]. J& que a cole¢ao de tais conjuntos
cilindricos forma um 7-sistema que gera a o-algebra produto, segue do Teorema 7\ de
Dynkin que g o T~! = u. Consequentemente, concluimos que 7' é uma transformacao que
preserva medida no espago de probabilidade (X, %, u).

O leitor mais atento deve ter observado que a transformacao T deste exemplo age pre-
servando medida em uma quantidade infinita de espagos de probabilidade distintos, ja que
temos infinitas possibilidades de escolhas distintas para a medida v que define a medida
produto considerada neste exemplo.

Defini¢ao 3 (Transformacgao Ergédica). Seja (X, %, 1) um espago de medida o-finito e
T : X — X uma transformacao mensuravel. Dizemos que T' é ergddica se para todo E € £
satisfazendo T—!1(E) = E, temos u(E) = 0 ou u(E°) = 0.

Uma observacao importante é que quando estamos trabalhando com transformacoes que
preservam medida no contexto de espagos de probabilidade é mais comum definir transfor-
magoes ergddicas como sendo aquelas satisfazendo: para todo F € £ tal que T™'(E) = E,
temos ;(E) = 0 ou u(E) = 1. E claro que a condicdo que aparece na Definicio 3 coincide
com esta que acabamos de apresentar, quando u(X) = 1. Em alguns dos exemplos des-
tas notas vamos trabalhar com espacos de probabilidade e eventualmente usar esta outra
maneira de caraterizar transformacoes ergodicas.

Sejam T uma transformagao que preserva medida definida sobre um espago de probabili-
dade (X, %,u) e f € LN X, 2B, ). Definimos a média temporal de f em z € X pela seguinte

expressao
1"z 1
1 i o .
nh—>Holo - Z F(rY( se o limite existir.
As vezes, chamamos de média espacial (ou média no espago de fase) de uma fungéo f: X —
R U {+£o0} a seguinte integral de Lebesgue

/ fdpu, caso exista.
X

Uma das importantes conclusoes do Teorema Ergddico de Birkhoff (Teorema 4) é que para
cada f € L'(X, %, u) fixada, essas médias sdo iguais u-qtp se T' é ergddica. Reciprocamente,
se para toda f € L'(X, %, ) as médias espacial e temporal de f coincidem, p-q.t.p, entao
T é uma aplicagao ergddica sobre (X, A, ).



2. O Enunciado do Teorema Ergédico de Birkhoff

Teorema 4 (Teorema Ergédico de Birkhoff). Sejam (X, %, 1) um espago de medida o-finito,
T: (X, %, 1) — (X, %, ) uma transformacao que preserva medida e f € L*(X, %4, ). Entao
existe uma funcgio mensuravel f* € L'(X, %, u) tal que

n—1
Jim i Z f(T'(x)) = f*(x)  n—atp. (2)

A fungao f*: X — RU{£o00} é A-mensuravel e satisfaz a identidade f*o T = f* u-qtp.
Além do mais, para todo W € 2, satisfazendo

T W)=W e puW)<+oo temos que /W frdu = /W fdpu.

Observagao. No caso em que (X, %, ) é um espaco de medida finito e T' é ergddica,
podemos tirar as seguintes conclusdes. Primeiro, do Teorema FErgodico de Birkhoff segue
que para cada f € LY(X,%,u) temos f*oT = f*, u-qtp. Fazendo uma simples adaptacio
do Teorema 1.6 (pdgina 28) em [5], considerando a medida de probabilidade £ > E — £ ((f;))
e levando em conta a observacao anterior, podemos garantir que f* é constante pu-qtp. Ja
que estamos assumindo que p(X) < 0o, segue da tltima conclusdo do Teorema Ergddico de

Birkhoff que
1
— d — qtp.
X)/Xf o p—gtp

No caso particular em que (X, %, ) é um espago de probabilidade e T' é ergbdica, temos
diretamente da observagao anterior, para todo f € L*(X, %, u),

1"
hm*ZfTZ /fd/t, /1 — qtp.

n—oo n,

Apresentaremos a demonstragao do Teorema Ergodico de Birkhoff na Se¢ao 5.2. Antes
vamos mostrar algumas de suas aplicacoes.

3. Aplicacoes do Teorema Ergddico de Birkhoff

3.1. Frequéncia Assintotica de Visitas a Conjuntos Mensuraveis

Seja (X, A, 1) um espago de probabilidade e seja T: X — X uma transformagao que preserva
medida. Dado E € %, podemos perguntar: com que frequéncia os elementos da érbita de
um ponto z € X, isto é, {z,T(z), T*(z),...} “entram” no conjunto E? Mais precisamente,
podemos determinar algum dos seguintes valores:

1 1
lim inf ;Card({x, T(x),... T" Y(2)}NE) ou limsup —Card({x,T(z),... T" '(z)} N E).
n—00 n—oo T

Claramente, temos T"(z) € E se, e somente se, xg(T*(z)) = 1, de modo que o niimero
de elementos de {z,T(x),...,T" *(x)} que pertencem ao conjunto E, pode ser dado pela
seguinte expressao

Card({z,T(x),...T" H2)}NE) = ZXE (T*(z



Observe também que a quantidade relativa de elementos da érbita de x € X que pertencem
ao conjunto F ¢ dada pela seguinte expressao

1 n—1

2 Xe(T )

J& que (X, B, 1) ¢ um espaco de probabilidade, entdao xg € L'(X, %, 1) assim se assumimos
que a aplicagao T é ergddica, entao segue do Teorema Ergddico de Birkhoff que

1 n—1 ] oo i
= xp(T'(x) —= / Xpdp = / xedp = u(E),  p—qtp.
n = X X

Logo, a orbita de quase todo ponto de x € X, visita o conjunto E' com frequéncia relativa
assintdtica igual & p(F).

3.2. Frequéncia dos Digitos na Expansao Binaria

A seguir, ilustramos como o Teorema ergddico pode ser aplicado para obter alguns resultados
mais simples em Teoria dos Nimeros. Primeiro vamos precisar de um resultado auxiliar cujo
enunciado é apresentado abaixo.

Considere o espaco de probabilidade ([0, 1), %, ), onde Z denota a o-dlgebra de Bo-
rel de [0,1) e A a medida de Lebesgue sobre o intervalo semi-aberto [0,1). Considere a
transformagao 7': [0,1) — [0, 1) dada por

T(x) =2z mod 1

1 1 x
2

Mostramos em [1] que a transformagao 7' é uma transformacao que age em ([0, 1), 4, \)
preservando a medida . A seguir, mostramos um fato ainda mais forte que T' é, de fato,
uma transformagao ergodica.

De fato, seja f € L?([0,1), %, )), e suponha que (f o T)(x) = f(x) M-qtp. Como toda

funcao f € L?([0,1), %, \) admite uma representacao em série de Fourier, temos

f: Zf(n)%"w

nEL

onde

ey = e fm) = [ @) e i)



Ja que T'(x) =2z mod 1 e f = foT Aqtp, segue diretamente do Teorema da Mudanga
de variaveis que

flon) = (FoT)(2n) = [ F(T (@) e a(r)

:/ 2ZE —2mi2nx d)\ _|_/ Z.T— 1) —2mi2nx d)\( )

72m'nx d)\(l')

|
\

f(n), Vn € Z.

Iterando a igualdade acima, podemos garantir que f (n) = f (2%n), para todo k > 1. Pela
Identidade de Parseval, sabemos que f(m) — 0 quando |m| — oo. Desta forma, podemos
concluir que os coeficientes

A

f(n) = lim f(2Fn) =0, Vn € Z\ {0}.

k—o00

Portanto f = f (0) em L?([0,1), %, \) e consequentemente f ¢ constante A\-qtp. Aplicando

novamente o Teorema 1.6 (pagina 28) em [5] concluimos finalmente que 7' é ergddica.
Teorema 5 (Teorema de Borel sobre Numeros Normais). Considere o espago de probabili-
dade ([0, 1), %(]0,1)), A), onde A denota a medida de Lebesgue em [0, 1). Para cada x € [0, 1)
seja {dk(z) }ren a sequéncia dos digitos de = na base 2, isto é, di(z) € {0,1}, para todo k € N
e vale a seguinte igualdade

. dp(x)  di(z)  da(x)  ds(x)

= = e Vz € |0,1).
$k:12k 5 T2 Tt T ze0,1)

Entao quase todo nimero em [0, 1), com respeito a medida de Lebesgue, é normal na
base 2, isto é, para A-quase todo ponto x € [0, 1), a frequéncia dos digitos 0 ou 1 na expansao
bindria de z ¢ igual a . Mais precisamente, fixado j € {0,1} (conjunto dos digitos) existe
o limite abaixo e vale a igualdade

Lim nCard({k‘ e{1,2,...,n}:di(x) = j}) = ;, A — qtp.
Prova. SejaT: [0,1) — [0, 1) definida por T'(x) = 2z mod 1. Sabemos que 7" preserva a me-
dida de Lebesgue A e como mostrado acima esta transformacao é ergddica em ([0,1), B, ).
Outro fato bem-conhecido é que existe um conjunto Y C [0, 1) tal que cada ponto = € Y pos-
sui uma tnica expansao bindria. Além do mais, podemos verificar que Y tem complementar
enumeravel, portanto A(Y) = 1.

Também tem probabilidade um o conjunto de todos pontos que possuem expansao bina-
rias tnicas e todos seus iterados também possuem expansao binaria inica. De fato, considere
o conjunto

7 = UT ([0,1)\ Y).



Pela o-aditividade da medida de Lebesgue e pelo fato de T ser uma transformacao que
preserva esta medida, entdo podemos verificar que A\(Z) = 0. De fato,

A(Z—A(UT‘”Ol\Y) Z)\ T7"([0,1)\ Y)) ZAOl\Y)—O

Note que z € [0,1) \ Z se, e somente se, x € Y e todo ponto da érbita de z também estd em
Y, isto é, T"(x) € Y, para todo n € NU {0}.

J4 que o ponto = 1/2 ndo possui expansio bindria tnica, temos que (1/2) € [0,1)\ Y.
Além do mais, este é o inico ponto onde a aplicagao T nao é continua. Logo para todo ponto
z €[0,1)\ Z da forma x = a1 /2 + ay/2% + ..., temos que = # (1/2) e da definigao de T que

ai ag 2
T(x):T<2+22+23+ >=2+2+ e T(x)eY.

Considere a fungao f :[0,1) — R dada por
f(x) EX[%71)($), Vo € [0,1).

Pelas observacoes acima, pela definicao de f e pelas propriedades elementares de séries
geométricas temos para todo z € [0,1) \ Z que

i Q41 Q42 I, seay1=1;
T (1)) = ( + + ... ) =
Logo, se x € [0,1) \ Z, o ntimero de 1’s nos primeiros n digitos da expansao diadica de x é
dado pela seguinte expressao

n—1

Card({k € {1,2,...,n} : d(z) = 1}) = > f(T'(x)).

1=0

Dividindo ambos os lados dessa igualdade por n e aplicando o Teorema Ergddico de Birkhoff,
obtemos

= S 1
—ZfT X[s l)d)\:f A — qtp.
[0,1) 12~ 2
Como Z é um conjunto de medida de Lebesgue nula, segue da expressao acima que a
frequéncia de 1’s na expansao bindria de quase todo ponto em [0,1) é % Analogamente,
mostramos que a frequéncia dos digitos 0’s ¢é igual a % |

O Teorema Ergodico de Birkhoff também pode ser aplicado para obter outros resultados
em teoria dos nimeros. Alguns sdo obtidos em [2; 3].



3.3. Convergéncia das Médias Temporais em L”

Nesta subsecao vamos mostrar como obter a convergéncia das médias temporais no sentido
LP  a partir do Teorema 4 que garante a convergéncia das médias temporais em quase todo
ponto.

Corolario 6 (Teorema Ergédico L? de Von Neumann). Sejam 1 < p < oo, T : X — X uma
transformagao definida sobre um espago probabilidade (X, 4, 1) que preserva medida. Para
cada f € LP(X, A, 1), existe f* € LP(X, B, u) satisfazendo f*oT = f* u-qtp e

lim = 0.
n—oo

1n,1 )
*ZfOTz—f*
[y

P

Prova. Se ¢ : X — R é uma fungao limitada e mensuravel, entao g € LP(X, %, 1) para
todo p € [1,4+00]. Pelo Teorema Ergddico de Birkhoff, temos que

n—1

lim =3 o(T's) =g(a) i a,

Claramente, g* € L>®(X, A, i) e consequentemente g* € LP(X, A, 1). Além disso, segue da
continuidade da aplicacao x — xP que

. 1TL1 ;
Hm, |y 2 9(T7w) = 9"()

=0, H— qtp.

Da desigualdade triangular, e da monotonicidade do mapa x —— 2P em [0, +00) segue
que para p-qtp x € X temos

1 n—1 ] p 1 n—1 p
~>_ 9(T"x) = g*(x) ‘ Y 19(T'2) [+ |g*(@)]] < Mlglloo + lgllool” = 27 [|gl|%
=0 =0

Portanto, segue das observacoes acima e do Teorema da Convergéncia Dominada, que

i, =0 3)

1n71 )
7ZgoTz_g*
" iZo

p

Por questao de simplicidade, dada uma funcao genérica g: X — RU {—o00, 400} vamos
denotar por

Z g(T'(x)), Vo e X,

=0

1%
Snlg, T = -
(0.7)w) =
Da igualdade (3) segue que {S,(9,7") }nez, ¢ uma sequéncia de Cauchy em LP(X, 4, p).
Portanto, dado ¢ > 0, existe algum nimero natural N(g, g) tal que, para todo n > N(e,g)
e k € N, temos

1n—1 ] 1 n+k—1 )
— T8 — —— T <e. 4
nggo ——? ;0 go 3 (4)

p



O préximo passo é mostrar que se f € LP(X, A, i), entdo {S,(f,T)}nez, € uma sequéncia
de Cauchy em LP(X, %, ). Primeiro, observamos que segue diretamente da desigualdade
triangular que para quaisquer f,g € LP(X, A, )

1Su(f =9, Dlly < [If —gll,  VneZy. (5)

Dado € > 0, sabemos que, usando truncamentos, segue de uma aplicacao do Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue que podemos encontrar uma fung¢ao g € L™ (X, %, i)
tal que || f — g||, < €/4. Aplicando novamente a desigualdade triangular e em seguida, as
desigualdade (3) e (5) temos a seguinte estimativa

19 (f; T) = Snaw(f; T)llp < [1Sn(f, T) = Sulg, T)llp + [190(9, T) = Sntr(9, Tl
+ ”Sn-‘rk(gv T) - Sn-f-k(fv T)Hp

<Z+%+Z:s, Vn 2 N(e/2,9) e k>0

Portanto, {S,,(f,T)}nez, € uma sequéncia de Cauchy em LP(X, %, ;1) e, consequentemente,
1Sn(f, T) — L(f)||, = 0, para alguma funcao L(f) € LP(X, %, p).

Para finalizar precisamos mostrar que L(f) = f* (a func¢do limite fornecida pelo Teo-
rema Ergddico de Birkhoff). De fato, observe inicialmente que como g é uma medida de
probabilidade, entdo segue da desigualdade de Lyapunov que para todo p € [0, o], temos
fell(X, B, u) = fe L' (X, %, ). Desta forma para qualquer que seja f € LP(X, %, i)
podemos aplicar o Teorema Ergodico de Birkhoff, e assegurar que existe algum subconjunto
Z(f) = Z C X com pu(Z) = 0 tal que S,(f,T)(z) — f*(z), quando n — oo, para todo
z € X \ Z. Por outro lado, como {S,(f,T)}nez, converge para L(f) em LP(X, %, 1) sa-
bemos que existe uma subsequéncia S, (f,7) que converge p-qtp para L(f), ou seja, para
algum subconjunto W C X de medida p-nula temos que

im 5, (£ T)@) = L), Vo€ X\
Desta forma temos para todo z € X \ (Z U W) temos
£*(a) = lim Sy, (£.7)(x) = L(f)x).

O que mostra que L(f) = f* p-qtp. [ |

3.4. Ergodicidade e Independéncia Assintética no Sentido de Cesaro

O proximo corolario fornece outra forma da definir a nocao de ergodicidade. Este resultado
ilustra o poder do teorema ergddico, pois ao supor que 7' é ergddica em (X, A, 1), podemos
concluir do Teorema 1.5(iv) da referéncia [5] que para todo A, B € % com u(A) > 0,
u(B) > 0, existe algum n > 1 com p(T-"AN B) > 0. Além disso, segue do préximo
resultado que a sequéncia u(T~™A N B) converge, no sentido de Cesaro, para u(A)u(B).

Corolario 7. Sejam (X, %, 1) um espago de probabilidade e T: X — X uma transformacao
que preserva medida. Entao T é ergddica se, e somente se, para todo A, B € £,

LS (T AN B) s p(4) p(B).



Prova. Suponha que T seja uma transformagao ergédica. Ja que (X, %, 1) é um espago de
probabilidade entao podemos aplicar o teorema ergddico a f = x4 para afirmar que

1 n—1 ) o
— > xa(T(x)) == u(A) - p— qtp.
=0

Multiplicando por x g, ambos lados da igualdade acima ficamos com

LS (T @) () S A xsle) - atp

Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada, temos

n—1

LSS WA B) 2225, () u(B).

n iy

Reciprocamente, suponha que para quaisquer subconjuntos A, B € %, fixados que a
sequéncia u(T~"A N B) converge no sentido de Cesaro para pu(A)u(B). Seja E € A tal que
T-'E = E. Tomando A = B = E, entdo segue da hipétese que

1 n—1 oo
— > u(B) "= w(E).
" izo
Logo u(E) = u(E)?* e, portanto, u(E) =0 ou 1. ]

4. O Teorema Ergédico de von Neumann

Vamos comecar esta se¢ao obtendo uma versao abstrata do Teorema Ergodico para Médias
em Espacos de Hilbert. Em seguida, mostramos como obter como corolario deste teorema o
Teorema Ergodico de von Neumann.

Teorema 8 (Teorema Ergédico para Médias em Espagos de Hilbert). Seja (#, (-,-)) um
espaco de Hilbert e U : H — H um operador linear satisfazendo ||Uf|| < || f||, para todo
f € H. Denote por M o subespago fechado de H definido por M = {f € H: Uf = f}.
Seja P : H — M a projecao ortogonal de ‘H sobre M. Entao para cada f € H,

n—oo

1 n—1
lim || SNUMf - Pf|| = 0.
" k=0
Prova. Seja N o fecho, com respeito a norma || - ||, do subespago {g — Ug : g € H}, isto é,

N={g-Ug:9geH}

Afirmamos que N e M sdo subespacos ortogonais complementares de H. Para isto é sufici-
ente mostrar que Nt = M, onde

Nt={heH:(h,n)=0, VYnecN}
Seja h € N+, entdo (h,g — Ug) = 0, para todo g € H e portanto

0= <h7 g> - <h7 Ug> = <hag> - <U*hag> = <h - U*h7g>7 v.g €EH.
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Como a igualdade acima ¢ valida para todo g € ‘H, podemos tomar g = h — U*h e concluir
da igualdade acima que ||h — U*h||?> = 0 e consequentemente que h = U*h. Vamos mostrar
a seguir que vale também a seguinte igualdade Uh = h. Para isto basta observar que segue
da propriedade de bilinearidade do produtos interno, da definicio do operador adjunto, da
igualdade h = U*h e da hipdtese de contratividade fraca do operador U que vale a seguinte
desigualdade

|Uh — h||* = (Uh — h,Uh — h)
= |UA|* = (h,Uh) = (Uh, h) + |||
= |UA* = (U*h, h) — (b, U"h) + || h||*
< |IP* = (b, h) = (b, ) + [[A]?
= 0.

O que mostra que Uh = h e portanto que h € M. Deste fato segue que N'* C M.

Reciprocamente, suponha que h € M. Neste caso sabemos pela definicao de M que
Uh = h. Nosso préximo passo é mostrar que esta igualdade implica U*h = h. A ideia é usar
um argumento analogo ao empregado acima, mas para isto vamos precisar mostrar primeiro
que U* também é uma contracao fraca. De fato, segue das propriedades do operador adjunto
e da desigualdade de Cauchy-Schwarz que temos

U F1I? = KU £, U )] = O£, DL < NUT S < NTFL- DAL Y eH.

Se ||[U*f]| = 0, entdo obviamente temos ||U*f|| < || f||. Por outro lado, se |[U*f]| # O,
podemos dividir ambos lados da desigualdade acima por ||U*f||, ficando com ||[U* f|| < || f]|-
O que mostra que U* também é uma contracao fraca. De posse deste fato e lembrando que
Uh = h, podemos verificar (como feito acima) que

\U*h — h||> = (U*h — h,U*h — h)
= [|U*A|]* = (h, U*h) — (U*h, h) + ||h]?
= [|U*R|* = (h, Uh) = (Uh, h) + [|n]]?
< [|R)1* = (h, B) — (b, h) + [ f?
= 0.

Estabelecida esta igualdade podemos concluir que para todo g € H,
(h,g —Ug) = (h,g) — (h,Ug) = (h — U"h, g) = 0.

Como ¢ na igualdade acima ¢ arbitraria segue da definicdo de N que h € N'*. Estabelecendo
assim a inclusio M C N+. Como ji haviamos provado a inclusdo reversa, concluimos
finalmente que N+t = M. J4 que N é um subespaco fechado de H podemos afirmar que
vale a seguinte igualdade M+ = (N+)+ = N. Como M também é um subespaco fechado
de H, podemos concluir entao que

H=MOM - =MoN = se f €M, entdo f = Pf + fo. (6)

Préximo passo é mostrar que

~—

lim
n—oo

1"2*:1 L
— U*f
o

‘:0, VfeN. (7
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Vamos mostrar o fato acima primeiro no caso em que f = g — Ug para algum elemento
g € H. Neste caso, temos por um argumento telescopico e pela desigualdade triangular que

1n1 1n1

*Zka— (g —U"g), = H ZU’c

‘Muﬂ%o

No caso geral, se f € N/ é um elemento genérico, sabemos que existe alguma sequéncia
{9i}ien de elementos de H tal que f; = g; — Ug;, e ||fi — f|| = 0, quando i — oco. Desta
forma para cada ¢ € N fixado temos da desigualdade triangular que

S ot < EE o)+ [0

Hln 1

Hln 1

Dado ¢ > 0, podemos escolher i € N tal que || f — fi|| < £/2. Como o indice 7 estd fixado
podemos usar o fato provado acima para garantir que existe algum ny € N tal que para todo
n 2= ng temos
1 n—1

=Y U*fi| <

2o

Desta forma segue das desigualdades acima que para cada € > 0 podemos encontrar ng € N
tal que para todo n > ng temos

1n1

o U

86
22_

O que encerra a prova de (7).
Agora, dado um vetor genérico f € H, sabemos de (6) que existe algum fu € N tal que
f=Pf+ fo. Como Pf € M temos que U*(Pf) = Pf, para todo k € N e assim temos

H”ZU’ff—PfH - inzvk (P + fo) PfH

1n1

= |5 S U] =

n—oo

O que encerra a prova do Teorema. [ |

Teorema 9 (Teorema Ergddico von Neumann - 1932). Sejam (X, £, 1) um espago de medida
o-finito, T: X — X uma transformagido que preserva medida e f € L*(X,%,u). Entao
existe uma funcao f* € L*(X, %, u) tal que

1n1

ZfOTk *

=0.
2

lim
n—od

Prova. A ideia ¢ mostrar que o operador de Koopman Ur : L*(u) — L?*(p) dado por
L*(u) > f—— Urf = foT € L?(u) satisfaz as hip6teses do Teorema 8. De fato, ja que
estamos assumindo que 7" : X — X preserva medida, entao o operador de Koopman descrito
acima estd bem definido (nas p-classes de equivaléncia) e além do mais satisfaz

1Urf3 = [ 1UnfPdu = [ 1f o TR du= [ 11 du= 1113
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Portanto, Uy satisfaz a hipétese de contracao fraca ||[Urf|| < ||f]| exigida no Teorema 8.
Portanto, da definicao do operador de Koopman e da conclusdo do Teorema 8 segue que
existe um elemento f* € L*(u) tal que

1 n—1
lim ||— oTF — f*| = lim |—
n—oo (| n, Z f f n—o0
k=0
O que encerra a prova do teorema. [

5. Prova do Teorema Ergddico de Birkhoff

5.1. Desigualdades Maximais

Passamos agora para os preparativos da prova do Teorema 4. Se T: X — X é uma trans-
formagao que preserva medida em (X, %, u), entdao podemos definir o operador de Koop-
man Ur para cada elemento de L'(u) por Up(f) = foT. J4 que pu é T-invariante temos
Ur(L'(w) € L'(n),  UrLg(p) C Lg(p) e |[Urflli = || £l para todo f € L ().

Um dos ingredientes principais da prova do teorema ergodico é o seguinte resultado, que
aplicaremos ao operador Ur. Antes, lembramos que um operador linear U: L (1) — Lk (p)
¢é dito positivo se, para toda f > 0, temos U f > 0.

Teorema 10 (Teorema Ergédico Maximal). Seja U: Lk(n) — Lk (1) um operador linear
positivo com ||Ul[op < 1. Seja N € Ne f € Lg(u). Defina

o fo=0;
e fo=f+Uf+U*f+---+U"f paran=>1;e

e Fy = max
N 0<n<an

Entao

/ fdu=>0.
{z: Fn(z)>0}

Prova (devida a A. Garsia). Primeiro, como fy = 0, temos claramente Fy > 0 e portanto
|Fy| = Fy. Além do mais, segue da desigualdade triangular que

|Fn| = Fy < OT<IQ>§V|fn|

< max Z U f]

0<n<N “

N
<Y

=0



Logo Fy € L(u1). Por definigao, para cada 0 < n < N, temos Fy > f,. Logo, UFy > U f,,
pela positividade do operador U. Como U f,, = f,11 — f, temos UFx + f > f,11. Segue que

UFy(z)+ f(z) > max, folx)

= max fa(z) quando Fy(z) >0

Assim, f > Fy —UFy em A ={z: Fy(z) > 0}, de modo que

[ pdu= [ Fdp— [ UFydg
A A A

:/ FNdu—/UFNd,u (pois Fy =0 em X \ A)
X A
2/ FNdu—/ UFydu (pois Fy = 0 e portanto UFy > 0)
X X
>0 (pois U] < 1) .

Corolario 11. Seja T": X — X uma transformacdo que preserva medida em um espago de
medida o-finito. Se g € Li (i) e

B, - {x € X isup L S g(Tie)) > a},

n=1 1

entao

/ gdu = ap(Ba N A)
BaNA

sempre que T71A = A e u(A) < co.

Prova. Assuma, inicialmente, que p(X) < oo. Vamos considerar primeiro o caso A = X.
Defina f = g — a. Entao

B, = {x € X: Suplnig(T"(x)) > oc} = Ej {z: Fy(z) > 0}.

n=1 1 g N=0

Aplicando o Teorema Ergbodico Maximal (Teorema 10) com U sendo o operador de Koopman
Ur obtemos a seguinte desigualdade [ fdp > 0. Segue desta desigualdade e da definigao
de f que [5 gdu > ap(B,).

Agora vamos considerar o caso em que pu(X) = +o0o. Seja A € % um conjunto de
medida finita, satisfazendo T-1'(A) = A. Considere o espago de medida (4,2 N A,v), onde
v(E) = p(ANE), para todo £ € N A. Como estamos assumindo que A é T-invariante
temos que T'|4 é uma transformagao (% N A)-mensuravel que leva A em A e que preserva a
medida em (A, N A,v). Usando a desigualdade obtida no pardgrafo anterior e a defini¢ao
da medida v obtemos finalmente que

/ gdu = a (AN B,).
ANBa,

O que encerra a prova do corolario. [ |
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5.2. Prova do Teorema Ergddico de Birkhoff

A prova segue o roteiro descrito abaixo e sera dividida em 5 partes. Os argumentos das Partes
1, 2 e 3 estabelecem resultados que sao validos em quaisquer espacos de medida o-finitos. A
afirmacao provada na Parte 4 é restrita a espacos de medida finita. Na Parte 5, estendemos
parcialmente, o resultado da Parte 4 para espagos gerais de medida o-finitos. A notagao .#
que aparece abaixo se refere a o-algebra dos subconjuntos de X que sdo T-invariantes, isto
é,acolegio S ={WCX - WeBeT '(W)=W}.

0 T-invariancia de f* e f. e Convergéncia f* = f, e Integrabilidade de f*

Definimos Definimos E, 5(f) = Ea.p por Verificamos que a sequéncia

i Eog={z: f.(x)<Bea< f ()} nol
) = limsup — (T'a B I / :
f ( ) . t;ocI Zf Gn = ZfOTJ
. Consideramos a decomposi¢ao !
falz) = 1;11%0%? . Z f(T'z) {fe<f}= U Eap satisfaz [ g, dp < [|f]dpe
=0 faia,fEQ usamos o Lema de Fatou para

Provamos: Provamos que f* = f, mostrar

o — ot mostrando que pu(E, 3) = 0 para / Pl < / \Fldu <

: =f* e f.oT = f. u—qtp. ) . < 0.
fro: fre feo fep=atp todo par 5 < « racional. # H

e Igualdade das Integrais em X e Igualdade das Integrais em %
Consideramos o caso p(X) < 400 e Mostramos que para toda f € L*(u) e W € £
mostramos que satisfazendo T-(W) = W e u(W) < 400

Prova. Antes de passar para os argumentos observamos que ¢é suficiente provar o teorema
para fungoes f € L (u). Ja que f é uma fungio a valores reais, entdo podemos afirmar que
estdo bem definidas e sdo %-mensuraveis as seguintes funcgoes:

1n1

f()_hmsup Zf e f()—hmmf—Zf

n—o00 n—oo n

Parte 1. Seja (X, %, 1) um espaco de medida o-finito e f € L'(X, %, u). Afirmamos que
valem as seguintes igualdades:

ffoT=f e fooT="f.

De fato, para cadan € Z, e z € X seja

an(z)

I
N
=

~

Entao segue diretamente da defini¢do de a,(z) que

n+1 f(z)

ant1(z) = =t an(Tz).
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Como estamos assumindo que f € LY(X, %, ), entdo podemos afirmar que existe algum
conjunto A-mensuravel Z; C X tal que |f(z)| < +oo para todo z € X \ Z;. Portanto segue
das propriedades elementares de lim inf e lim sup, da igualdade acima e da defini¢do de f.(z)
que

n+1

fulz) = < lim

n—o0

) lim inf (ans1(x))

(£ i)
= hrllrgloglf <fn517 ))

f(T(x)),  Vee X\ Z.

= lim inf
n—oo

Argumento analogo substituindo lim inf por lim sup mostra que f* = f* o T u-qtp.

Parte 2. Para cada par de nimeros reais «, § fixado, defina

Eas(f) ={z € X: fula) < Bea < f()).

Por questao de simplicidade, ocasionalmente também vamos usar a notagao mais curta
E, s para nos referir ao conjunto E, g(f).

Um dos principais objetivos nesta parte da prova é mostrar que u(E, ) < oo, para
quaisquer 8 < «. Vamos estabelecer isto considerando separadamente os casos em que
a>0ea<0.

Considere inicialmente que a > 0. Por hipdtese, (X, %, 1) é um espago de medida
o-finito. Portanto podemos garantir que existe algum C' € # satisfazendo C' C E,3 e
w(C) < 0.

Seja C' € # um subconjunto arbitrario de F, g de medida finita. Considere a funcao
auxiliar h : X — [—o00,+0o0| dada por h = f — axc. Por hipdtese, f € L'(u) e como
wu(C) < 400 segue que xo € L'(u) e logo h € L'(n). Aplicando o Teorema Ergddico
Maximal (Teorema 10) & funcdo h com o operador U : L*(u) — L'(u), sendo o operador de
Koopman Ur temos:

- dp>0, VYN >1, 8
/{%HWO}U o xe) dp (8)

onde funcao Hy é a funcao maximal, do Teorema 10, associada a funcio h.
Argumentando exatamente como no caso u(X) < +o00, temos as seguintes relagoes
C C Eaﬁ - U {.1' : HN(.T) > O}
N=0
Como Hy = max{h, : 0 <n < N}, temos {z : Hy(z) > 0} C {z: Hy;1(z) > 0}. Portanto

segue do Teorema da Convergéncia Dominada e (8) que existe o limite

— dp = lim — du > 0. 9
/U {”“HN(“)>0}(f xe) = i, {x:HN(x)>0}(f Xc) dp (9)

NeN

16



Usando a desigualdade acima e que C' C E, 3 C U¥_o{z : Hy(z) > 0}, temos

OzuCza/ xdué/ fdp
( ) \J {=: Hx(2)>0} ¢ U {=: Hn(2)>0}

NeN NeN

</ dg/ .
oy 1 [ 11

NeN

Como estamos assumindo que a > 0, segue das desigualdades acima que
1
pu(C) < —/ |f] du, VC C E, 3 satisfazendo p(C) < 4o0. (10)
aJx

Como (X, %, ) é um espago de medida o-finito, existe uma sequéncia de mensuraveis
mondtona nao-decrescente {F, ey tal que U F, = X e p(F,) < +oo. Da propriedade
de monotonicidade da medida, segue que F,, N E, s ¢ um subconjunto de medida finita
de E,p para todo n € N. E claro que a sequéncia de conjuntos {F,, N E, g}lneny ¢ uma
sequéncia de mensurdveis monétona nao-decrescente que converge para £, 3. Portanto segue
da desigualdade (10) e da continuidade da medida e da hipdtese que f € L*(u) que

1
H(Eas) = lim pu(Fo 0 Ba) < = [ 1f]dp < +o00. (1)

n—oo

O que encerra a prova de que p(FE, ) < +00, para o caso a > 0.

Vamos considerar agora o caso em que o < 0. Como na prova do teorema s6 precisamos
considerar conjuntos I, g’s, com 3 < «, entao, neste caso, temos necessariamente que 3 < 0.

Uma observagao muito 1til é que se substituimos f, «, 3 por — f, — 3, —«, respectivamente,
temos das igualdades (—f)* = —f. e (—f). = —f* e da definicao de E, s(f) que

E_g_ol—f)={zeX:(—flz) < —ae —3 < (—f) )}
—{zeX —f(x)<—ae —f3<—f(zx)}
={zeX:f(r)<Pea< f(r)}
— Eaa(f). (12)

Aplicando diretamente o resultado obtido em (11) para a fun¢ao (—f) no lugar de f e
(—f) no lugar de «, concluimos que u(E_g_o(—f)) < +00. Mas como mostrado acima o
conjunto E_g _o(—f) = Eap(f). Logo p(Esp) = (E_p_o(—f)) < 00, qualquer que seja
a < 0. Este argumento encerra a prova de que pu(E, g) < +00, para quaisquer § < a.

Para demonstrar a existéncia do limite em (2) temos que mostrar que f* = f, u-qtp e
para encerrar a prova do teorema devemos provar que f* € L'(u) e também que as integrais
de f e f*, com respeito a u, coincidem.

J& que vale a seguinte igualdade

{zeX: fulz) < f(2)} = BU Eap(f), (13)
a,0€Q
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para mostrar a validade de (2) basta mostrar que pu(E, g(f)) = 0 para todo par de racionais
[ < «, pois disso seguird que f* = f. p-qtp.

Claramente T'E, 5(f) = Eas(f), e se definimos

Ba(f):{xEX:suplnz_:f(Tix)>a}, (14)

n=1 T 5=

entdo temos diretamente da defini¢do de limsup que E,g(f) N Bo(f) = Eap(f). Ja que
provamos que p(E, g) < 400, entdo podemos aplicar o Corolario 11 para garantir que

/Emﬁ fn= /Eaﬁ(f)ﬂBa(f) fdu =z ap(Eas(f) N Bal(f)) = ap(Lapl(f))-

Portanto

J oy = an(Easl)) (15)

Usando a a desigualdade (15) com (—f) no lugar de f, (—/) no lugar de @ e —a no lugar
de 8 e também a identidade (12), concluimos que

/E_/B’_a(_f)(_f> dp = <_6)N(E—57—a(f)> = /Ea,/a(f) fdp < 6M<Eozﬁ)' (16)

Portanto segue das desigualdades (15) e (16) que au(E,p) < [ u(Eqp). Lembrando que
W(Eq ) < +00 e que B < a, segue da desigualdade acima que p(E, 3) = 0. Usando este fato
em (13) e a o-subaditividade da medida concluimos finalmente que

fr=1Jf p—atp (17)
e consequentemente que existe o limite

1 n—1

lm =S f(T) = @) - a (18)
=0

Parte 3. Para mostrar que f* € L'(x). Vamos usar o Lema de Fatou. Considere a sequéncia
de fung¢oes mensurdveis nao-negativas

— > f(T()

gu(T) = n

1 n—1 ‘
=0

Note que segue da desigualdade triangular e de p ser T-invariante que

/gndué/ | fl dp.
X X
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Entao segue da convergéncia p-qtp obtida em (18), do Lema de Fatou e da desigualdade

acima que vale a seguinte desigualdade

/lelduz/xggrolo dp

LY AT )

n—1

1zﬂwmﬂm

n o

= lim inf
X n—oo

n—oo

< lim inf/ gn dpt
X

< [ Ifldp < +00 = freLl(p).

Parte 4. Nesta parte da prova vamos assumir que x(X) < 400 e vamos mostrar que

/Xf*duz/xfdu-

Defina, para cada k € Zen > 1,

S|

< Fr(a) < k+1}.

D,ZE{:UGX:
n

Note que para todo y € D} temos

m—1

k+1 k 1 .
<P <t = T < limswp Y f(TY)

n m—oo i=0

3|

j—1

= inf sup 1 > f(Try)

meN j>m ] 5,
m

wp — 3 f(Ty)
1=0

1
< sup —
meN T

Desta forma para qualquer ¢ > 0 fixado, independentemente das escolhas de k e n, temos
das desigualdades acima a seguintes desigualdades

C) < by LS g wen;
——¢ — < sup — , .
n 0 me%mizo Yy Y k

Deste fato e da defini¢do dos conjuntos B,’s dada em (14) temos
1
m>1 T n

yeD, = ye{xeX:sup

O que mostra que Dy C By__. Portanto Di N Bk _
anteriormente que f* é T-invariante, isto é, f*o T
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T-YDy) = Dg. De fato,

s ([ 452) e (55200 o (5 520)

=T7Y(Dy).

Como estamos assumindo que p(X) < +oo, segue que pu(D}) < 4o00. Dessa finitude da
medida de D? e da igualdade obtida acima, T—'(D?) = D?, podemos afirmar que todas
as hipdteses do Corolario 11 sdo satisfeitas. Aplicando este corolario e lembrando do fato

provado acima Dj} N Bx__ = D}, obtemos a seguinte estimativa:

k
fduz/ fdu > (—6) u(Dy).
Dy By __nD} n

Como a desigualdade acima é verdadeira para todo € > 0, independentemente de k e n,

podemos concluir que

k

S (D) < / d.
nﬂ( k) Dgf 1%

Usando a definicao de D}, para estimar f* superiormente, e a desigualdade acima obtemos

kE+1

[rdp < —— p(Dy) < u(DZ)+/ fdp.
Dy n Dy

1
n

Somando sobre k € Z, ambos lados da desigualdade acima e usando que a familia { D} }ez
¢é formada por conjuntos dois-a-dois disjuntos e o Teorema da Convergéncia Dominada, que
pode ser aplicado pois f, f* € L'(u), obtemos a seguinte desigualdade

| ran= | o

keZ

=> | [

kez’ Pk

<Z<iu(DZ)+/andu>

keZ

X
_ )+/fdp, Vn e N.
n X

Usando mais uma vez a hipotese pu(X) < +00, concluimos da desigualdade acima que

Joran< [t (19)

Repetindo o argumento acima para a fungao (—f) no lugar de f, ficamos com

/X(—f)*dué/x—fdu = —/Xf*dué—/xfdu = /deug/xf*du. (20)
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Por outro lado, provamos em (17) que f. = f* p-qtp. Desta observacao e das desigualdades
(19) e (20) concluimos, finalmente que

[ £rdi= [ g (21)

Parte 5. Seja (X, 4, 1) um espaco de medida o-finito arbitrario. Para encerrar a prova do
teorema resta mostrar que

| orrdu= | gdu e LN(X, 20
w W

e para todo W € £ satisfazendo T-Y(W) = W e u(W) < +oo. Para isto consideramos a
transformagao S = Ty : W — W definida sobre o espaco de medida (W,.%#,v), onde a
o-dlgebra F = ZNW e a medida v(A) = u(ANW), para todo A € Z.

Primeiro, observe que a transformacao S : W — W preserva a medida v. De fato,
seja B C W tal que B € .#. E claro que, neste caso, T~'(B) = S~'(B) e como estamos
assumindo que T~ (W) = W temos portanto que

v(STHB)) = u(STHB)NW) = (T (B)NW)

— W(T(B) N T (W)
W(TN(BAW)) = u(BAW) = u(B).

Dada f € L' (X, %,u) considere a fungao ¢ : W — R U {+oo} definida da seguinte
maneira ¢ = f|w-xw. Embora o fator yy na definigdo desta fungao seja supérfluo decidimos
acrescenta-lo por questao de clareza.

Observe que podemos verificar usando fungoes simples e as propriedades elementares da
integral de Lebesgue que

/sodVI/f~deu e / !w\dVZ/ |f1 - xw dp < +o00.
w X w X

Outra observacao simples e importante é que para todo r € W temos S*(z) = T%(z),
XW(T%) = 1 e consequentemente

* . 1 sy 3 . 1 iy 3 ) *
©*(z) = limsup — Z e(S'z) = limsup — Z xw(T'z)f(T'z) = f*(x).
n—oo M i—0 n—oo N i=0

Como (W, #,v) é um espago de medida finita e a transformacao S : W — W preserva
medida, segue da conclusao da Parte 4 e das duas tltimas identidades estabelecidas que

/Wfd,u:/Wgodyz/wgo*dyz/wf*d,u. (22)

O que encerra a demonstragao do teorema. [
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