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Resumo

Nestas notas, damos continuidade ao estudo das varidveis aleatoérias e iniciamos o
estudo dos vetores aleatdrios continuos. Apresentamos a funcao de distribuicdo con-
junta e suas propriedades, definimos a densidade conjunta e mostramos como calcular
probabilidades por meio de integracao sobre regioes do plano. Em seguida, introdu-
zimos as densidades marginais, obtidas integrando a densidade conjunta em relagao
a outra variavel, e estudamos o conceito de independéncia de variaveis aleatérias ab-
solutamente continuas, caracterizada pela fatoracdo da densidade conjunta, em quase
todo ponto, como produto das densidades marginais. Desenvolvemos trés aplicaces a
inteligéncia artificial: sorteios com probabilidades softmax por meio de relégios expo-
nenciais, classificagdo baseada na informacao conjunta de duas caracteristicas e escassez
de amostras locais em dimensao alta. Para preparar a primeira aplicagdo, estudamos
a distribuicido exponencial e sua caracterizacao pela propriedade de falta de memoria.
A apresentagao dos conceitos segue de perto as Segoes 6.1 a 6.3 do Capitulo 6 de [1].

1. Vetores Aleatérios e Independéncia

Dadas duas variaveis aleatérias X e Y, definidas em um espaco de probabilidade (€2, F,P), é
frequentemente 1til pensar nelas conjuntamente como um vetor aleatério (X,Y’) que assume
valores em R2. Quando X e Y sdo discretas, podemos estudar esse vetor aleatério por meio
da funcao de probabilidade conjunta de X e Y, mas, para variaveis aleatérias gerais, essa
funcao pode nao determinar a distribuicao. Uma ferramenta aplicavel em todos esses casos
é a funcdo de distribuicdo conjunta, definida a seguir.

Defini¢ao 1 (Funcao de Distribuigdo Conjunta). A fungao de distribuigao conjunta do par
de varidveis aleatorias X e Y é a fungdo Fyy : R? — [0, 1] dada por

Fxy(z,y) =P(X <z,Y <y). (1)

A notagao P(X < z,Y < y) representa a probabilidade da interse¢ao dos seguintes
eventos {X <z} e {Y <y}
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Algumas propriedades elementares das fungoes de distribuicdo conjunta sao andlogas as
das fungoes de distribuicao usuais. Por exemplo,

z,g}i—>n—loo Fxy(z,y) =0 (2)
€
;v,lylgnoo FX,Y(xa y) = 1. (3>

Para justificar o primeiro limite, basta observar que 0 < Fxy(z,y) < Fx(z) e que
Fx(z) — 0 quando © — —oo. Para o segundo, usamos a continuidade da probabilidade em
sequéncias crescentes: os eventos {X < n,Y < n} crescem para €2 quando n — oo, pois X
e Y assumem valores reais. Além disso, Fxy(x,y) > Fxy(n,n) sempre que x,y > n.

Da mesma forma, a inclusao dos eventos mostra que Fxy ¢ nao decrescente em cada
variavel, no sentido de que

Fxy(xz1,y1) < Fxy(z2,92) se z1 <x3ey < Yo (4)

A funcao de distribuicao conjunta Fxy contém, em geral, mais informacao do que as
duas fungoes de distribuicao usuais Fx e Fy, uma vez que ela descreve como X e Y se
comportam conjuntamente. Em particular, as func¢oes de distribuicao de X e Y podem ser
obtidas a partir de sua fungao de distribuigdo conjunta de maneira direta. Para obter Fix(x),
fixamos x e deixamos o limiar de Y tender ao infinito. Os eventos {X < z,Y < n} crescem
até {X < z} quando n — co. Pela continuidade da probabilidade em sequéncias crescentes,
e analogamente para Y, temos

Fx(z) = lim Fxy(z,y),  Fy(y) = lim Fxy(z,y). (5)

Essas fungoes de distribuicao sao chamadas de funcgoes de distribuicdo marginais da
funcao de distribuigao conjunta Fly y.

A nocao de independéncia das variaveis aleatorias X e Y surge naturalmente dessa dis-
Cussao.

Definigao 2 (Variaveis Aleatérias Independentes). Dizemos que X e Y sdo independentes
se, para quaisquer x,y € R, os eventos {X < z} e {Y < y} forem independentes.

Isto é, X e Y sao independentes se, e somente se,
P(X<z,Y <y)=PX <z)P(Y <y) paratodos z,y € R,

o que equivale a dizer que a sua funcao de distribuicao conjunta se fatora como o produto
das duas fungdes de distribuicdo marginais:

Fxy(2,y) = Fx(z) Fy(y) para todos o,y € . (6)

No caso de variaveis aleatérias discretas, essa definicao equivale a fatoracao da fungao
de probabilidade conjunta como produto das fun¢des de probabilidade marginais. A verifi-
cacao fica como exercicio. Variaveis aleatorias que nao sao independentes sao chamadas de

dependentes.
Estudamos familias finitas de varidveis aleatorias da mesma maneira. Se X1, Xo, ..., X,
sdo varidveis aleatérias em (Q, F,P), escrevemos X = (X, Xo,...,X,,). A sua fungio de

distribuigio conjunta é a fungdo Fx : R™ — [0, 1] dada por

Fx(X>:]P(X1 <$1,X2 <$2,...7Xn<l’n), VX:(CL’l,.IQ,...,l’n) ER”. (7)
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Vamos dizer que uma cole¢ao finita de variaveis aleatorias X1, Xo, ..., X, sdo independentes
se
]P(Xl < L1,y .. 7Xn < ZL‘n) = ]P)(Xl < I'1> H ]P)(Xn < C(]n) Vx € Rn,

ou, equivalentemente, se
Fx(X) = FXl('xl)"'FXn(mn) Vx € R". (8)

Exemplo 3 (Fungao de Distribuigdo Conjunta Discreta). Suponha que X e Y sejam varidveis
aleatorias em um espago de probabilidade, cada uma assumindo valores no conjunto dos
inteiros Z = {...,—1,0,1,...}, com funcdo de probabilidade conjunta

P(X =1i,Y =j) =p(i,j) parai,j€ Z.

Somando as probabilidades dos eventos {X = i,Y = j}, que sdo dois a dois disjuntos,
obtemos

Fxy(z,y)= > pli,j) paratodo (z,y) € R
i,jEL
IST, J<Y
Exemplo 4 (Distribuicdo Conjunta e Independéncia de Exponenciais). Suponha que X e
Y sejam varidveis aleatorias com funcao de distribui¢ao conjunta

l—e®—eV4+e ™Y sex,y=0,
FX,Y(£7 y) = L.
0 caso contrario.

A funcao de distribui¢cao marginal de X é

_ 1—e™ sex >0,
Fy(z) = lim Fxy(z,y) = iy
Y 0 caso contrario,

de modo que X tem distribui¢do exponencial com parametro 1. Um célculo andlogo mostra
que Y também possui essa distribuicao. Para x,y > 0, podemos fatorar a expressao inicial:

Fxy(z,y)=(1—e*)(1—e") = Fx(x) Fy(y).

Se x < 0 ouy < 0, tanto Fxy(z,y) quanto Fx(z) Fy(y) sdo nulos. Portanto, a fatoracao
vale para todos z,y € R, e X e Y sado independentes.

1. Mostre que duas variaveis aleatérias X e Y sao independentes se, e somente se,
P(X >z,Y >y)=P(X >2)P(Y >y) paratodos z,y € R.

2. Seja (X,Y) um par de varidveis aleatérias com fungao de distribuigdo conjunta F'. Prove
que
Pla< X <b,c<Y <d)=F(bd)+ F(a,c) — F(a,d) — F(b,c)

para quaisquer a,b,c,d € R tais que a < be c < d.

3. Prove que duas variaveis aleatérias X e Y sao independentes se, e somente se,
Pla<X<be<Y <d)=Pla< X <b)P(c<Y <d)

para todos a, b, ¢,d € R satisfazendo a < b e ¢ < d.



2. Funcoes de Densidade Conjunta

Uma densidade conjunta permitira calcular a probabilidade de o vetor aleatorio pertencer a
uma regiao do plano. Antes de defini-la, vamos especificar quais regides serao mensuraveis,
estendendo ao plano a noc¢ao de conjunto boreliano ja apresentada na reta.

Dados a € R? e r > 0, o disco aberto de centro a e raio 7 é o conjunto

D(a,r)={z € R? . |lx —al <r},

isto é, o conjunto dos pontos cuja distancia até a é menor que r. Aqui, || - || denota a norma
euclidiana.
T2
D(a,r)
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Figura 1: Disco aberto de centro a e raio r em R2.

Um conjunto U C R? é aberto se, para todo ponto a € U, existe algum raio r > 0 tal
que D(a,r) C U. Denotemos por % a colecao de todos os discos abertos de R?, com centros
em R? e raios positivos. A o-algebra de Borel de R?  denotada por %Z(R?), é a menor o-
algebra de subconjuntos de R? que contém ¢. Em outras palavras, ¢ a intersecio de todas
as o-algebras de subconjuntos de R? que contém todos os discos abertos. Seus elementos sdo
chamados de conjuntos borelianos, ou simplesmente borelianos.

Todo aberto do plano é uma unido enumeravel de discos abertos com centros em Q? e
raios racionais positivos. Por isso, a classe dos borelianos contém todos os conjuntos abertos
e fechados do plano. Em particular, inclui retangulos, discos e regides delimitadas por curvas
fechadas simples (curvas de Jordan), entre outros conjuntos que aparecem nas aplicagdes do
Célculo.

Diremos que uma funcio f : R? — R é Borel-mensurdvel se, para todo t € R, o conjunto

{(z,y) eR*: f(x,y) <t}

pertencer a Z(R?). Como os intervalos (—oo,t] geram %(R), essa condicio equivale a
exigir que a pré-imagem f~1(C) = {(z,y) € R? : f(x,y) € C} pertenga a B(R?) para
todo C' € A(R). Essa condi¢do é andloga a usada na definicdo de varidvel aleatéria: as
pré-imagens dos borelianos da reta devem ser conjuntos mensuraveis no dominio. Na reta,
usamos a mesma defini¢do, tomando Z(R) também no dominio. Em particular, toda funcao
continua é Borel-mensuravel, pois a pré-imagem de um aberto por uma func¢do continua é
um conjunto aberto.

Com essas nogoes, podemos passar das densidades na reta as densidades no plano. Re-
cordamos que uma variavel aleatéoria X é dita absolutamente continua se sua funcao de
distribuicao admitir uma representacao integral da forma

Fx(x)=P(X <z) = /m f(u) du, para todo x € R,
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para alguma funcao Borel mensuravel e nao negativa f.

Definigao 5 (Variaveis Aleatérias Conjuntamente Absolutamente Continuas). Dizemos que
o par (X,Y) de varidveis aleatorias em (2, F,P) é (conjuntamente) absolutamente continuo
se sua funcao de distribuicdo conjunta puder ser expressa na forma'

Fxy(n,y) =P(X <2,Y <y) = /9; /yoo Flu, ) dv du (9)

para quaisquer z,y € R e alguma funcio Borel-mensurdvel f : R*? — [0,00). Quando
essa condicao ¢é satisfeita, dizemos que X e Y possuem funcio densidade (de probabilidade)
conjunta f, e costumamos denotar essa funcao por fxy.

A medida de Lebesgue no plano formaliza a ideia de area, assim como na reta formaliza
o comprimento. Um conjunto tem drea zero se, para todo € > 0, puder ser coberto por uma
unido enumeravel de retangulos cuja soma das areas seja menor que £. Por exemplo, todo
segmento de reta tem area zero. Dizemos que uma propriedade vale quase em todo ponto do
plano quando ela pode falhar apenas em um conjunto de area zero.

Assim como no caso unidimensional, duas densidades representam a mesma distribuicao
conjunta se, e somente se, coincidem quase em todo ponto. Em particular, a densidade nao é
unica: alterar seus valores em um conjunto de area zero, mantendo a Borel-mensurabilidade
e a nao negatividade, nao altera a representacao integral de Fxy.

Sob hipdteses de regularidade, podemos obter uma densidade por derivagdo. Uma con-
digao suficiente é que o par (X,Y’) seja conjuntamente absolutamente continuo e que Fxy
tenha derivadas parciais de segunda ordem continuas em um aberto G C R? cujo comple-
mento tenha area zero. Nesse caso, uma densidade conjunta é dada por

82

—F
(%zzay X,Y(may) se ($7y> € Ga

Ixy(z,y) = (10)

0 caso contrario.

Para entender essa formula, observe que a integral da derivada mista sobre um retangulo
cujo fecho esteja contido em G é, pelo Teorema Fundamental do Calculo, a diferenca de
quatro valores de Fxy que dé a probabilidade desse retangulo (Exercicio 2). Isso identifica
a derivada mista com uma densidade quase em todo ponto de G. A escolha do valor zero
fora de G nao altera as integrais, pois esse complemento tem area zero. Nos exemplos em
que essa hipdtese estiver satisfeita, usaremos (10) para encontrar uma densidade conjunta.
As propriedades elementares da funcao densidade conjunta fxy sao a nao negatividade,
exigida na definicao,
fxy(z,y) >0 para quaisquer z,y € R, (11)

e a integral unitaria,

/_O:O /_o:o fxy(z,y)dedy = 1. (12)

Esta ultima igualdade ¢ obtida tomando o limite quando x e y tendem a +oo na igualdade
(9), j& que os eventos {X < n,Y < n} crescem para (2 e, pela nao negatividade de f, as
integrais correspondentes crescem para a integral sobre todo o plano.

L As integrais sdo tomadas no sentido de Lebesgue. Nos exemplos do curso, elas podem ser calculadas
pelas técnicas usuais do Célculo. Como o integrando é mensuravel e ndo negativo, o Teorema de Tonelli
permite trocar a ordem de integragdo. Quando sua integral é finita, também se aplica o Teorema de Fubini.



Mais uma vez, observamos uma analogia entre fungdes densidade conjuntas e fungoes de
probabilidade conjuntas. De modo intuitivo, podemos dizer que, para um ponto (x,y) em
que fxy seja continua e para acréscimos positivos pequenos dz e dy, a probabilidade de
o vetor aleatério (X,Y') pertencer ao pequeno retangulo com vértice inferior esquerdo em
(x,y) e lados de comprimentos dz e Jy é dada aproximadamente por

]P’(a:<X<x+5x, y<Y<y+5y) ~ fxy(x,y)oxdy. (13)

De fato, pela continuidade, a densidade varia pouco nesse retangulo. O erro da aproximacao,
dividido pela area dx dy, tende a zero quando dx e dy tendem a zero por valores positivos.
Essa interpretagao sugere que a probabilidade de uma regido deve ser obtida integrando a
densidade sobre ela, como veremos a seguir.

Teorema 6 (Probabilidade de Regides Borelianas). Se A ¢ um boreliano de R? e X e Y sdo
variaveis aleatorias conjuntamente absolutamente continuas com funcao densidade conjunta
fxy, entao

P((X,Y) € A) ://Afx,y(x,y) dz dy. (14)

O evento {(X,Y) € A} pertence a F. Para justificar essa afirmacao, observamos que
a pré-imagem de um retangulo (a,b] X (¢,d] é a intersecdo dos eventos {a < X < b} e
{c <Y < d} e, portanto, pertence a F. A cole¢ao dos conjuntos do plano cujas pré-imagens
pertencem a F é uma o-algebra. Ela contém todos os discos abertos, pois cada um deles é
uma unido enumerével desses retangulos com extremos racionais. Logo, contém Z(R?), o
que justifica a afirmacao para todo boreliano A.

Y

Y+ oy

x T+ ox z

Figura 2: Quando a densidade varia pouco no retangulo destacado
em A, a probabilidade de que (X,Y’) pertenga a ele é aproximada-
mente fxy(x,y) oz 0y.

O Teorema 6 depende de resultados da teoria da integragao, e omitimos sua demonstracao.
Podemos entender intuitivamente o resultado para uma regiao limitada A como a da
Figura 2. Suponha que sua fronteira tenha area zero e que a densidade seja continua em



uma vizinhancga de seu fecho. A ideia é aproximar A por unides de pequenos retangulos dois
a dois disjuntos. Em cada retangulo, a probabilidade ¢ aproximadamente a densidade em um
de seus pontos multiplicada pela area. Somando essas pequenas probabilidades e refinando
a divisao, obtemos somas que convergem para a integral da densidade sobre A.

Exemplo 7 (Distribuigdo Uniforme em um Retdngulo). Uma funcdo Borel-mensurdvel f :
R? — R é a funcao densidade conjunta de algum par de varidveis aleatérias, em algum espaco
de probabilidade, se, e somente se, satisfaz as condigoes

f(z,y) =2 0 para quaisquer z,y € R e / / f(z,y)dxdy = 1.
Para verificar a suficiéncia, podemos tomar Q = R? ¢ F = %(R?) e definir

P(A) = //A f(z,y)drdy paratodo A € F.

Usamos entdao as varidveis aleatérias X (z,y) = = e Y(x,y) = y. A mensurabilidade, a
nao negatividade e a integral unitaria garantem que essa construcao define uma medida de
probabilidade. A caracterizacao é analoga a do caso unidimensional.

Fixe agora a > 0 e b > 0. A funcao

1

e sel0<zr<ael<y<b,
f(z,y)={2

0, caso contrario,

é mensuravel, ndo negativa e satisfaz

a b 1
/ / —dydxr =1.
o Jo ab

Portanto, ¢ uma fungao densidade conjunta. Se X e Y tém densidade conjunta f, dizemos
que o vetor (X,Y) é uniformemente distribuido no retdngulo B = (0,a) x (0,b). Para
qualquer boreliano A do plano,

By e ) = [f odedy= [ dniy =200

f(z,y)

-

b

a T

Figura 3: A densidade uniforme tem altura 1/(ab) sobre o retangulo
B =(0,a) x (0,b) C R% O prisma representado tem volume 1.



4. As variaveis aleatorias X e Y tém funcao densidade conjunta dada por

c(x2+%my), sel<r<lel<y<?2,

flz,y) =

0, caso contrario.

Determine o valor da constante ¢ e a fungao de distribui¢ao conjunta de X e Y.

5. As variaveis aleatorias X e Y tém funcao densidade conjunta dada por

e " Y sex>0ey>0,

f(x,y) =

0, caso contrario.

Calcule P(X +Y < 1) e P(X > Y).

3. Densidades Marginais e Independéncia

Sempre que o par (X,Y’) possui fungdo densidade conjunta fxy, podemos obter as fungdes
densidade de X e de Y integrando em relacdo a outra coordenada. Para encontrar uma
densidade de X, observamos que

x o0
P(X < x) :/ [/ fxy(u,v)dv]| du.
—oo LJ—o0
A integracao iterada é valida porque a densidade conjunta é nao negativa. Além disso, a
funcao entre colchetes é mensuravel, nao negativa e tem integral 1 sobre a reta. Assim, uma
densidade de X é dada por

fx(z) = / fxy(z,v)dv para quase todo ponto = € R. (15)
De modo analogo,
fr(y) = / fxv(u,y)du para quase todo ponto y € R. (16)

Como essas funcoes tém integral 1, as integrais acima sao finitas em quase todo ponto. Se
uma delas for infinita em um ponto excepcional, fixamos a densidade marginal igual a zero
nesse ponto. O conjunto de tais pontos tem comprimento nulo, de modo que essa modificacao
nao altera as probabilidades.

Essas fungoes densidade sao chamadas de fung¢oes densidade marginais de X e de Y, pois
sdo obtidas ao “projetar” o vetor aleatério (X,Y") sobre os dois eixos coordenados do plano.

Recorde, pela Definicao 2, que X e Y sao independentes se suas fungoes de distribuicao
satisfazem

Fxy(w,y) = Fx(@)Fy(y)  Y(z,y) €R (17)

Suponha agora que X e Y sejam conjuntamente absolutamente continuas. O produto
fx(z) fy(y) é uma fungao mensuravel nao negativa e tem integral 1 sobre o plano. Sua fungao
de distribuigao é

/—xoo /_yoo Ix () fy(v)dvdu = Fx(z)Fy(y).
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Se X e Y sao independentes, essa funcao de distribuigao coincide com Fxy. Portanto, fxy
e o produto das densidades marginais sao densidades da mesma distribuicao e coincidem
quase em todo ponto:

Fry(@,y) = fx(@)fr(y) para quase todo ponto (z,y) € 2. (18)

Aqui, “quase todo ponto” permite que a igualdade falhe em um conjunto de area nula, pois
os valores de uma densidade nesse conjunto nao alteram as probabilidades. Reciprocamente,
se integrarmos ambos os lados de (18) com z variando em (—o0, u] e y variando em (—o0, v],
obtemos (17). Assim, varidveis aleatérias conjuntamente absolutamente continuas sao inde-
pendentes se, e somente se, sua funcao densidade conjunta se fatora, quase em todo ponto,
como o produto das duas func¢oes densidade marginais. Esse resultado é analogo ao caso de
variaveis aleatorias discretas, estudado anteriormente. Do mesmo modo que no caso discreto,
hé& um resultado mais geral.

Teorema 8 (Critério de Fatoragao para Independéncia). Sejam X e Y varidveis aleatérias
conjuntamente absolutamente continuas. Elas sao independentes se, e somente se, existem
fungdes Borel-mensuraveis nao negativas g, h : R — [0, 00) tais que

fxy(z,y) = g(x)h(y) para quase todo ponto (z,y) € R*.

Isto é, a densidade conjunta se fatora como o produto de uma funcao da primeira coordenada
por uma func¢ao da segunda.

Nao apresentamos a demonstracao aqui, mas sugerimos ao leitor que adapte a demonstra-
¢ao correspondente dada para variaveis discretas, substituindo os somatorios por integrais.
Para essa adaptacao, verifique primeiro que a integral unitaria da densidade conjunta implica
que as integrais de g e de h sdo finitas e estritamente positivas. Isso permite normalizar os
fatores, dividindo cada um por sua integral, para obter as densidades marginais.

Nao vamos nos estender longamente sobre o caso em que ha trés ou mais variaveis
aleatorias. De modo geral, todas as ideias desenvolvidas até aqui possuem analogos em
mais de duas dimensoes. Em R3, a o-dlgebra de Borel Z(R?) é gerada pelas bolas abertas
{r e R®: ||x —a|]| <7}, coma€ R?er > 0. A Borel-mensurabilidade de fungdes reais
¢ definida pelo mesmo critério de pré-imagens, usando %Z(R?) no dominio. Volume nulo e
propriedades quase em todo ponto sao definidos como no plano, substituindo os retangulos
e suas areas por paralelepipedos e seus volumes.

Por exemplo, dizemos que trés variaveis aleatorias X, Y e Z sao conjuntamente absolu-
tamente continuas se

FX,}/,Z(:anaz) :]P)(X < C5‘7}/ < ?J,Z < Z)

:/_;/_yoo/_;f(u,v,w)dwdvdu

para todo (x,y,2) € R3 e alguma funcio Borel-mensurdvel ndo negativa f : R® — [0, 00)
cuja integral sobre R3 seja 1. Como no caso bidimensional, quando o vetor (X,Y,Z) é
conjuntamente absolutamente continuo e Fx y,z tem derivadas parciais continuas até a ordem
trés em um aberto H C R3? cujo complemento tenha volume nulo, podemos obter uma
densidade pela férmula

M(myz) se (v,y,2) € H
f(x7 y’ z) _ ax ay az y Y Y ?
0, caso contrario.



Para qualquer vetor conjuntamente absolutamente continuo (X,Y, Z), as trés varidveis sao
independentes se, e somente se, a densidade conjunta se fatora como o produto das fungoes
densidade marginais:

f(x,y,2) = fx(2) fr(y)fz(2) para quase todo ponto (z,y,z) € R”.
Nesse caso, o conjunto excepcional tem volume nulo.

Exemplo 9 (Exponenciais Independentes). Suponha que X e Y tenham fungao densidade
conjunta dada por

e Y sex>0ey>0,
0, caso contrario.

Entao

fx@) = [ fy)dy

/ e " Ydy, sex >0,
0

0, caso contrario,

e * sex >0,
0, caso contrario,

o que mostra que X tem distribuicao exponencial com parametro 1. A varidvel aleatéria Y
também possui essa distribuicao. Com essas escolhas das densidades marginais, temos

fxy(@,y) = fx(@)fr(y) paratodo z,y € R,
de modo que X e Y sao independentes.

Exemplo 10 (Constante de Normaliza¢ao e Dependéncia). Suponha que X e Y tenham
funcao densidade conjunta dada por

ce Y se 0 <x <y,
f(z,y) = (19)

0, caso contrario,

para alguma constante c. Encontre o valor de ¢ e determine se X e Y sao independentes.

Solugao. A nao negatividade da densidade implica ¢ > 0. Como sua integral deve ser 1,
vamos integrar primeiro em relagdo a y, que varia de x a 0o na regiao 0 < z < y:

1:/_0:0/_O:Of(x,y)dydx

:c/oo/ooe_m_ydydx
0 T

—2z c
= de = =
C/O e X 2,

o que fornece ¢ = 2.
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Para verificar se X e Y s@o independentes, vamos comparar a probabilidade de {X >
2,Y < 1} com o produto das probabilidades de {X > 2} e {Y < 1}. Pela densidade
conjunta,

o) 1
IP’(X>2,Y<1):/ / fla,y) dydz =0,
2 —00

ja que f(z,y) =0 quando y < x. Por outro lado,

P(X >2) = / / 2e " Vdydr =e* >0,
2 T

1
PY <1) = / /y 2e " Vdrdy = (1—e1)? >0,
0 JO

de modo que
P(X >2Y <1)#P(X >2)P(Y <1),

mostrando que X e Y sao dependentes.

6. Sejam X e Y variaveis aleatorias com funcao densidade conjunta dada por

cr, se<y<zxz<l,

flz,y) =

0, caso contrario.

Encontre o valor da constante c e as fungoes densidade marginais de X e Y. As varidveis X
e Y sdo independentes?

7. As variaveis aleatorias X, Y e Z tém funcao densidade conjunta dada por

8ryz, se<x,y,z<I1,

[y, 2) = .
0, caso contrario.

As varidveis X, Y e Z sao independentes? Calcule P(X >Y) e P(Y > Z).

4. Aplicacoes

Os conceitos de densidade conjunta, marginalizacao e independéncia permitem investigar
perguntas que aparecem em inteligéncia artificial. Vamos usa-los para:

 construir sorteios com os pesos da funcao softmaz;
« identificar uma informacao presente apenas na interagao entre duas caracteristicas;
e examinar como a dimensao influencia a disponibilidade de amostras locais.

Antes do primeiro exemplo, estudaremos a distribuicao exponencial, que modelara os tempos
de espera dos relégios usados no sorteio.
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4.1. A Distribuicao Exponencial e a Falta de Memoéria

Uma variavel aleatéria nao negativa pode representar o tempo de espera até a ocorréncia
de um evento. No exemplo dos relogios da subsecao seguinte, cada variavel representara o
tempo até um relogio tocar. Uma hipdtese possivel para esse tempo de espera é a seguinte:
sabendo que o evento ainda nao ocorreu apoés t unidades de tempo, a distribuicao do tempo
adicional de espera é a mesma da espera inicial. Chamaremos essa propriedade de falta de
memoria.

Vamos definir a distribuicdo exponencial, verificar que ela possui essa propriedade e
mostrar que, entre as variaveis aleatorias estritamente positivas quase certamente, ela é a
unica distribuicdo sem memoria. Depois relacionaremos essa propriedade a taxa de falha
constante e a um modelo de ocorréncia de eventos em intervalos de tempo. A demonstragao
da caracterizacdo acompanha a apresentacao de [2, Segao 5.5].

4.1.1. Definicio e Funcao de Distribuigao

Defini¢ao 11 (Distribuigdo Exponencial). Seja A > 0. Dizemos que uma varidvel aleatéria
X tem distribuicao exponencial de parametro X, e escrevemos X ~ Exp()), quando admite
a funcao densidade

e ™™ sex >0,
fx(z) =

0, se x < 0.

O ntmero A também é chamado de taza da distribuicao.

A funcao é nao negativa, e sua integral sobre a reta é

/O:O fx(z)der = /OOO e dy = [—e_mro = 1.

— 0

Portanto, ela é de fato uma densidade. Para a < 0, temos Fx(a) = 0; para a > 0, a funcao
de distribuigao ¢é
Fy(a) = P(X < a) = / AN dp =1 — e, (20)
0

Em particular, P(X > 0) = 1. E conveniente registrar também a funcio de cauda, isto é, a
probabilidade de X exceder um valor dado. Para a > 0,

G(a) =P(X >a)=1— Fx(a) = e (21)

Essa fungao é nao crescente e continua, com G(0) = 1.
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Figura 4: Densidades exponenciais para trés taxas. Quanto maior
a taxa ), menor a probabilidade P(X > a) = e~*¢ para cada a > 0
fixado.

Exemplo 12 (Média, Variancia e o Significado da Taxa). Calculemos E[X] para interpretar

o parametro \. Integrando por partes com u = z e dv = Ae ** dz, de modo que v = —e™*,

obtemos

E[X] = /OO e ™ dx
0

— —)\a: +/ Azdl’—*

O termo de fronteira se anula porque ze~** — 0 quando = — oo. Aplicando integracdo por
partes ao segundo momento, com u = z* e 0 mesmo dv, temos

21 _ |2, - —Az — - I
]E[X]—{xe }0 —|—2/0 xe dx_)\E[X]_)@'
Logo,
2 1
Var(X) = E[X?] - (E[X])" = L

Assim, aumentar a taxa A reduz o tempo médio de espera 1/\. Mais adiante veremos outra
interpretacao de A: ela determina a probabilidade de o evento ocorrer em um intervalo curto,
dado que ainda nao ocorreu.

4.1.2. A Falta de Memdria

Antes de enunciar a propriedade em tempo continuo, recordemos seu analogo discreto.

Exemplo 13 (A Distribuicao Geométrica como Analoga Discreta). Considere uma sequéncia
de tentativas independentes, cada uma com probabilidade de sucesso p € (0,1). Seja N o
numero da tentativa em que ocorre o primeiro sucesso. Entao N tem distribuicao geométrica,
com a convengao

P(N =n)=p(l —p)" 1, ne{l,2...}.

Para cada inteiro k£ > 0,



pois {N > k} é o evento de nao haver sucesso nas k primeiras tentativas. Para inteiros
m, k > 0, a inclusdo {N >m +k} C {N >m} da

P(N>m+k|N>m)= P(g(; 21;)@ - %1__79]);; =(1-p)f =P(N > k).

Portanto, sob a condicdo de que as m primeiras tentativas falharam, N — m tem a mesma
distribuicao que N. Essa é a propriedade de falta de memoéria da geométrica. Sua cauda
(1 — p)* pode ser escrita como e ** com A = —log(l — p) > 0; a cauda exponencial e~
estende essa forma aos tempos reais t > 0.

Definicao 14 (Varidvel Aleatéria sem Memoria). Uma varidvel aleatéria X satisfazendo a
condi¢do P(X > 0) = 1 é chamada de uma varidvel aleatéria sem memdria se, para todos
s,t > 0 tais que P(X >t) > 0,

PX>s+t]| X >t)=PX > s). (22)

A condicao P(X > t) > 0, na definicdo acima, é usada para garantir que a probabilidade
condicional esteja definida.

No evento {X > t}, o tempo adicional de espera é X —¢. Assim, (22) também se escreve
como
PX—-t>s|X>t)=PX >s), s > 0.

Essa igualdade diz que a distribuicao condicional do tempo restante, apds t unidades de
espera sem ocorréncia do evento, é a mesma da espera inicial. Para estudar a propriedade,
vamos escrevé-la em termos da cauda G(z) = P(X > z).

Proposicao 15 (Reformulagdo como Equacao Funcional). Uma varidvel aleatéria nao ne-
gativa quase certamente X é sem memoria se, e somente se, sua cauda G(x) = P(X > x)
satisfaz

G(s+1t)=G(s)G(t), Vs, t > 0. (23)

Prova. Suponha primeiro que X é sem memoria e fixe s,t > 0. Se G(t) > 0, a definigao de
probabilidade condicional e a inclusdo {X > s +t} C {X >t} dao

Gs+1) =P(X >s+t| X > hP(X > t) = G(s)G(?).

Se G/(t) = 0, a monotonicidade da cauda dd 0 < G(s+t) < G(t) = 0. Portanto, a igualdade
também vale nesse caso. Reciprocamente, se (23) vale e G(t) > 0, entao

G(s+1)

P(X >s+t| X >t) = GO

= G(s) = P(X > s)

[
Proposicio 16 (A Exponencial E sem Meméria). Se X ~ Exp(\), entdo X é sem meméria.

Prova. Por (21), sua cauda é G(z) = e **, para x > 0. Logo,
G(s+1) = e At = =M= M — G(5)G(1), s,t =0,

e a afirmagao segue da Proposicao 15. |
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4.1.3. A Falta de Memdoria Caracteriza a Exponencial

A proposicao anterior verifica que a exponencial é sem memoria. Para provar a reciproca, pre-
cisamos determinar as fungdes de cauda que resolvem (23). A identidade e s+t = A=A
sugere a forma da solucao. Para demonstrar que essa forma é obrigatoria, calcularemos
primeiro GG nos argumentos racionais, usando a equagao funcional, e depois estenderemos a
argumentos em R usando a continuidade a direita.

Teorema 17 (Caracterizagao pela Falta de Memoria). Seja X uma varidvel aleatéria com
P(X > 0) = 1. Se X é sem memoria, entao existe A > 0 tal que X ~ Exp(\).

Prova. Escreva G(z) = P(X > z). Por hipdtese, G(0) = 1 e, pela Proposicao 15, vale (23).
Passo 1 (determinar G nos racionais). Seja p = G(1). Como G é nao crescente e
G(0) =1, temos 0 < p < 1. Vamos primeiro excluir os valores 0 e 1.

Se p = 1, a iteracao de (23) d4 G(n) = G(1)" = 1 para todo inteiro n > 1. Isso contradiz
lim,, o P(X > n) =0, pois X assume valores reais. Logo, p < 1.

Se p = 0, tomando s = t = 1/2 em (23), temos G(1/2)* = G(1) = 0. Repetindo o
argumento, G(1/2") = 0 para todo inteiro n > 1. Os eventos {X > 1/2"} crescem para
{X > 0}. Pela continuidade da probabilidade em sequéncias crescentes,

G(0) =P(X > 0) = lim P(X > 1/2") =0,

contrariando G(0) = 1. Portanto, 0 < p < 1.
Escolhemos entao

A= —logp >0, de modo que p=e"
Para inteiros n > 1, a iteracao da equacao funcional da

G(n)=G1)" =p" =e .

Escrevendo 1 como a soma de n parcelas iguais a 1/n e aplicando a mesma equagao sucessi-
vamente, obtemos

p=G(1) =G(1/n)", logo G(1/n) = pt/™ = e Mn,
Repetindo agora a parcela 1/n um total de m vezes, para inteiros m,n > 1, segue que
G(m/n) = G(1/n)™ = p™/" = e~ Am/n,

Juntamente com G(0) = 1, isso determina G(z) = e~** para todo racional x > 0.

Passo 2 (estender aos reais). Como G = 1 — Fx e toda fungao de distribui¢ao é continua
a direita, G também é continua a direita. Fixe z > 0 e tome uma sequéncia de racionais
x| x. Entao

Az, — -z

Gla) = fim Glon) = Jim e =

Consequentemente, Fiy(z) = 0 para z < 0 e Fx(z) =1 — e para x > 0. Essa é a fungdo
de distribuigao calculada em (20). Em particular,

Fy(z) = / Ae Mo (u)du, Vo €R,
de modo que X admite a densidade da Definigao 11 e X ~ Exp(}). [ |
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Observagao 18 (O Caso Degenerado). Se X = 0 quase certamente, entdo P(X > ¢) = 0
para todo t > 0. Nesse caso, a Definicao 14 é satisfeita de modo vacuamente verdadeiro:
nao ha valor de t para o qual seja necesséario verificar a igualdade condicional. A equacao
funcional também vale, pois G é identicamente nula em [0, 00).

Esse é o unico caso sem memoria que a hipdtese P(X > 0) = 1 exclui entre as varidveis
nio negativas. De fato, tomando s = ¢t = 0 em (23), temos G(0) = G(0)?, logo G(0) € {0,1}.
Se G(0) = 0, entdo X = 0 quase certamente; se G(0) = 1, aplica-se o Teorema 17.
Observagao 19 (O Papel das Propriedades da Cauda). A equagdo funcional permite de-
terminar G nos racionais a partir de G(1). Para chegar aos reais, usamos a continuidade a
direita, uma propriedade que toda funcdo de cauda ja possui.

Alternativamente, podemos concluir essa etapa usando a monotonicidade de G, sem
recorrer a sua continuidade a direita. Para cada x > 0, escolhendo racionais nao negativos
ap T x e by | x, temos

e = G(by) < G(z) < Glay) = e ™.

Pela continuidade da fungdo exponencial e pelo Teorema do Confronto, segue que G(x) =
e . O caso = = 0 ja foi estabelecido.

Portanto, nao foi necessario supor que X tivesse densidade ou que G fosse diferenciavel.
A existéncia da densidade exponencial foi obtida como consequéncia da falta de memoria.

4.1.4. Tazxa de Falha Constante

Seja X nao negativa quase certamente, com densidade fx continua em [0, 00) e cauda G(t) =
P(X > t) > 0 para todo ¢ > 0. Definimos sua taza de falha, ou taza de risco, por

hx(t) = Jgfg)) t > 0.

Para entender essa razao, fixe um valor ¢ > 0. Para cada 0 > 0, temos

1 t+6
P(t< X <t 5X>t:—/ du.
Pela continuidade de fx, dividindo por ¢ e fazendo 9 | 0, obtemos
C P<X<t+6| X >t)
lgﬁ)l 5 = hx(t).

Assim, hx(t) mede a taxa de ocorréncia do evento logo apds t, sob a condi¢ao de que ele
ainda nao ocorreu.

Exemplo 20 (Taxa de Falha da Exponencial). Se X ~ Exp()), usando a densidade da

Definicao 11, temos

A e—)\t
Portanto, essa taxa nao depende do tempo ja decorrido. Reciprocamente, sob as hipdteses
acima, suponha que hx(t) = A > 0 para todo t > 0. Como X tem densidade e é ndo negativa
quase certamente, G(0) = 1. Além disso, para t > 0,

G/(t) = —fx(t) = —AG().

Para resolver essa equacao, observe que %(e’\tG(zﬁ)) = 0. Logo, eMG(t) = G(0) = 1 e
G(t) = e M parat > 0. Assim, X ~ Exp(\). Nessas condicdes, a taxa de falha constante e

a falta de memoria caracterizam a mesma distribuicao.
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4.1.5. A Ezponencial como Tempo de Espera de Eventos Raros

Podemos também obter a distribuicao exponencial a partir de um modelo para a contagem de
eventos. A ideia é supor que as contagens em intervalos disjuntos sejam independentes, que
sua distribuicao dependa apenas do comprimento do intervalo e que, em um intervalo curto,
a probabilidade de uma ocorréncia seja aproximadamente proporcional a esse comprimento.

Proposicao 21 (Tempo até o Primeiro Evento). Sejam N(¢) : 2 — {0,1,2,...}, parat > 0,
varidveis aleatorias em (§2, F,P), em que N(t) representa o nimero de eventos ocorridos no
intervalo (0,¢]. Suponha que, para cada w € Q, temos N(0)(w) =0 e a fungao t — N(t)(w)
é nao decrescente e continua a direita. Suponha ainda que:

(i) as contagens em qualquer colegao finita de intervalos disjuntos sejam independentes;

(ii) para quaisquer a,h > 0, a contagem N(a + h) — N(a) tenha a mesma distribui¢do que
N(h);

(iii) exista A > 0 tal que, quando h | 0,

P(N(h) =1) = Ah +o(h),  P(N(h) > 2) = o(h).

Aqui, o(h) denota uma quantidade cuja razao por h tende a zero quando h | 0. Entdo o
tempo até o primeiro evento,

T=inf{t >0: N(t) > 1},
com a convencao inf @ = oo, é finito quase certamente e tem distribuicao Exp(\).

Prova. O evento de o primeiro evento ocorrer apds t é o evento de nao haver ocorréncias
m (0,t]: {T" >t} = {N(t) = 0}. Essa identidade decorre das propriedades das trajetorias
de N. Em particular, ela garante a mensurabilidade de T
Para calcular essa probabilidade, fixe ¢ > 0 e divida (0,¢] em n intervalos disjuntos de
comprimento t/n. Pela hip6tese (iii), podemos escrever
r(h)
P(N(h)=0)=1-—Ah h lim ——= = 0.
(N(h) =0) +r(h),  lim—==0
Pela hipdtese (ii), essa é também a probabilidade de nenhuma ocorréncia em qualquer inter-
valo de comprimento h. Portanto, pela independéncia das contagens em (i),

P(T > t) = P(N(t) = 0) = (1 - if + r(t/n))n.

Como nr(t/n) =tr(t/n)/(t/n) — 0, o limite usual da fungao exponencial da

n—oo

At !
lim (1 ——+ T(t/n)> =M,
n

O lado esquerdo da igualdade anterior a esse limite é P(7" > t) para todo n. Logo, P(T >
t) = e M para todo t > 0. Fazendo t — oo e t | 0, respectivamente, concluimos que
P(T'=00) =0eP(T" > 0) = 1. Assim, T tem a funcao de distribui¢do exponencial. |
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4.2. Corridas Exponenciais e Amostragem Softmax

Exemplo 22 (Relégios Exponenciais, Softmax e Sorteios). Considere dois reldgios indepen-
dentes X ~ Exp(\) e Y ~ Exp(u), com A, > 0. O valor de cada uma destas duas varidveis
aleatorias representa o tempo que o relégio correspondente leva para tocar.

X ~ Exp()) Y ~ Exp(n)

Pela independéncia e pela forma das densidades exponenciais, uma densidade conjunta é

fxy(@,y) = Ae ™ pe ™1 (g w2 (2, y).

De fato, a integral desse produto sobre (—o0, z] x (—00,y] é Fx(x)Fy(y) = Fxy(z,y), como
exige a definicdo de densidade conjunta. Vamos primeiro calcular a probabilidade de que
o relégio X toque antes de Y. No plano, o evento {X < Y} é a regido acima da diagonal
y = x no quadrante positivo, como ilustra a Figura 5.

yl\
/,,‘
r <y
7
Sy=u
Top-------- y
|
I, |
4 I
I, |
’ |
/, !
7 I
i l >
0 Zo z

Figura 5: A regidao sombreada representa S = {(z,y) € (0,00)? : x < y}.

Para descrever essa regiao por segoes verticais, fixemos © = zy > 0. A secdo indicada
em vermelho na figura mostra que, para esse valor de x, a coordenada y varia de xy até oco.
Portanto

P(X <Y)=PB((X,Y)€S) = //S Fxy(@,y) dedy = /OOO /;o e dy d

o0 A
= / e MeTHT dp =
0 A+ 1

Trocando os papéis dos reldgios, obtemos P(Y < X) = p/(A + u). O empate corresponde a
diagonal {(z,y) : © = y}, que tem &rea nula no plano. Como (X,Y’) tem densidade, segue
que P(X =Y) = 0. Assim, quase certamente hd um tnico reldgio que toca primeiro.

O célculo sugere que a taxa de um reldgio determina sua chance de vencer. Agora
queremos acompanhar também o instante do primeiro toque. Consideremos n > 2 relégios
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independentes X7, ..., X,,, com X; ~ Exp()\;) e A; > 0. Para registrar o instante e o relogio
que toca primeiro, definimos
n

Assim, T é o instante do primeiro toque, e J indica qual relégio o produziu. A definicao tam-
bém cobre o caso de empate: escolhemos o menor indice entre os relégios que tocam juntos.
Vamos ver que essa convencao s6 afeta um evento de probabilidade zero. Fixemos um par
i < j. Pela independéncia, a densidade conjunta de (X;, X;) ¢ fx, x,(z,y) = NAje @AY,
para z,y > 0. O empate entre esses reloégios corresponde a diagonal x = y. Como a
probabilidade ¢ a integral da densidade nessa regido, e a diagonal tem &rea nula, temos
P(X; = X;) = 0. Se houver empate no primeiro toque, algum par de relégios tera tempos
iguais. Ha apenas finitos pares, e a probabilidade da unido dos eventos {X; = X} é no
maximo a soma das probabilidades individuais; portanto, também é zero.

Para calcular a lei conjunta de 7" e J, fixemos ¢ e consideremos a probabilidade de o
relogio ¢ ser o primeiro a tocar, com esse toque ocorrendo depois de ¢ > 0. Como os empates
tém probabilidade zero, podemos integrar sobre a regiao em que ¢ toca estritamente antes

dos demais. Se esse toque ocorre no instante u > ¢, todas as outras coordenadas x; devem
satisfazer x; > u. Integramos primeiro nessas coordenadas e depois em wu:

P(T >t J=1i)= /OO e M T (/OO \jem T d@-) du
! it

— /t T e du = ?\ie—“. (24)

Cada integral interna integra a densidade do relégio j nos valores z; > u, enquanto a integral
externa percorre os instantes v > ¢t em que o relégio ¢+ pode tocar primeiro.
Somando sobre i € {1,...,n}, usamos a aditividade de P para obter

P(T >t) =e™™, (25)

portanto 7' ~ Exp(A). Fazendo t = 0 em (24), obtemos P(T" > 0,J = i) = X\;/A. Como
T > 0 quase certamente, temos P(T' > 0, J = i) = P(J = i), e segue que

P(J =1) = /X (26)

Além disso, segue das identidades (24), (25) e (26) que, para todo t > 0,
P(T>t,J=10i)=PT >t)P(J =1). (27)
Fixado k£ € R, somando a igualdade acima sobre os indices ¢ € {1,...,n} satisfazendo

1 < k, obtemos

P(T>t,J<k)= S PT>t,J=i)=P(T>t) S P(J=1i)=PT >t)P(J <k).

1<i<k 1<i<k
Tomando o complementar de {T" > t} em relagdo ao evento {J < k}, concluimos que

Fry(t.k) = Fr()Fy(k), t20 e keR.
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Para t < 0, ambos os lados sao zero. Pela definicdo de independéncia, T' e J sdo, portanto,
independentes. Em particular, saber qual relégio tocou primeiro nao altera a distribuicao
do tempo até o toque, isto é, P(T' < ¢t | J = i) = P(T < t). Observe que (25) diz que o
tempo minimo tem taxa total A, e a identidade do vencedor, segundo (26), é sorteada com
probabilidades proporcionais as taxas individuais.

Podemos agora usar a formula do vencedor como um método de amostragem: escolhe-
remos as taxas de modo que o indice vencedor tenha a distribuicao softmax de uma lista
de escores. Consideremos escores (ou pontuagdes ou log-pesos) sip,...,s, € R. Como as
taxas na distribuicao exponencial precisam ser positivas, tomamos \; = e*. Ja que a funcao
exponencial é positiva e estritamente crescente, esta transformacao fornece taxas e preserva
a ordem dos escores. Observe que agora, os valores \; = e* podem ser vistos como pesos
nao normalizados da distribuicao de Gibbs definida pelos escores. Substituindo essas taxas

em (26), obtemos

. /\z et
P(J =1i) = AT e
Essa é a distribuicdo softmazr dos escores. Portanto, para sortear um indice com essas
probabilidades, basta gerar, independentemente, X; ~ Exp(e®) e escolher o indice do menor
valor.

Essa distribuicao conecta a corrida a dois exemplos vistos antes. Nas notas sobre propri-

edades da probabilidade, ela aparece como a distribuicao de Gibbs obtida ao normalizar os
pesos e’i. Nas notas sobre vetores discretos, quando os escores do problema de atenc¢ao sao
S;, 08 pesos sdo a; = €%/ Z?Zl e’ e formam a combinagdo convexa Y, a;v;. A corrida usa
esses mesmos pesos para sortear o indice J, de modo que P(J =1i) = a;.
Observacao 23 (O Truque Gumbel-Max). H4 uma forma de fazer o mesmo sorteio usando
apenas variaveis uniformes. Para obter uma exponencial de taxa um, procuramos uma
transformagao cuja probabilidade de exceder ¢ seja e~*. Uma uniforme em (0, 1) fica abaixo
de e~' com essa probabilidade; como —log é decrescente, a transformaciao — log U converte
essa condicao em — log U > t. Depois, reescalamos os tempos para obter as taxas e®. Sejam
U, ..., U, : Q — (0,1) varidveis aleatérias uniformes e independentes, e defina

Para t > 0, a transformacao fornece
P(EZ > t) = P(UZ < €_t> = 6_t7

de modo que E; ~ Exp(1). Para verificar a independéncia, note que, para ti,...,t, = 0,

P(E) <ty By < 1) =By > e, Uy 2 o) = [[(1— 7).

=1

A segunda igualdade usa a independéncia das uniformes. Se algum ¢; < 0, tanto a probabi-
lidade conjunta quanto o produto das marginais sao zero. Assim, a funcao de distribuicao

conjunta se fatora, e F1, ..., F, sao independentes. Ponha
E
T, = —.
esi
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Para t > 0, temos P(T; > t) = P(E; > e%it) = e . Logo T; tem distribuicio exponen-
cial de taxa e*. A fatoragdao da funcado de distribuicao conjunta continua valida apds esse
reescalonamento de cada limiar, de modo que os tempos permanecem independentes. Pelo
Exemplo 22, o indice que minimiza os T; tem a distribuicao softmax.

Para escrever essa regra como uma maximizacao, aplicamos — log, que é estritamente
decrescente nos niimeros positivos. Portanto,

argmin T; = argmax(— log T;) = argmax(s; + G;),

1<i<n 1<i<n 1<i<n

onde G; = — log(—log U;). Aqui, argmin e argmax denotam os indices em que o minimo e o
maximo sao atingidos. Como o empate tem probabilidade zero, esses indices sao tnicos com
probabilidade 1. Os ruidos G; sao independentes, pois suas transformacoes sdo estritamente
crescentes em cada U;, e a fatoracao das fungdes de distribuigao é preservada. Calculamos a
distribuicao de cada G; diretamente. Para g € R,

Feg,(9) = P(— log(—logU;) < g)
= IP’(UZ» < e_e_g> =e ¢,

Essa é a distribuicao Gumbel padrao. Assim, gerar ruidos Gumbel independentes, soma-los
aos escores e escolher o indice do maior valor é um algoritmo exato para sortear uma posicao
com probabilidades softmax. Esse procedimento é conhecido como trugque Gumbel-Maz.”

4.3. Informacao Conjunta e o Problema de Classificacao

Exemplo 24 (Duas Caracteristicas e uma Informagao Conjunta). Queremos construir um
exemplo em que cada caracteristica, observada sozinha, nao ajude a identificar a classe, mas
as duas caracteristicas em conjunto determinem a classe. Isso nos permitira ver concreta-
mente que as distribui¢gdes marginais podem perder a informacao sobre a interagdo entre
variaveis.

Seja (€2, F,P) um espago de probabilidade e seja C' : Q@ — {0, 1} uma varidvel aleatéria
com distribui¢do de Bernoulli de pardmetro 1/2. A varidvel C' divide o espago amostral em
dois grupos, representados pelos eventos

(C=0}={weQ:Clw)=0}, {C=1}={weQ:Cw)=1}.

Esses eventos sao disjuntos, sua uniao é €2, e

Sejam ainda X,Y : € — R duas varidveis aleatérias. Para cada resultado w, o par
(X (w), Y (w)) registra duas caracteristicas desse resultado, enquanto C(w) indica seu grupo.
Um dos nossos objetivos é encontrar a distribuicao condicional conjunta dessas caracteris-
ticas (ou do vetor (X,Y)) dado um determinado grupo. Este tipo de problema é muito
comum quando estamos trabalhando em tarefas de classificacao, ja que, em geral, conhece-
mos algumas caracteristicas do objeto que queremos classificar, neste nosso exemplo seriam

2Veja C. J. Maddison, A Poisson process model for Monte Carlo (2016), para essa ligacdo entre corridas
exponenciais e o truque Gumbel-Max.
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as variaveis aleatorias X e Y, e queremos, com base nesses valores, inferir a que classe,
indicada pela variavel aleatéria C, nosso objeto pertence.
Vamos assumir que

P((X,Y) €(0,1) x (0,1)) = 1.

Vamos considerar as seguintes regioes do quadrado aberto @ = (0,1) x (0, 1):
Ro={(z,9) €Q: (x— )y — 1) >0},

Ri={(z,y)eQ:(x-y—1} <0}

B
=

o

= ===
[a—y
o

N|—= f—mm——— -
—_

Figura 6: As regides Ry e Ry sao a uniao dos dois quadrantes som-
breados. As linhas divisérias © = 1/2 e y = 1/2, representadas por
tragos, e a borda do quadrado estao excluidas das regioes.

E importante observar que os eventos {C' = 0} e {C' = 1} sdo subconjuntos de €,
enquanto as regioes Ry e R; sdo subconjuntos de R2. Vamos relacioné-los abaixo no momento
de construir a distribui¢gdo condicional. Isto seréd feito de modo que, dado {C' = 0}, o par
(X,Y) pertenca a Ry quase certamente, com respeito a distribui¢do condicional conjunta.
Analogamente dado {C' = 1} o par (X,Y’) tomara valores em Ry, quase certamente, também
com respeito a distribuicao condicional conjunta.

Para descrever a distribuigao das caracteristicas determinadas pelo vetor aleatério (X, Y)
em cada classe, usamos a medida condicional ao evento {C' = ¢}, com ¢ = 0, 1. Para facilitar
a notacao vamos denotar estas medidas condicionais por P.. Desta forma temos para todo
B e F que

P(B) = P(B | C = c) P(BP?C{Z 5 ct) BB ml{g =D _opnic=d}).

Vamos supor que sob P. o vetor aleatério (X,Y) tenha a densidade conjunta h, : R*? — R,
onde para cada (x,y) € R? temos

hO(xay):2']lRD(x7y)a hl(xvy)ZQ']lRl(xay)'

Para verificar que as fungoes hg e hy sao de fato funcgoes de densidade basta observar que
ambas sao Borel-mensuraveis, nao negativas e satisfazem

//th(x,y) dzdy = 24rea(R,) =2-3 =1, ce {0,1}.
R
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Portanto, cada uma define uma distribui¢ado de probabilidade para (X,Y’) dentro da classe
correspondente. A distribui¢do de C' e essas duas distribui¢oes condicionais determinam a
distribui¢do conjunta de (C, X,Y’). Mais precisamente, para todo boreliano S C R?,

]P(C:c,(X,Y)ES) :%IP’C((X Y) //h z,y) dz dy.

Para determinar a distribuicao de X em cada classe, calculamos sua densidade marginal
sob P.. Pela formula (15), uma versao dessa densidade é

hao(z /h zy)dy,  ce{0,1}.

Fixemos = € (0,1/2). Neste caso, x — 1/2 < 0, portanto pelas definigoes de Ry e Ry
temos as seguintes secoes verticais:

{yGR:(x,y)ERg}z@,%) e {yER:(m,y)ERl}:@,l).

Como h. =2 - 15, segue que, para todo y € R,

ho(l‘,y>:2']l(07%)(y), hl(x7y>:2]l<

) (y)-

1
2 )

Essas secoes estao representadas em vermelho na Figura 7.

RO Rl

—_
—
>

Y
&

Figura 7: Segbes verticais de Ry e Ry para um valor fixado 2o € (0,1/2). Os segmentos
vermelhos correspondem aos intervalos 0 < y < 1/2 e 1/2 < y < 1, respectivamente. Os
circulos abertos indicam os extremos excluidos.

Consequentemente,
1/2
hxo(x /hoxy dy—/ 2dy =1, Va:e(O,%) (28)
hxa(x /hlxy dy = Qdyzl, V:EE(O,%). (29)

1/2

Fixemos agora = € (1/2,1). Agora, x — 1/2 > 0, portanto pelas defini¢coes de Ry e R;
temos as seguintes secoes verticais:

{yeR:(z,y) e R} =(3,1) e {yeR:(xy)eRr}=(0})

72
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Como h. = 2- 15, segue que, para todo y € R,

ho(z,y) =2 11(%71) (), h(zy) =2 11(07 1)(9)'

Essas se¢oOes estao representadas em vermelho na Figura 8.

RO Rl

—_
S -
—_

Figura 8: Segbes verticais de Ry e Ry para um valor fixado 2o € (1/2,1). Os segmentos

vermelhos correspondem aos intervalos 1/2 < y < 1 e 0 < y < 1/2, respectivamente. Os
circulos abertos indicam os extremos excluidos.

Consequentemente,
1
hxo@) = [ ho(wy)dy= [ 2dy=1,  Voe(31) (30)
R 1/2
1/2
hxa(x) = /Rh1(x7?/) dy :/0 2dy =1, Vo € (%, 1) . (31)

Portanto, pelas igualdades (28), (29), (30) e (31), para cada ¢ € {0,1} fixado e cada
z € (0,1)\ {3} temos

/hc(x,y)dy:%%:l.
R

Para x ¢ (0,1), essa integral é zero. Para z = 1/2, ela também ¢é zero, pois fixamos as
densidades conjuntas como zero nas linhas divisérias. Podemos, porém, escolher outra versao
da densidade marginal, atribuindo-lhe o valor 1 nesse tinico ponto, sem alterar a distribuicao
de X. O mesmo argumento vale para os cortes horizontais, ja que h.(x,y) = h.(y, ). Assim,
passaremos a usar as versoes marginais

hX,c(-r) = ]1(0’1)((%), hY,c(y) = ]1(0,1)((@), (S {07 1}

Essas versoes coincidem com as integrais marginais em quase todo ponto. Em particular,
sob ambas as medidas Py e IP;, as duas variaveis aleatérias X e Y tém, individualmente,

distribui¢ao uniforme em (0, 1).
Desta forma temos

Po(X € D) =P (X € D), VD€ B(R).

A mesma igualdade também é vélida para a varidvel aleatoria Y.
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Por exemplo, saber que X pertence a um intervalo I C (0,1) de comprimento positivo
mantém as probabilidades das duas classes iguais as probabilidades iniciais:

P(C=0|Xel)=P(C=1|Xel)=1.

Para justificar essa igualdade, denotemos por ¢(I) > 0 o comprimento de I. Como a distri-
buicdo de X sob P. é uniforme em (0, 1), para cada ¢ € {0,1} temos

P(Xel|C=c)=P(Xel)= /hX7C(a7)dx :/1dx — (1),
I I
Os eventos {C' = 0} e {C' = 1} formam uma particao de €. Logo, pela férmula da probabi-
lidade total,
1
PXel)=) P(Xel|C=c)P(C=c¢)
c=0
=) L4 01)-L=1¢(1) > 0.

Portanto, podemos condicionar ao evento {X € I}. Pela definicio de probabilidade condi-
cional e pela férmula de Bayes, para cada ¢ € {0, 1} obtemos

P{C =c}N{X € I})
P(X €1I)

PXel|C=c¢P(C=c)
P(X € 1)

P(C=c|Xel)=

O célculo mostra por que as probabilidades das classes permanecem iguais: o evento {X € I}
tem a mesma probabilidade condicional em ambas as classes. O mesmo vale quando a
informacao é sobre Y. Assim, informagoes sobre uma tunica coordenada nao alteram as
probabilidades dos grupos; para recuperar o valor de C, precisamos considerar como as duas
coordenadas se combinam.

Para quantificar a limitacao descrita acima, podemos usar uma regra de previsao baseada
exclusivamente na variavel aleatéria X. Uma regra de previsao é simplesmente uma funcao
Borel-mensuravel g : R — {0,1} e funciona da seguinte maneira. Ao observar o valor
X(w) = z, a classe prevista serd a classe g(z). Uma regra de previsao as vezes é chamada
de uma regra “deterministica”, porque, para um mesmo valor x, a funcao g sempre produz
a mesma previsao.

Denotemos por C a previsao obtida a partir de X:

C:Q—{0,1}, Clw) = g(X(w)).

Como X e g sao mensuraveis, C' é uma variavel aleatoria. Observe que C' indica a classe
verdadeira, enquanto C' indica a classe prevista pela regra “deterministica”.
Ja que g é mensuravel e assume apenas dois valores entao o boreliano

D=g"({0}) ={z €R:g(z) =0},
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determina g e vice-versa ja que

(2) 0, x€D,
g\xr) =
1, z¢D.

Como X ¢é uma variavel aleatéria e D é boreliano, temos imediatamente que
{C=0}={XeDleF e {C=1}={X¢D}eF

A regra “deterministica” acerta quando C(w) = C(w). Portanto, o evento de acerto ¢ a
uniao disjunta

{C=C}=({Cc=0n{XeD})u({C=1}n{X ¢ D}).
Usando a definicao de P. e a igualdade das distribui¢des marginais nas duas classes, obtemos
P(C=C)=P(C=0,Xe€D)+P(C=1,X ¢ D)
=3Py(X € D)+ 3P(X ¢ D)
=1Po(X € D)+ §(1-Py(X € D)) =1,

onde na pentltima igualdade usamos que P1(X ¢ D) =Py(X ¢ D) =1—Py(X € D).

Logo, toda regra deterministica mensuravel baseada somente na variavel aleatoria X
acerta com probabilidade 1/2. O mesmo calculo vale para qualquer regra deterministica
baseada somente em Y.

Por outro lado, vamos mostrar que é possivel construir uma regra deterministica mensu-
ravel baseada no vetor (X,Y’) que classifica corretamente com probabilidade 1. Agora, uma
regra de previsdo ¢ uma funcao G : R? — {0,1}: ao observar (X (w),Y (w)) = (z,¥), a classe
prevista serd G(zx,y).

Para escolher essa fun¢ao, usamos as defini¢oes de Ry e R;. Em Ry, as duas coordenadas
sdo simultaneamente menores que 1/2 ou simultaneamente maiores que 1/2, de modo que
(z—3)(y—3) > 0. Em Ry, uma coordenada ¢ menor que 1/2 e a outra é maior, de modo
que esse produto é negativo. Assim, definimos, para todo (z,y) € R?,

0, (z-—
G(z,y) = L @

NI N
N~—
WV
=

Essa defini¢ao atribui a previsao 0 as linhas divisérias x = 1/2 e y = 1/2. Como a funcao
(z,y) — (z — 3)(y — 3) ¢ continua, o conjunto G~*({0}) ¢ fechado e o conjunto G~*({1}) ¢
aberto. Ambos sdo borelianos de R?, logo G ¢ Borel-mensuravel.

Denotemos por C x,y @ previsao obtida a partir das duas caracteristicas:

Cxy : Q—{0,1}, CxyWw)=G(X(w),Y(w)).

Como (X,Y) e G sao mensuraveis, C'xy ¢ uma varidvel aleatéria. Para cada ¢ € {0,1}, o
evento em que a regra prevé a classe ¢ é

{Cxy =c} ={(X.Y) e G'({ch)} € F.
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Pela construcdo de G, temos R. C G~'({c}) para ¢ € {0,1}. Além disso, a densidade
h. ¢ nula fora de R.. Portanto, sob a medida condicional P., a regra prevé a classe ¢ com
probabilidade 1:

P(Cxr =)= [ gy el ) o dy

:// he(z,y)dedy =25 =1.
R

Para obter a probabilidade de acerto sob PP, escrevemos novamente o evento de acerto como
uma uniao disjunta:

{Cxy =Ct=({C=0}n{Cxy =0} U ({C =1} n{Cxy =1}).

Usando a defini¢ao das medidas condicionais, obtemos

P(Cxy =C)=P(C =0,Cxy =0)+P(C=1,Cxy =1)
=1Py(Cxy =0) + 1P (Cxy =1)
=1.1+1-1=1

Como as linhas divisérias tém &drea zero e a distribui¢ao conjunta de (X,Y’) sob cada P, tem
densidade, o evento {X = 1/2}U{Y = 1/2} tem probabilidade zero sob cada IP.. Pela férmula
da probabilidade total, esse evento também tem probabilidade zero sob IP. Portanto, qualquer
escolha da previsdo nessas linhas produz a mesma probabilidade de acerto. Assim, com
probabilidade 1, o valor de C' pode ser recuperado a partir do par (X,Y). A interacao entre
as coordenadas contém toda a informagao de classe, embora cada marginal, separadamente,
nao contenha nenhuma.

Essa construcao também mostra o que se perde ao substituir, dentro de cada classe,
a densidade conjunta pelo produto das densidades marginais. Em ambas as classes esse
produto é hx .(z)hy.(y) = L1g(x,y), uma densidade uniforme em ). Como esse produto nao
depende de ¢, a substituicao atribui a mesma distribui¢ao conjunta as duas classes e elimina
a informagdo que permitia recuperar C' a partir do vetor (X,Y).

4.4. Dimensao e Escassez de Amostras Locais

Exemplo 25 (Dimensao e Escassez de Amostras Locais). No exemplo anterior, usamos
o vetor (X,Y) para representar duas caracteristicas de um objeto. Agora, fixemos um
inteiro d > 1 e consideremos objetos descritos por d caracteristicas reais. Cada objeto sera
representado por um vetor x = (x1,...,74) € R% no qual a coordenada x; registra o valor
da i-ésima caracteristica. Assim, o niimero de caracteristicas é a dimensao do espago em que
representamos os objetos.

Em algumas tarefas de inteligéncia artificial, procuramos, entre os dados disponiveis, ob-
jetos com caracteristicas proximas as de um objeto de referéncia. Neste contexto, chamare-
mos de amostra cada vetor de dados disponivel e de consulta o vetor fixo ¢ = (qq,. .., qq) € R?
que representa o objeto de referéncia. Escolhida uma tolerancia ¢ > 0, diremos que uma
amostra r estd proxima da consulta ¢ em todas as caracteristicas quando

|z, — qi| <, Vie{l,...,d}.
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Queremos estudar como a dimensao d afeta a probabilidade de obter uma amostra que
satisfaca simultaneamente essas d condigoes.

Para isso, vamos usar um modelo probabilistico simples. Seja (£, F,P) um espago de
probabilidade e sejam X1, ..., X, : Q2 — R variaveis aleatérias independentes, cada uma com
distribui¢ao uniforme em (0, 1), isto é, X; ~ U(0,1). O vetor aleatério

X:Q—RY X(w) = (Xq(w),..., Xq(w)),

modela a geragao de uma amostra: para cada resultado w, o vetor X(w) é a amostra obtida,
e X;(w) é o valor de sua i-ésima caracteristica. Esse vetor pertence ao cubo (0,1)¢ quase
certamente.

Neste exemplo, fixaremos a consulta no centro do cubo, ¢ = (1/2,...,1/2), e usaremos a
tolerdncia € = 1/4. A regiao dos vetores préximos dessa consulta é

d d
1 1 13
ZI:II 25T y) " \wa

O evento de que a amostra gerada esteja proxima dessa consulta em todas as caracteristicas

é dado por
d

1
i=1
Observe que V,; é uma regido de RY, enquanto Ay é um evento de €2: ele retine os resultados
w para os quais X(w) pertence a V.
Para calcular P(Ay), comegamos pela condi¢do em uma unica caracteristica. Como ¢; =
1/2e X; ~U(0,1), para cada ¢ € {1,...,d} temos

1 1 3 3/4 1
]P(\Xi—ql-\<>:]P’(<Xi<>:/ 1dw:§.
1

4 4 4 /4
Pela independéncia das varidveis X7, ..., Xy, os eventos {|X; —¢;| < 1/4} sdo independentes.
Portanto,
d
1 _
P(As) = [TP(IXi—al < ;) =27 (32)
i=1

Geometricamente, V; tem volume 27¢ e o cubo (0, 1)¢ tem volume 1. Como X tem distribu-
icao uniforme nesse cubo, P(A4,) coincide com a fra¢ao do volume ocupada por V.

Para estudar a chance de sucesso com uma cole¢ao de amostras, fixe um inteiro N > 1
e sejam X®*) = (Xl(k), e ,Xc(lk)), para k = 1,..., N, vetores aleatérios definidos no mesmo
espaco de probabilidade. Assumimos que as Nd variaveis Xi(k) sejam todas independentes
e uniformes em (0,1). Aqui, o indice i identifica a caracteristica e o indice k identifica a
amostra.

Para cada k € {1,..., N}, o evento de que a k-ésima amostra esteja proxima da consulta

AP = (xX® e v}

Cada vetor X®) tem a mesma distribuicdo que X. Logo, por (32), P(Aék)) =274 Além disso,
os eventos Agl), e ,AfiN) sao independentes: cada um é determinado pelas coordenadas de

um unico vetor, e esses grupos de coordenadas sao independentes entre si.
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Encontrar ao menos uma amostra proxima da consulta corresponde ao evento
N4
k=1

Para calcular sua probabilidade, é conveniente considerar o evento complementar: nenhuma

k L
das N amostras pertence a V;. Como os complementares dos eventos Ag) também sao
independentes, temos

]];V[ P((AM)e) = (1 — 279N,

Passando ao complementar e aplicando a desigualdade da unido, obtemos

P(Byn) =1— (1 —-2"HN

N
Z = N2,

(33)

Por exemplo, com d = 30 caracteristicas e N = 1000000 amostras, a probabilidade de
encontrar ao menos uma amostra préoxima da consulta satisfaz

1000 000
P(Bs0,1000000) < om0 < 0,001 = 0,1%.

Para uma dimensao d fixada, se desejarmos P(B;x) > 1/2, o nimero N de amostras deve
satisfazer, por (33),

<P(Byn) < N27¢, e, portanto, N > 2471, (34)

DN | —

Essa condigao ¢é necessaria, pois foi obtida de uma cota superior. Para verificar se um valor
de N é suficiente, usamos a expressio exata 1 — (1 — 274" em (33).

Com a consulta e a tolerancia escolhidas, cada caracteristica adicional impoe uma con-
digdo independente de probabilidade 1/2, reduzindo pela metade a probabilidade de uma
tnica amostra estar proxima de ¢q. A condigdo (34) impde ao nimero de amostras uma
cota inferior que cresce exponencialmente com a dimensao. Esse comportamento ilustra, no
modelo considerado, um dos fenémenos conhecidos como maldi¢io da dimensionalidade.
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