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Resumo

Nestas notas, damos continuidade ao estudo das variáveis aleatórias e iniciamos o
estudo dos vetores aleatórios contínuos. Apresentamos a função de distribuição con-
junta e suas propriedades, definimos a densidade conjunta e mostramos como calcular
probabilidades por meio de integração sobre regiões do plano. Em seguida, introdu-
zimos as densidades marginais, obtidas integrando a densidade conjunta em relação
à outra variável, e estudamos o conceito de independência de variáveis aleatórias ab-
solutamente contínuas, caracterizada pela fatoração da densidade conjunta, em quase
todo ponto, como produto das densidades marginais. Desenvolvemos três aplicações à
inteligência artificial: sorteios com probabilidades softmax por meio de relógios expo-
nenciais, classificação baseada na informação conjunta de duas características e escassez
de amostras locais em dimensão alta. Para preparar a primeira aplicação, estudamos
a distribuição exponencial e sua caracterização pela propriedade de falta de memória.
A apresentação dos conceitos segue de perto as Seções 6.1 a 6.3 do Capítulo 6 de [1].

1. Vetores Aleatórios e Independência
Dadas duas variáveis aleatórias X e Y , definidas em um espaço de probabilidade (Ω, F ,P), é
frequentemente útil pensar nelas conjuntamente como um vetor aleatório (X, Y ) que assume
valores em R2. Quando X e Y são discretas, podemos estudar esse vetor aleatório por meio
da função de probabilidade conjunta de X e Y , mas, para variáveis aleatórias gerais, essa
função pode não determinar a distribuição. Uma ferramenta aplicável em todos esses casos
é a função de distribuição conjunta, definida a seguir.

Definição 1 (Função de Distribuição Conjunta). A função de distribuição conjunta do par
de variáveis aleatórias X e Y é a função FX,Y : R2 → [0, 1] dada por

FX,Y (x, y) = P(X ⩽ x, Y ⩽ y). (1)

A notação P(X ⩽ x, Y ⩽ y) representa a probabilidade da interseção dos seguintes
eventos {X ⩽ x} e {Y ⩽ y}.
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Algumas propriedades elementares das funções de distribuição conjunta são análogas às
das funções de distribuição usuais. Por exemplo,

lim
x,y→−∞

FX,Y (x, y) = 0 (2)

e
lim

x,y→∞
FX,Y (x, y) = 1. (3)

Para justificar o primeiro limite, basta observar que 0 ⩽ FX,Y (x, y) ⩽ FX(x) e que
FX(x) → 0 quando x → −∞. Para o segundo, usamos a continuidade da probabilidade em
sequências crescentes: os eventos {X ⩽ n, Y ⩽ n} crescem para Ω quando n → ∞, pois X
e Y assumem valores reais. Além disso, FX,Y (x, y) ⩾ FX,Y (n, n) sempre que x, y ⩾ n.

Da mesma forma, a inclusão dos eventos mostra que FX,Y é não decrescente em cada
variável, no sentido de que

FX,Y (x1, y1) ⩽ FX,Y (x2, y2) se x1 ⩽ x2 e y1 ⩽ y2. (4)

A função de distribuição conjunta FX,Y contém, em geral, mais informação do que as
duas funções de distribuição usuais FX e FY , uma vez que ela descreve como X e Y se
comportam conjuntamente. Em particular, as funções de distribuição de X e Y podem ser
obtidas a partir de sua função de distribuição conjunta de maneira direta. Para obter FX(x),
fixamos x e deixamos o limiar de Y tender ao infinito. Os eventos {X ⩽ x, Y ⩽ n} crescem
até {X ⩽ x} quando n → ∞. Pela continuidade da probabilidade em sequências crescentes,
e analogamente para Y , temos

FX(x) = lim
y→∞

FX,Y (x, y), FY (y) = lim
x→∞

FX,Y (x, y). (5)

Essas funções de distribuição são chamadas de funções de distribuição marginais da
função de distribuição conjunta FX,Y .

A noção de independência das variáveis aleatórias X e Y surge naturalmente dessa dis-
cussão.

Definição 2 (Variáveis Aleatórias Independentes). Dizemos que X e Y são independentes
se, para quaisquer x, y ∈ R, os eventos {X ⩽ x} e {Y ⩽ y} forem independentes.

Isto é, X e Y são independentes se, e somente se,

P(X ⩽ x, Y ⩽ y) = P(X ⩽ x)P(Y ⩽ y) para todos x, y ∈ R,

o que equivale a dizer que a sua função de distribuição conjunta se fatora como o produto
das duas funções de distribuição marginais:

FX,Y (x, y) = FX(x) FY (y) para todos x, y ∈ R. (6)

No caso de variáveis aleatórias discretas, essa definição equivale à fatoração da função
de probabilidade conjunta como produto das funções de probabilidade marginais. A verifi-
cação fica como exercício. Variáveis aleatórias que não são independentes são chamadas de
dependentes.

Estudamos famílias finitas de variáveis aleatórias da mesma maneira. Se X1, X2, . . . , Xn

são variáveis aleatórias em (Ω, F ,P), escrevemos X = (X1, X2, . . . , Xn). A sua função de
distribuição conjunta é a função FX : Rn → [0, 1] dada por

FX(x) = P(X1 ⩽ x1, X2 ⩽ x2, . . . , Xn ⩽ xn), ∀x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn. (7)
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Vamos dizer que uma coleção finita de variáveis aleatórias X1, X2, . . . , Xn são independentes
se

P(X1 ⩽ x1, . . . , Xn ⩽ xn) = P(X1 ⩽ x1) · · ·P(Xn ⩽ xn) ∀x ∈ Rn,

ou, equivalentemente, se

FX(x) = FX1(x1) · · · FXn(xn) ∀x ∈ Rn. (8)

Exemplo 3 (Função de Distribuição Conjunta Discreta). Suponha que X e Y sejam variáveis
aleatórias em um espaço de probabilidade, cada uma assumindo valores no conjunto dos
inteiros Z = {. . . , −1, 0, 1, . . .}, com função de probabilidade conjunta

P(X = i, Y = j) = p(i, j) para i, j ∈ Z.

Somando as probabilidades dos eventos {X = i, Y = j}, que são dois a dois disjuntos,
obtemos

FX,Y (x, y) =
∑

i,j∈Z
i⩽x, j⩽y

p(i, j) para todo (x, y) ∈ R2.

Exemplo 4 (Distribuição Conjunta e Independência de Exponenciais). Suponha que X e
Y sejam variáveis aleatórias com função de distribuição conjunta

FX,Y (x, y) =


1 − e−x − e−y + e−x−y se x, y ⩾ 0,

0 caso contrário.

A função de distribuição marginal de X é

FX(x) = lim
y→∞

FX,Y (x, y) =


1 − e−x se x ⩾ 0,

0 caso contrário,

de modo que X tem distribuição exponencial com parâmetro 1. Um cálculo análogo mostra
que Y também possui essa distribuição. Para x, y ⩾ 0, podemos fatorar a expressão inicial:

FX,Y (x, y) = (1 − e−x)(1 − e−y) = FX(x) FY (y).

Se x < 0 ou y < 0, tanto FX,Y (x, y) quanto FX(x) FY (y) são nulos. Portanto, a fatoração
vale para todos x, y ∈ R, e X e Y são independentes.

1. Mostre que duas variáveis aleatórias X e Y são independentes se, e somente se,

P(X > x, Y > y) = P(X > x)P(Y > y) para todos x, y ∈ R.

2. Seja (X, Y ) um par de variáveis aleatórias com função de distribuição conjunta F . Prove
que

P(a < X ⩽ b, c < Y ⩽ d) = F (b, d) + F (a, c) − F (a, d) − F (b, c)
para quaisquer a, b, c, d ∈ R tais que a < b e c < d.
3. Prove que duas variáveis aleatórias X e Y são independentes se, e somente se,

P(a < X ⩽ b, c < Y ⩽ d) = P(a < X ⩽ b)P(c < Y ⩽ d)

para todos a, b, c, d ∈ R satisfazendo a < b e c < d.
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2. Funções de Densidade Conjunta
Uma densidade conjunta permitirá calcular a probabilidade de o vetor aleatório pertencer a
uma região do plano. Antes de defini-la, vamos especificar quais regiões serão mensuráveis,
estendendo ao plano a noção de conjunto boreliano já apresentada na reta.

Dados a ∈ R2 e r > 0, o disco aberto de centro a e raio r é o conjunto

D(a, r) = {x ∈ R2 : ∥x − a∥ < r},

isto é, o conjunto dos pontos cuja distância até a é menor que r. Aqui, ∥ · ∥ denota a norma
euclidiana.

x1

x2

a

r

D(a, r)

Figura 1: Disco aberto de centro a e raio r em R2.

Um conjunto U ⊆ R2 é aberto se, para todo ponto a ∈ U , existe algum raio r > 0 tal
que D(a, r) ⊆ U . Denotemos por C a coleção de todos os discos abertos de R2, com centros
em R2 e raios positivos. A σ-álgebra de Borel de R2, denotada por B(R2), é a menor σ-
álgebra de subconjuntos de R2 que contém C . Em outras palavras, é a interseção de todas
as σ-álgebras de subconjuntos de R2 que contêm todos os discos abertos. Seus elementos são
chamados de conjuntos borelianos, ou simplesmente borelianos.

Todo aberto do plano é uma união enumerável de discos abertos com centros em Q2 e
raios racionais positivos. Por isso, a classe dos borelianos contém todos os conjuntos abertos
e fechados do plano. Em particular, inclui retângulos, discos e regiões delimitadas por curvas
fechadas simples (curvas de Jordan), entre outros conjuntos que aparecem nas aplicações do
Cálculo.

Diremos que uma função f : R2 → R é Borel-mensurável se, para todo t ∈ R, o conjunto

{(x, y) ∈ R2 : f(x, y) ⩽ t}

pertencer a B(R2). Como os intervalos (−∞, t] geram B(R), essa condição equivale a
exigir que a pré-imagem f−1(C) = {(x, y) ∈ R2 : f(x, y) ∈ C} pertença a B(R2) para
todo C ∈ B(R). Essa condição é análoga à usada na definição de variável aleatória: as
pré-imagens dos borelianos da reta devem ser conjuntos mensuráveis no domínio. Na reta,
usamos a mesma definição, tomando B(R) também no domínio. Em particular, toda função
contínua é Borel-mensurável, pois a pré-imagem de um aberto por uma função contínua é
um conjunto aberto.

Com essas noções, podemos passar das densidades na reta às densidades no plano. Re-
cordamos que uma variável aleatória X é dita absolutamente contínua se sua função de
distribuição admitir uma representação integral da forma

FX(x) = P(X ⩽ x) =
∫ x

−∞
f(u) du, para todo x ∈ R,
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para alguma função Borel mensurável e não negativa f .

Definição 5 (Variáveis Aleatórias Conjuntamente Absolutamente Contínuas). Dizemos que
o par (X, Y ) de variáveis aleatórias em (Ω, F ,P) é (conjuntamente) absolutamente contínuo
se sua função de distribuição conjunta puder ser expressa na forma1

FX,Y (x, y) = P(X ⩽ x, Y ⩽ y) =
∫ x

−∞

∫ y

−∞
f(u, v) dv du (9)

para quaisquer x, y ∈ R e alguma função Borel-mensurável f : R2 → [0, ∞). Quando
essa condição é satisfeita, dizemos que X e Y possuem função densidade (de probabilidade)
conjunta f , e costumamos denotar essa função por fX,Y .

A medida de Lebesgue no plano formaliza a ideia de área, assim como na reta formaliza
o comprimento. Um conjunto tem área zero se, para todo ε > 0, puder ser coberto por uma
união enumerável de retângulos cuja soma das áreas seja menor que ε. Por exemplo, todo
segmento de reta tem área zero. Dizemos que uma propriedade vale quase em todo ponto do
plano quando ela pode falhar apenas em um conjunto de área zero.

Assim como no caso unidimensional, duas densidades representam a mesma distribuição
conjunta se, e somente se, coincidem quase em todo ponto. Em particular, a densidade não é
única: alterar seus valores em um conjunto de área zero, mantendo a Borel-mensurabilidade
e a não negatividade, não altera a representação integral de FX,Y .

Sob hipóteses de regularidade, podemos obter uma densidade por derivação. Uma con-
dição suficiente é que o par (X, Y ) seja conjuntamente absolutamente contínuo e que FX,Y

tenha derivadas parciais de segunda ordem contínuas em um aberto G ⊆ R2 cujo comple-
mento tenha área zero. Nesse caso, uma densidade conjunta é dada por

fX,Y (x, y) =


∂2

∂x∂y
FX,Y (x, y) se (x, y) ∈ G,

0 caso contrário.

(10)

Para entender essa fórmula, observe que a integral da derivada mista sobre um retângulo
cujo fecho esteja contido em G é, pelo Teorema Fundamental do Cálculo, a diferença de
quatro valores de FX,Y que dá a probabilidade desse retângulo (Exercício 2). Isso identifica
a derivada mista com uma densidade quase em todo ponto de G. A escolha do valor zero
fora de G não altera as integrais, pois esse complemento tem área zero. Nos exemplos em
que essa hipótese estiver satisfeita, usaremos (10) para encontrar uma densidade conjunta.

As propriedades elementares da função densidade conjunta fX,Y são a não negatividade,
exigida na definição,

fX,Y (x, y) ⩾ 0 para quaisquer x, y ∈ R, (11)
e a integral unitária, ∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
fX,Y (x, y) dx dy = 1. (12)

Esta última igualdade é obtida tomando o limite quando x e y tendem a +∞ na igualdade
(9), já que os eventos {X ⩽ n, Y ⩽ n} crescem para Ω e, pela não negatividade de f , as
integrais correspondentes crescem para a integral sobre todo o plano.

1As integrais são tomadas no sentido de Lebesgue. Nos exemplos do curso, elas podem ser calculadas
pelas técnicas usuais do Cálculo. Como o integrando é mensurável e não negativo, o Teorema de Tonelli
permite trocar a ordem de integração. Quando sua integral é finita, também se aplica o Teorema de Fubini.
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Mais uma vez, observamos uma analogia entre funções densidade conjuntas e funções de
probabilidade conjuntas. De modo intuitivo, podemos dizer que, para um ponto (x, y) em
que fX,Y seja contínua e para acréscimos positivos pequenos δx e δy, a probabilidade de
o vetor aleatório (X, Y ) pertencer ao pequeno retângulo com vértice inferior esquerdo em
(x, y) e lados de comprimentos δx e δy é dada aproximadamente por

P
(
x < X ⩽ x + δx, y < Y ⩽ y + δy

)
≈ fX,Y (x, y) δx δy. (13)

De fato, pela continuidade, a densidade varia pouco nesse retângulo. O erro da aproximação,
dividido pela área δx δy, tende a zero quando δx e δy tendem a zero por valores positivos.
Essa interpretação sugere que a probabilidade de uma região deve ser obtida integrando a
densidade sobre ela, como veremos a seguir.

Teorema 6 (Probabilidade de Regiões Borelianas). Se A é um boreliano de R2 e X e Y são
variáveis aleatórias conjuntamente absolutamente contínuas com função densidade conjunta
fX,Y , então

P
(
(X, Y ) ∈ A

)
=
∫∫

A
fX,Y (x, y) dx dy. (14)

O evento {(X, Y ) ∈ A} pertence a F . Para justificar essa afirmação, observamos que
a pré-imagem de um retângulo (a, b] × (c, d] é a interseção dos eventos {a < X ⩽ b} e
{c < Y ⩽ d} e, portanto, pertence a F . A coleção dos conjuntos do plano cujas pré-imagens
pertencem a F é uma σ-álgebra. Ela contém todos os discos abertos, pois cada um deles é
uma união enumerável desses retângulos com extremos racionais. Logo, contém B(R2), o
que justifica a afirmação para todo boreliano A.

x

y

A

x x + δx

y

y + δy δx δy

Figura 2: Quando a densidade varia pouco no retângulo destacado
em A, a probabilidade de que (X, Y ) pertença a ele é aproximada-
mente fX,Y (x, y) δx δy.

O Teorema 6 depende de resultados da teoria da integração, e omitimos sua demonstração.
Podemos entender intuitivamente o resultado para uma região limitada A como a da

Figura 2. Suponha que sua fronteira tenha área zero e que a densidade seja contínua em
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uma vizinhança de seu fecho. A ideia é aproximar A por uniões de pequenos retângulos dois
a dois disjuntos. Em cada retângulo, a probabilidade é aproximadamente a densidade em um
de seus pontos multiplicada pela área. Somando essas pequenas probabilidades e refinando
a divisão, obtemos somas que convergem para a integral da densidade sobre A.

Exemplo 7 (Distribuição Uniforme em um Retângulo). Uma função Borel-mensurável f :
R2 → R é a função densidade conjunta de algum par de variáveis aleatórias, em algum espaço
de probabilidade, se, e somente se, satisfaz as condições

f(x, y) ⩾ 0 para quaisquer x, y ∈ R e
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y) dx dy = 1.

Para verificar a suficiência, podemos tomar Ω = R2 e F = B(R2) e definir

P(A) =
∫∫

A
f(x, y) dx dy para todo A ∈ F .

Usamos então as variáveis aleatórias X(x, y) = x e Y (x, y) = y. A mensurabilidade, a
não negatividade e a integral unitária garantem que essa construção define uma medida de
probabilidade. A caracterização é análoga à do caso unidimensional.

Fixe agora a > 0 e b > 0. A função

f(x, y) =


1
ab

, se 0 < x < a e 0 < y < b,

0, caso contrário,

é mensurável, não negativa e satisfaz∫ a

0

∫ b

0

1
ab

dy dx = 1.

Portanto, é uma função densidade conjunta. Se X e Y têm densidade conjunta f , dizemos
que o vetor (X, Y ) é uniformemente distribuído no retângulo B = (0, a) × (0, b). Para
qualquer boreliano A do plano,

P
(
(X, Y ) ∈ A

)
=
∫∫

A
f(x, y) dx dy =

∫∫
A∩B

1
ab

dx dy = área(A ∩ B)
área(B) .

x

y

f(x, y)

a

b

1
ab

Figura 3: A densidade uniforme tem altura 1/(ab) sobre o retângulo
B = (0, a) × (0, b) ⊆ R2. O prisma representado tem volume 1.
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4. As variáveis aleatórias X e Y têm função densidade conjunta dada por

f(x, y) =


c
(
x2 + 1

2xy
)
, se 0 < x < 1 e 0 < y < 2,

0, caso contrário.

Determine o valor da constante c e a função de distribuição conjunta de X e Y .
5. As variáveis aleatórias X e Y têm função densidade conjunta dada por

f(x, y) =


e−x−y, se x > 0 e y > 0,

0, caso contrário.

Calcule P(X + Y ⩽ 1) e P(X > Y ).

3. Densidades Marginais e Independência
Sempre que o par (X, Y ) possui função densidade conjunta fX,Y , podemos obter as funções
densidade de X e de Y integrando em relação à outra coordenada. Para encontrar uma
densidade de X, observamos que

P(X ⩽ x) =
∫ x

−∞

[∫ ∞

−∞
fX,Y (u, v) dv

]
du.

A integração iterada é válida porque a densidade conjunta é não negativa. Além disso, a
função entre colchetes é mensurável, não negativa e tem integral 1 sobre a reta. Assim, uma
densidade de X é dada por

fX(x) =
∫ ∞

−∞
fX,Y (x, v) dv para quase todo ponto x ∈ R. (15)

De modo análogo,

fY (y) =
∫ ∞

−∞
fX,Y (u, y) du para quase todo ponto y ∈ R. (16)

Como essas funções têm integral 1, as integrais acima são finitas em quase todo ponto. Se
uma delas for infinita em um ponto excepcional, fixamos a densidade marginal igual a zero
nesse ponto. O conjunto de tais pontos tem comprimento nulo, de modo que essa modificação
não altera as probabilidades.

Essas funções densidade são chamadas de funções densidade marginais de X e de Y , pois
são obtidas ao “projetar” o vetor aleatório (X, Y ) sobre os dois eixos coordenados do plano.

Recorde, pela Definição 2, que X e Y são independentes se suas funções de distribuição
satisfazem

FX,Y (x, y) = FX(x)FY (y) ∀(x, y) ∈ R2. (17)
Suponha agora que X e Y sejam conjuntamente absolutamente contínuas. O produto

fX(x)fY (y) é uma função mensurável não negativa e tem integral 1 sobre o plano. Sua função
de distribuição é ∫ x

−∞

∫ y

−∞
fX(u)fY (v) dv du = FX(x)FY (y).
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Se X e Y são independentes, essa função de distribuição coincide com FX,Y . Portanto, fX,Y

e o produto das densidades marginais são densidades da mesma distribuição e coincidem
quase em todo ponto:

fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y) para quase todo ponto (x, y) ∈ R2. (18)

Aqui, “quase todo ponto” permite que a igualdade falhe em um conjunto de área nula, pois
os valores de uma densidade nesse conjunto não alteram as probabilidades. Reciprocamente,
se integrarmos ambos os lados de (18) com x variando em (−∞, u] e y variando em (−∞, v],
obtemos (17). Assim, variáveis aleatórias conjuntamente absolutamente contínuas são inde-
pendentes se, e somente se, sua função densidade conjunta se fatora, quase em todo ponto,
como o produto das duas funções densidade marginais. Esse resultado é análogo ao caso de
variáveis aleatórias discretas, estudado anteriormente. Do mesmo modo que no caso discreto,
há um resultado mais geral.
Teorema 8 (Critério de Fatoração para Independência). Sejam X e Y variáveis aleatórias
conjuntamente absolutamente contínuas. Elas são independentes se, e somente se, existem
funções Borel-mensuráveis não negativas g, h : R → [0, ∞) tais que

fX,Y (x, y) = g(x)h(y) para quase todo ponto (x, y) ∈ R2.

Isto é, a densidade conjunta se fatora como o produto de uma função da primeira coordenada
por uma função da segunda.

Não apresentamos a demonstração aqui, mas sugerimos ao leitor que adapte a demonstra-
ção correspondente dada para variáveis discretas, substituindo os somatórios por integrais.
Para essa adaptação, verifique primeiro que a integral unitária da densidade conjunta implica
que as integrais de g e de h são finitas e estritamente positivas. Isso permite normalizar os
fatores, dividindo cada um por sua integral, para obter as densidades marginais.

Não vamos nos estender longamente sobre o caso em que há três ou mais variáveis
aleatórias. De modo geral, todas as ideias desenvolvidas até aqui possuem análogos em
mais de duas dimensões. Em R3, a σ-álgebra de Borel B(R3) é gerada pelas bolas abertas
{x ∈ R3 : ∥x − a∥ < r}, com a ∈ R3 e r > 0. A Borel-mensurabilidade de funções reais
é definida pelo mesmo critério de pré-imagens, usando B(R3) no domínio. Volume nulo e
propriedades quase em todo ponto são definidos como no plano, substituindo os retângulos
e suas áreas por paralelepípedos e seus volumes.

Por exemplo, dizemos que três variáveis aleatórias X, Y e Z são conjuntamente absolu-
tamente contínuas se

FX,Y,Z(x, y, z) = P(X ⩽ x, Y ⩽ y, Z ⩽ z)

=
∫ x

−∞

∫ y

−∞

∫ z

−∞
f(u, v, w) dw dv du

para todo (x, y, z) ∈ R3 e alguma função Borel-mensurável não negativa f : R3 → [0, ∞)
cuja integral sobre R3 seja 1. Como no caso bidimensional, quando o vetor (X, Y, Z) é
conjuntamente absolutamente contínuo e FX,Y,Z tem derivadas parciais contínuas até a ordem
três em um aberto H ⊆ R3 cujo complemento tenha volume nulo, podemos obter uma
densidade pela fórmula

f(x, y, z) =


∂3FX,Y,Z

∂x ∂y ∂z
(x, y, z), se (x, y, z) ∈ H,

0, caso contrário.
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Para qualquer vetor conjuntamente absolutamente contínuo (X, Y, Z), as três variáveis são
independentes se, e somente se, a densidade conjunta se fatora como o produto das funções
densidade marginais:

f(x, y, z) = fX(x)fY (y)fZ(z) para quase todo ponto (x, y, z) ∈ R3.

Nesse caso, o conjunto excepcional tem volume nulo.

Exemplo 9 (Exponenciais Independentes). Suponha que X e Y tenham função densidade
conjunta dada por

f(x, y) =


e−x−y, se x > 0 e y > 0,

0, caso contrário.

Então
fX(x) =

∫ ∞

−∞
f(x, y) dy

=


∫ ∞

0
e−x−y dy, se x > 0,

0, caso contrário,

=


e−x, se x > 0,

0, caso contrário,

o que mostra que X tem distribuição exponencial com parâmetro 1. A variável aleatória Y
também possui essa distribuição. Com essas escolhas das densidades marginais, temos

fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y) para todo x, y ∈ R,

de modo que X e Y são independentes.

Exemplo 10 (Constante de Normalização e Dependência). Suponha que X e Y tenham
função densidade conjunta dada por

f(x, y) =


ce−x−y, se 0 < x < y,

0, caso contrário,
(19)

para alguma constante c. Encontre o valor de c e determine se X e Y são independentes.

Solução. A não negatividade da densidade implica c ⩾ 0. Como sua integral deve ser 1,
vamos integrar primeiro em relação a y, que varia de x a ∞ na região 0 < x < y:

1 =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y) dy dx

= c
∫ ∞

0

∫ ∞

x
e−x−y dy dx

= c
∫ ∞

0
e−2x dx = c

2 ,

o que fornece c = 2.
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Para verificar se X e Y são independentes, vamos comparar a probabilidade de {X >
2, Y < 1} com o produto das probabilidades de {X > 2} e {Y < 1}. Pela densidade
conjunta,

P(X > 2, Y < 1) =
∫ ∞

2

∫ 1

−∞
f(x, y) dy dx = 0,

já que f(x, y) = 0 quando y < x. Por outro lado,

P(X > 2) =
∫ ∞

2

∫ ∞

x
2e−x−y dy dx = e−4 > 0,

P(Y < 1) =
∫ 1

0

∫ y

0
2e−x−y dx dy = (1 − e−1)2 > 0,

de modo que
P(X > 2, Y < 1) ̸= P(X > 2)P(Y < 1),

mostrando que X e Y são dependentes.

6. Sejam X e Y variáveis aleatórias com função densidade conjunta dada por

f(x, y) =


cx, se 0 < y < x < 1,

0, caso contrário.

Encontre o valor da constante c e as funções densidade marginais de X e Y . As variáveis X
e Y são independentes?
7. As variáveis aleatórias X, Y e Z têm função densidade conjunta dada por

f(x, y, z) =


8xyz, se 0 < x, y, z < 1,

0, caso contrário.

As variáveis X, Y e Z são independentes? Calcule P(X > Y ) e P(Y > Z).

4. Aplicações
Os conceitos de densidade conjunta, marginalização e independência permitem investigar
perguntas que aparecem em inteligência artificial. Vamos usá-los para:

• construir sorteios com os pesos da função softmax ;

• identificar uma informação presente apenas na interação entre duas características;

• examinar como a dimensão influencia a disponibilidade de amostras locais.

Antes do primeiro exemplo, estudaremos a distribuição exponencial, que modelará os tempos
de espera dos relógios usados no sorteio.
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4.1. A Distribuição Exponencial e a Falta de Memória
Uma variável aleatória não negativa pode representar o tempo de espera até a ocorrência
de um evento. No exemplo dos relógios da subseção seguinte, cada variável representará o
tempo até um relógio tocar. Uma hipótese possível para esse tempo de espera é a seguinte:
sabendo que o evento ainda não ocorreu após t unidades de tempo, a distribuição do tempo
adicional de espera é a mesma da espera inicial. Chamaremos essa propriedade de falta de
memória.

Vamos definir a distribuição exponencial, verificar que ela possui essa propriedade e
mostrar que, entre as variáveis aleatórias estritamente positivas quase certamente, ela é a
única distribuição sem memória. Depois relacionaremos essa propriedade à taxa de falha
constante e a um modelo de ocorrência de eventos em intervalos de tempo. A demonstração
da caracterização acompanha a apresentação de [2, Seção 5.5].

4.1.1. Definição e Função de Distribuição

Definição 11 (Distribuição Exponencial). Seja λ > 0. Dizemos que uma variável aleatória
X tem distribuição exponencial de parâmetro λ, e escrevemos X ∼ Exp(λ), quando admite
a função densidade

fX(x) =


λe−λx, se x ⩾ 0,

0, se x < 0.

O número λ também é chamado de taxa da distribuição.

A função é não negativa, e sua integral sobre a reta é∫ ∞

−∞
fX(x) dx =

∫ ∞

0
λe−λx dx =

[
−e−λx

]∞
0

= 1.

Portanto, ela é de fato uma densidade. Para a < 0, temos FX(a) = 0; para a ⩾ 0, a função
de distribuição é

FX(a) = P(X ⩽ a) =
∫ a

0
λe−λx dx = 1 − e−λa. (20)

Em particular, P(X > 0) = 1. É conveniente registrar também a função de cauda, isto é, a
probabilidade de X exceder um valor dado. Para a ⩾ 0,

G(a) ≡ P(X > a) = 1 − FX(a) = e−λa. (21)

Essa função é não crescente e contínua, com G(0) = 1.
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Figura 4: Densidades exponenciais para três taxas. Quanto maior
a taxa λ, menor a probabilidade P(X > a) = e−λa para cada a > 0
fixado.

Exemplo 12 (Média, Variância e o Significado da Taxa). Calculemos E[X] para interpretar
o parâmetro λ. Integrando por partes com u = x e dv = λe−λx dx, de modo que v = −e−λx,
obtemos

E[X] =
∫ ∞

0
xλe−λx dx

=
[
−xe−λx

]∞
0

+
∫ ∞

0
e−λx dx = 1

λ
.

O termo de fronteira se anula porque xe−λx → 0 quando x → ∞. Aplicando integração por
partes ao segundo momento, com u = x2 e o mesmo dv, temos

E[X2] =
[
−x2e−λx

]∞
0

+ 2
∫ ∞

0
xe−λx dx = 2

λ
E[X] = 2

λ2 .

Logo,
Var(X) = E[X2] −

(
E[X]

)2
= 1

λ2 .

Assim, aumentar a taxa λ reduz o tempo médio de espera 1/λ. Mais adiante veremos outra
interpretação de λ: ela determina a probabilidade de o evento ocorrer em um intervalo curto,
dado que ainda não ocorreu.

4.1.2. A Falta de Memória

Antes de enunciar a propriedade em tempo contínuo, recordemos seu análogo discreto.

Exemplo 13 (A Distribuição Geométrica como Análoga Discreta). Considere uma sequência
de tentativas independentes, cada uma com probabilidade de sucesso p ∈ (0, 1). Seja N o
número da tentativa em que ocorre o primeiro sucesso. Então N tem distribuição geométrica,
com a convenção

P(N = n) = p(1 − p)n−1, n ∈ {1, 2, . . .}.

Para cada inteiro k ⩾ 0,
P(N > k) = (1 − p)k,

13



pois {N > k} é o evento de não haver sucesso nas k primeiras tentativas. Para inteiros
m, k ⩾ 0, a inclusão {N > m + k} ⊆ {N > m} dá

P(N > m + k | N > m) = P(N > m + k)
P(N > m) = (1 − p)m+k

(1 − p)m
= (1 − p)k = P(N > k).

Portanto, sob a condição de que as m primeiras tentativas falharam, N − m tem a mesma
distribuição que N . Essa é a propriedade de falta de memória da geométrica. Sua cauda
(1 − p)k pode ser escrita como e−λk, com λ = − log(1 − p) > 0; a cauda exponencial e−λt

estende essa forma aos tempos reais t ⩾ 0.

Definição 14 (Variável Aleatória sem Memória). Uma variável aleatória X satisfazendo a
condição P(X ⩾ 0) = 1 é chamada de uma variável aleatória sem memória se, para todos
s, t ⩾ 0 tais que P(X > t) > 0,

P(X > s + t | X > t) = P(X > s). (22)

A condição P(X > t) > 0, na definição acima, é usada para garantir que a probabilidade
condicional esteja definida.

No evento {X > t}, o tempo adicional de espera é X − t. Assim, (22) também se escreve
como

P(X − t > s | X > t) = P(X > s), s ⩾ 0.

Essa igualdade diz que a distribuição condicional do tempo restante, após t unidades de
espera sem ocorrência do evento, é a mesma da espera inicial. Para estudar a propriedade,
vamos escrevê-la em termos da cauda G(x) = P(X > x).

Proposição 15 (Reformulação como Equação Funcional). Uma variável aleatória não ne-
gativa quase certamente X é sem memória se, e somente se, sua cauda G(x) = P(X > x)
satisfaz

G(s + t) = G(s)G(t), ∀s, t ⩾ 0. (23)

Prova. Suponha primeiro que X é sem memória e fixe s, t ⩾ 0. Se G(t) > 0, a definição de
probabilidade condicional e a inclusão {X > s + t} ⊆ {X > t} dão

G(s + t) = P(X > s + t | X > t)P(X > t) = G(s)G(t).

Se G(t) = 0, a monotonicidade da cauda dá 0 ⩽ G(s + t) ⩽ G(t) = 0. Portanto, a igualdade
também vale nesse caso. Reciprocamente, se (23) vale e G(t) > 0, então

P(X > s + t | X > t) = G(s + t)
G(t) = G(s) = P(X > s).

■

Proposição 16 (A Exponencial É sem Memória). Se X ∼ Exp(λ), então X é sem memória.

Prova. Por (21), sua cauda é G(x) = e−λx, para x ⩾ 0. Logo,

G(s + t) = e−λ(s+t) = e−λse−λt = G(s)G(t), s, t ⩾ 0,

e a afirmação segue da Proposição 15. ■
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4.1.3. A Falta de Memória Caracteriza a Exponencial

A proposição anterior verifica que a exponencial é sem memória. Para provar a recíproca, pre-
cisamos determinar as funções de cauda que resolvem (23). A identidade e−λ(s+t) = e−λse−λt

sugere a forma da solução. Para demonstrar que essa forma é obrigatória, calcularemos
primeiro G nos argumentos racionais, usando a equação funcional, e depois estenderemos a
argumentos em R usando a continuidade à direita.

Teorema 17 (Caracterização pela Falta de Memória). Seja X uma variável aleatória com
P(X > 0) = 1. Se X é sem memória, então existe λ > 0 tal que X ∼ Exp(λ).

Prova. Escreva G(x) = P(X > x). Por hipótese, G(0) = 1 e, pela Proposição 15, vale (23).
Passo 1 (determinar G nos racionais). Seja p = G(1). Como G é não crescente e
G(0) = 1, temos 0 ⩽ p ⩽ 1. Vamos primeiro excluir os valores 0 e 1.

Se p = 1, a iteração de (23) dá G(n) = G(1)n = 1 para todo inteiro n ⩾ 1. Isso contradiz
limn→∞ P(X > n) = 0, pois X assume valores reais. Logo, p < 1.

Se p = 0, tomando s = t = 1/2 em (23), temos G(1/2)2 = G(1) = 0. Repetindo o
argumento, G(1/2n) = 0 para todo inteiro n ⩾ 1. Os eventos {X > 1/2n} crescem para
{X > 0}. Pela continuidade da probabilidade em sequências crescentes,

G(0) = P(X > 0) = lim
n→∞

P(X > 1/2n) = 0,

contrariando G(0) = 1. Portanto, 0 < p < 1.
Escolhemos então

λ = − log p > 0, de modo que p = e−λ.

Para inteiros n ⩾ 1, a iteração da equação funcional dá

G(n) = G(1)n = pn = e−λn.

Escrevendo 1 como a soma de n parcelas iguais a 1/n e aplicando a mesma equação sucessi-
vamente, obtemos

p = G(1) = G(1/n)n, logo G(1/n) = p1/n = e−λ/n.

Repetindo agora a parcela 1/n um total de m vezes, para inteiros m, n ⩾ 1, segue que

G(m/n) = G(1/n)m = pm/n = e−λm/n.

Juntamente com G(0) = 1, isso determina G(x) = e−λx para todo racional x ⩾ 0.
Passo 2 (estender aos reais). Como G = 1−FX e toda função de distribuição é contínua
à direita, G também é contínua à direita. Fixe x ⩾ 0 e tome uma sequência de racionais
xk ↓ x. Então

G(x) = lim
k→∞

G(xk) = lim
k→∞

e−λxk = e−λx.

Consequentemente, FX(x) = 0 para x < 0 e FX(x) = 1 − e−λx para x ⩾ 0. Essa é a função
de distribuição calculada em (20). Em particular,

FX(x) =
∫ x

−∞
λe−λu1[0,∞)(u) du, ∀x ∈ R,

de modo que X admite a densidade da Definição 11 e X ∼ Exp(λ). ■
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Observação 18 (O Caso Degenerado). Se X = 0 quase certamente, então P(X > t) = 0
para todo t ⩾ 0. Nesse caso, a Definição 14 é satisfeita de modo vacuamente verdadeiro:
não há valor de t para o qual seja necessário verificar a igualdade condicional. A equação
funcional também vale, pois G é identicamente nula em [0, ∞).

Esse é o único caso sem memória que a hipótese P(X > 0) = 1 exclui entre as variáveis
não negativas. De fato, tomando s = t = 0 em (23), temos G(0) = G(0)2, logo G(0) ∈ {0, 1}.
Se G(0) = 0, então X = 0 quase certamente; se G(0) = 1, aplica-se o Teorema 17.
Observação 19 (O Papel das Propriedades da Cauda). A equação funcional permite de-
terminar G nos racionais a partir de G(1). Para chegar aos reais, usamos a continuidade à
direita, uma propriedade que toda função de cauda já possui.

Alternativamente, podemos concluir essa etapa usando a monotonicidade de G, sem
recorrer à sua continuidade à direita. Para cada x > 0, escolhendo racionais não negativos
ak ↑ x e bk ↓ x, temos

e−λbk = G(bk) ⩽ G(x) ⩽ G(ak) = e−λak .

Pela continuidade da função exponencial e pelo Teorema do Confronto, segue que G(x) =
e−λx. O caso x = 0 já foi estabelecido.

Portanto, não foi necessário supor que X tivesse densidade ou que G fosse diferenciável.
A existência da densidade exponencial foi obtida como consequência da falta de memória.

4.1.4. Taxa de Falha Constante

Seja X não negativa quase certamente, com densidade fX contínua em [0, ∞) e cauda G(t) =
P(X > t) > 0 para todo t ⩾ 0. Definimos sua taxa de falha, ou taxa de risco, por

hX(t) = fX(t)
G(t) , t ⩾ 0.

Para entender essa razão, fixe um valor t ⩾ 0. Para cada δ > 0, temos

P(t < X ⩽ t + δ | X > t) = 1
G(t)

∫ t+δ

t
fX(u) du.

Pela continuidade de fX , dividindo por δ e fazendo δ ↓ 0, obtemos

lim
δ↓0

P(t < X ⩽ t + δ | X > t)
δ

= hX(t).

Assim, hX(t) mede a taxa de ocorrência do evento logo após t, sob a condição de que ele
ainda não ocorreu.
Exemplo 20 (Taxa de Falha da Exponencial). Se X ∼ Exp(λ), usando a densidade da
Definição 11, temos

hX(t) = λe−λt

e−λt
= λ, t ⩾ 0.

Portanto, essa taxa não depende do tempo já decorrido. Reciprocamente, sob as hipóteses
acima, suponha que hX(t) = λ > 0 para todo t ⩾ 0. Como X tem densidade e é não negativa
quase certamente, G(0) = 1. Além disso, para t > 0,

G′(t) = −fX(t) = −λG(t).
Para resolver essa equação, observe que d

dt
(eλtG(t)) = 0. Logo, eλtG(t) = G(0) = 1 e

G(t) = e−λt, para t ⩾ 0. Assim, X ∼ Exp(λ). Nessas condições, a taxa de falha constante e
a falta de memória caracterizam a mesma distribuição.
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4.1.5. A Exponencial como Tempo de Espera de Eventos Raros

Podemos também obter a distribuição exponencial a partir de um modelo para a contagem de
eventos. A ideia é supor que as contagens em intervalos disjuntos sejam independentes, que
sua distribuição dependa apenas do comprimento do intervalo e que, em um intervalo curto,
a probabilidade de uma ocorrência seja aproximadamente proporcional a esse comprimento.

Proposição 21 (Tempo até o Primeiro Evento). Sejam N(t) : Ω → {0, 1, 2, . . .}, para t ⩾ 0,
variáveis aleatórias em (Ω, F ,P), em que N(t) representa o número de eventos ocorridos no
intervalo (0, t]. Suponha que, para cada ω ∈ Ω, temos N(0)(ω) = 0 e a função t 7→ N(t)(ω)
é não decrescente e contínua à direita. Suponha ainda que:

(i) as contagens em qualquer coleção finita de intervalos disjuntos sejam independentes;

(ii) para quaisquer a, h ⩾ 0, a contagem N(a + h) − N(a) tenha a mesma distribuição que
N(h);

(iii) exista λ > 0 tal que, quando h ↓ 0,

P(N(h) = 1) = λh + o(h), P(N(h) ⩾ 2) = o(h).

Aqui, o(h) denota uma quantidade cuja razão por h tende a zero quando h ↓ 0. Então o
tempo até o primeiro evento,

T = inf{t > 0 : N(t) ⩾ 1},

com a convenção inf ∅ = ∞, é finito quase certamente e tem distribuição Exp(λ).

Prova. O evento de o primeiro evento ocorrer após t é o evento de não haver ocorrências
em (0, t]: {T > t} = {N(t) = 0}. Essa identidade decorre das propriedades das trajetórias
de N . Em particular, ela garante a mensurabilidade de T .

Para calcular essa probabilidade, fixe t > 0 e divida (0, t] em n intervalos disjuntos de
comprimento t/n. Pela hipótese (iii), podemos escrever

P(N(h) = 0) = 1 − λh + r(h), lim
h↓0

r(h)
h

= 0.

Pela hipótese (ii), essa é também a probabilidade de nenhuma ocorrência em qualquer inter-
valo de comprimento h. Portanto, pela independência das contagens em (i),

P(T > t) = P(N(t) = 0) =
(

1 − λt

n
+ r(t/n)

)n

.

Como nr(t/n) = t r(t/n)/(t/n) → 0, o limite usual da função exponencial dá

lim
n→∞

(
1 − λt

n
+ r(t/n)

)n

= e−λt.

O lado esquerdo da igualdade anterior a esse limite é P(T > t) para todo n. Logo, P(T >
t) = e−λt para todo t > 0. Fazendo t → ∞ e t ↓ 0, respectivamente, concluímos que
P(T = ∞) = 0 e P(T > 0) = 1. Assim, T tem a função de distribuição exponencial. ■
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4.2. Corridas Exponenciais e Amostragem Softmax
Exemplo 22 (Relógios Exponenciais, Softmax e Sorteios). Considere dois relógios indepen-
dentes X ∼ Exp(λ) e Y ∼ Exp(µ), com λ, µ > 0. O valor de cada uma destas duas variáveis
aleatórias representa o tempo que o relógio correspondente leva para tocar.

X ∼ Exp(λ) Y ∼ Exp(µ)

Pela independência e pela forma das densidades exponenciais, uma densidade conjunta é

fX,Y (x, y) = λe−λx µe−µy1(0,∞)2(x, y).

De fato, a integral desse produto sobre (−∞, x] × (−∞, y] é FX(x)FY (y) = FX,Y (x, y), como
exige a definição de densidade conjunta. Vamos primeiro calcular a probabilidade de que
o relógio X toque antes de Y . No plano, o evento {X < Y } é a região acima da diagonal
y = x no quadrante positivo, como ilustra a Figura 5.

x

y

y = x
x0

x0

x < y

0

Figura 5: A região sombreada representa S ≡ {(x, y) ∈ (0, ∞)2 : x < y}.

Para descrever essa região por seções verticais, fixemos x = x0 > 0. A seção indicada
em vermelho na figura mostra que, para esse valor de x, a coordenada y varia de x0 até ∞.
Portanto

P(X < Y ) = P
(
(X, Y ) ∈ S

)
=
∫∫

S
fX,Y (x, y) dx dy =

∫ ∞

0

∫ ∞

x
λµe−λx−µy dy dx

=
∫ ∞

0
λe−λxe−µx dx = λ

λ + µ
.

Trocando os papéis dos relógios, obtemos P(Y < X) = µ/(λ + µ). O empate corresponde à
diagonal {(x, y) : x = y}, que tem área nula no plano. Como (X, Y ) tem densidade, segue
que P(X = Y ) = 0. Assim, quase certamente há um único relógio que toca primeiro.

O cálculo sugere que a taxa de um relógio determina sua chance de vencer. Agora
queremos acompanhar também o instante do primeiro toque. Consideremos n ⩾ 2 relógios
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independentes X1, . . . , Xn, com Xi ∼ Exp(λi) e λi > 0. Para registrar o instante e o relógio
que toca primeiro, definimos

T = min
1⩽j⩽n

Xj, J = min{i ∈ {1, . . . , n} : Xi = T}, Λ =
n∑

j=1
λj.

Assim, T é o instante do primeiro toque, e J indica qual relógio o produziu. A definição tam-
bém cobre o caso de empate: escolhemos o menor índice entre os relógios que tocam juntos.
Vamos ver que essa convenção só afeta um evento de probabilidade zero. Fixemos um par
i < j. Pela independência, a densidade conjunta de (Xi, Xj) é fXi,Xj

(x, y) = λiλje
−λix−λjy,

para x, y > 0. O empate entre esses relógios corresponde à diagonal x = y. Como a
probabilidade é a integral da densidade nessa região, e a diagonal tem área nula, temos
P(Xi = Xj) = 0. Se houver empate no primeiro toque, algum par de relógios terá tempos
iguais. Há apenas finitos pares, e a probabilidade da união dos eventos {Xi = Xj} é no
máximo a soma das probabilidades individuais; portanto, também é zero.

Para calcular a lei conjunta de T e J , fixemos i e consideremos a probabilidade de o
relógio i ser o primeiro a tocar, com esse toque ocorrendo depois de t ⩾ 0. Como os empates
têm probabilidade zero, podemos integrar sobre a região em que i toca estritamente antes
dos demais. Se esse toque ocorre no instante u > t, todas as outras coordenadas xj devem
satisfazer xj > u. Integramos primeiro nessas coordenadas e depois em u:

P(T > t, J = i) =
∫ ∞

t
λie

−λiu
∏
j ̸=i

(∫ ∞

u
λje

−λjxj dxj

)
du

=
∫ ∞

t
λie

−Λu du = λi

Λ e−Λt. (24)

Cada integral interna integra a densidade do relógio j nos valores xj > u, enquanto a integral
externa percorre os instantes u > t em que o relógio i pode tocar primeiro.

Somando sobre i ∈ {1, . . . , n}, usamos a aditividade de P para obter

P(T > t) = e−Λt, (25)

portanto T ∼ Exp(Λ). Fazendo t = 0 em (24), obtemos P(T > 0, J = i) = λi/Λ. Como
T > 0 quase certamente, temos P(T > 0, J = i) = P(J = i), e segue que

P(J = i) = λi

Λ . (26)

Além disso, segue das identidades (24), (25) e (26) que, para todo t ⩾ 0,

P(T > t, J = i) = P(T > t)P(J = i). (27)

Fixado k ∈ R, somando a igualdade acima sobre os índices i ∈ {1, . . . , n} satisfazendo
i ⩽ k, obtemos

P(T > t, J ⩽ k) =
∑

1⩽i⩽k

P(T > t, J = i) = P(T > t)
∑

1⩽i⩽k

P(J = i) = P(T > t)P(J ⩽ k).

Tomando o complementar de {T > t} em relação ao evento {J ⩽ k}, concluímos que

FT,J(t, k) = FT (t)FJ(k), t ⩾ 0 e k ∈ R.
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Para t < 0, ambos os lados são zero. Pela definição de independência, T e J são, portanto,
independentes. Em particular, saber qual relógio tocou primeiro não altera a distribuição
do tempo até o toque, isto é, P(T ⩽ t | J = i) = P(T ⩽ t). Observe que (25) diz que o
tempo mínimo tem taxa total Λ, e a identidade do vencedor, segundo (26), é sorteada com
probabilidades proporcionais às taxas individuais.

Podemos agora usar a fórmula do vencedor como um método de amostragem: escolhe-
remos as taxas de modo que o índice vencedor tenha a distribuição softmax de uma lista
de escores. Consideremos escores (ou pontuações ou log-pesos) s1, . . . , sn ∈ R. Como as
taxas na distribuição exponencial precisam ser positivas, tomamos λi = esi . Já que a função
exponencial é positiva e estritamente crescente, esta transformação fornece taxas e preserva
a ordem dos escores. Observe que agora, os valores λi ≡ esi podem ser vistos como pesos
não normalizados da distribuição de Gibbs definida pelos escores. Substituindo essas taxas
em (26), obtemos

P(J = i) = λi

Λ = esi∑n
j=1 esj

.

Essa é a distribuição softmax dos escores. Portanto, para sortear um índice com essas
probabilidades, basta gerar, independentemente, Xi ∼ Exp(esi) e escolher o índice do menor
valor.

Essa distribuição conecta a corrida a dois exemplos vistos antes. Nas notas sobre propri-
edades da probabilidade, ela aparece como a distribuição de Gibbs obtida ao normalizar os
pesos esi . Nas notas sobre vetores discretos, quando os escores do problema de atenção são
si, os pesos são αi = esi/

∑n
j=1 esj e formam a combinação convexa ∑i αivi. A corrida usa

esses mesmos pesos para sortear o índice J , de modo que P(J = i) = αi.

Observação 23 (O Truque Gumbel-Max). Há uma forma de fazer o mesmo sorteio usando
apenas variáveis uniformes. Para obter uma exponencial de taxa um, procuramos uma
transformação cuja probabilidade de exceder t seja e−t. Uma uniforme em (0, 1) fica abaixo
de e−t com essa probabilidade; como − log é decrescente, a transformação − log U converte
essa condição em − log U > t. Depois, reescalamos os tempos para obter as taxas esi . Sejam
U1, . . . , Un : Ω → (0, 1) variáveis aleatórias uniformes e independentes, e defina

Ei = − log Ui.

Para t ⩾ 0, a transformação fornece

P(Ei > t) = P(Ui < e−t) = e−t,

de modo que Ei ∼ Exp(1). Para verificar a independência, note que, para t1, . . . , tn ⩾ 0,

P(E1 ⩽ t1, . . . , En ⩽ tn) = P(U1 ⩾ e−t1 , . . . , Un ⩾ e−tn) =
n∏

i=1
(1 − e−ti).

A segunda igualdade usa a independência das uniformes. Se algum ti < 0, tanto a probabi-
lidade conjunta quanto o produto das marginais são zero. Assim, a função de distribuição
conjunta se fatora, e E1, . . . , En são independentes. Ponha

Ti = Ei

esi
.
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Para t ⩾ 0, temos P(Ti > t) = P(Ei > esit) = e−esi t. Logo Ti tem distribuição exponen-
cial de taxa esi . A fatoração da função de distribuição conjunta continua válida após esse
reescalonamento de cada limiar, de modo que os tempos permanecem independentes. Pelo
Exemplo 22, o índice que minimiza os Ti tem a distribuição softmax.

Para escrever essa regra como uma maximização, aplicamos − log, que é estritamente
decrescente nos números positivos. Portanto,

argmin
1⩽i⩽n

Ti = argmax
1⩽i⩽n

(− log Ti) = argmax
1⩽i⩽n

(si + Gi),

onde Gi = − log(− log Ui). Aqui, argmin e argmax denotam os índices em que o mínimo e o
máximo são atingidos. Como o empate tem probabilidade zero, esses índices são únicos com
probabilidade 1. Os ruídos Gi são independentes, pois suas transformações são estritamente
crescentes em cada Ui, e a fatoração das funções de distribuição é preservada. Calculamos a
distribuição de cada Gi diretamente. Para g ∈ R,

FGi
(g) = P

(
− log(− log Ui) ⩽ g

)
= P

(
Ui ⩽ e−e−g

)
= e−e−g

.

Essa é a distribuição Gumbel padrão. Assim, gerar ruídos Gumbel independentes, somá-los
aos escores e escolher o índice do maior valor é um algoritmo exato para sortear uma posição
com probabilidades softmax. Esse procedimento é conhecido como truque Gumbel-Max.2

4.3. Informação Conjunta e o Problema de Classificação
Exemplo 24 (Duas Características e uma Informação Conjunta). Queremos construir um
exemplo em que cada característica, observada sozinha, não ajude a identificar a classe, mas
as duas características em conjunto determinem a classe. Isso nos permitirá ver concreta-
mente que as distribuições marginais podem perder a informação sobre a interação entre
variáveis.

Seja (Ω, F ,P) um espaço de probabilidade e seja C : Ω → {0, 1} uma variável aleatória
com distribuição de Bernoulli de parâmetro 1/2. A variável C divide o espaço amostral em
dois grupos, representados pelos eventos

{C = 0} = {ω ∈ Ω : C(ω) = 0}, {C = 1} = {ω ∈ Ω : C(ω) = 1}.

Esses eventos são disjuntos, sua união é Ω, e

P(C = 0) = P(C = 1) = 1
2 .

Sejam ainda X, Y : Ω → R duas variáveis aleatórias. Para cada resultado ω, o par
(X(ω), Y (ω)) registra duas características desse resultado, enquanto C(ω) indica seu grupo.
Um dos nossos objetivos é encontrar a distribuição condicional conjunta dessas caracterís-
ticas (ou do vetor (X, Y )) dado um determinado grupo. Este tipo de problema é muito
comum quando estamos trabalhando em tarefas de classificação, já que, em geral, conhece-
mos algumas características do objeto que queremos classificar, neste nosso exemplo seriam

2Veja C. J. Maddison, A Poisson process model for Monte Carlo (2016), para essa ligação entre corridas
exponenciais e o truque Gumbel-Max.
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as variáveis aleatórias X e Y , e queremos, com base nesses valores, inferir a que classe,
indicada pela variável aleatória C, nosso objeto pertence.

Vamos assumir que
P
(
(X, Y ) ∈ (0, 1) × (0, 1)

)
= 1.

Vamos considerar as seguintes regiões do quadrado aberto Q = (0, 1) × (0, 1):

R0 =
{
(x, y) ∈ Q : (x − 1

2)(y − 1
2) > 0

}
,

R1 =
{
(x, y) ∈ Q : (x − 1

2)(y − 1
2) < 0

}
.

R0

R0

x

y

0 1
2

1
2

1

1

R1

R1

x

y

0 1
2

1
2

1

1

Figura 6: As regiões R0 e R1 são a união dos dois quadrantes som-
breados. As linhas divisórias x = 1/2 e y = 1/2, representadas por
traços, e a borda do quadrado estão excluídas das regiões.

É importante observar que os eventos {C = 0} e {C = 1} são subconjuntos de Ω,
enquanto as regiões R0 e R1 são subconjuntos de R2. Vamos relacioná-los abaixo no momento
de construir a distribuição condicional. Isto será feito de modo que, dado {C = 0}, o par
(X, Y ) pertença a R0 quase certamente, com respeito à distribuição condicional conjunta.
Analogamente dado {C = 1} o par (X, Y ) tomará valores em R1, quase certamente, também
com respeito à distribuição condicional conjunta.

Para descrever a distribuição das características determinadas pelo vetor aleatório (X, Y )
em cada classe, usamos a medida condicional ao evento {C = c}, com c = 0, 1. Para facilitar
a notação vamos denotar estas medidas condicionais por Pc. Desta forma temos para todo
B ∈ F que

Pc(B) = P(B | C = c) = P(B ∩ {C = c})
P(C = c) = P(B ∩ {C = c})

1/2 = 2P(B ∩ {C = c}).

Vamos supor que sob Pc o vetor aleatório (X, Y ) tenha a densidade conjunta hc : R2 → R,
onde para cada (x, y) ∈ R2 temos

h0(x, y) = 2 · 1R0(x, y), h1(x, y) = 2 · 1R1(x, y).

Para verificar que as funções h0 e h1 são de fato funções de densidade basta observar que
ambas são Borel-mensuráveis, não negativas e satisfazem∫∫

R2
hc(x, y) dx dy = 2 área(Rc) = 2 · 1

2 = 1, c ∈ {0, 1}.
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Portanto, cada uma define uma distribuição de probabilidade para (X, Y ) dentro da classe
correspondente. A distribuição de C e essas duas distribuições condicionais determinam a
distribuição conjunta de (C, X, Y ). Mais precisamente, para todo boreliano S ⊆ R2,

P
(
C = c, (X, Y ) ∈ S

)
= 1

2 Pc

(
(X, Y ) ∈ S

)
= 1

2

∫∫
S

hc(x, y) dx dy.

Para determinar a distribuição de X em cada classe, calculamos sua densidade marginal
sob Pc. Pela fórmula (15), uma versão dessa densidade é

hX,c(x) =
∫
R

hc(x, y) dy, c ∈ {0, 1}.

Fixemos x ∈ (0, 1/2). Neste caso, x − 1/2 < 0, portanto pelas definições de R0 e R1
temos as seguintes seções verticais:

{y ∈ R : (x, y) ∈ R0} =
(
0, 1

2

)
e {y ∈ R : (x, y) ∈ R1} =

(
1
2 , 1

)
.

Como hc = 2 · 1Rc , segue que, para todo y ∈ R,

h0(x, y) = 2 · 1(
0 ,

1
2

)(y), h1(x, y) = 2 · 1(1
2 , 1
)(y).

Essas seções estão representadas em vermelho na Figura 7.
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Figura 7: Seções verticais de R0 e R1 para um valor fixado x0 ∈ (0, 1/2). Os segmentos
vermelhos correspondem aos intervalos 0 < y < 1/2 e 1/2 < y < 1, respectivamente. Os
círculos abertos indicam os extremos excluídos.

Consequentemente,

hX,0(x) =
∫
R

h0(x, y) dy =
∫ 1/2

0
2 dy = 1, ∀x ∈

(
0, 1

2

)
(28)

hX,1(x) =
∫
R

h1(x, y) dy =
∫ 1

1/2
2 dy = 1, ∀x ∈

(
0, 1

2

)
. (29)

Fixemos agora x ∈ (1/2, 1). Agora, x − 1/2 > 0, portanto pelas definições de R0 e R1
temos as seguintes seções verticais:

{y ∈ R : (x, y) ∈ R0} =
(

1
2 , 1

)
e {y ∈ R : (x, y) ∈ R1} =

(
0, 1

2

)
.
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Como hc = 2 · 1Rc , segue que, para todo y ∈ R,

h0(x, y) = 2 · 1(1
2 , 1
)(y), h1(x, y) = 2 · 1(

0 ,
1
2

)(y).

Essas seções estão representadas em vermelho na Figura 8.
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Figura 8: Seções verticais de R0 e R1 para um valor fixado x0 ∈ (1/2, 1). Os segmentos
vermelhos correspondem aos intervalos 1/2 < y < 1 e 0 < y < 1/2, respectivamente. Os
círculos abertos indicam os extremos excluídos.

Consequentemente,

hX,0(x) =
∫
R

h0(x, y) dy =
∫ 1

1/2
2 dy = 1, ∀x ∈

(
1
2 , 1

)
(30)

hX,1(x) =
∫
R

h1(x, y) dy =
∫ 1/2

0
2 dy = 1, ∀x ∈

(
1
2 , 1

)
. (31)

Portanto, pelas igualdades (28), (29), (30) e (31), para cada c ∈ {0, 1} fixado e cada
x ∈ (0, 1) \ {1

2} temos ∫
R

hc(x, y) dy = 2 · 1
2 = 1.

Para x /∈ (0, 1), essa integral é zero. Para x = 1/2, ela também é zero, pois fixamos as
densidades conjuntas como zero nas linhas divisórias. Podemos, porém, escolher outra versão
da densidade marginal, atribuindo-lhe o valor 1 nesse único ponto, sem alterar a distribuição
de X. O mesmo argumento vale para os cortes horizontais, já que hc(x, y) = hc(y, x). Assim,
passaremos a usar as versões marginais

hX,c(x) = 1(0,1)(x), hY,c(y) = 1(0,1)(y), c ∈ {0, 1}.

Essas versões coincidem com as integrais marginais em quase todo ponto. Em particular,
sob ambas as medidas P0 e P1, as duas variáveis aleatórias X e Y têm, individualmente,
distribuição uniforme em (0, 1).

Desta forma temos

P0(X ∈ D) = P1(X ∈ D), ∀D ∈ B(R).

A mesma igualdade também é válida para a variável aleatória Y .
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Por exemplo, saber que X pertence a um intervalo I ⊆ (0, 1) de comprimento positivo
mantém as probabilidades das duas classes iguais às probabilidades iniciais:

P(C = 0 | X ∈ I) = P(C = 1 | X ∈ I) = 1
2 .

Para justificar essa igualdade, denotemos por ℓ(I) > 0 o comprimento de I. Como a distri-
buição de X sob Pc é uniforme em (0, 1), para cada c ∈ {0, 1} temos

P(X ∈ I | C = c) = Pc(X ∈ I) =
∫

I
hX,c(x) dx =

∫
I

1 dx = ℓ(I).

Os eventos {C = 0} e {C = 1} formam uma partição de Ω. Logo, pela fórmula da probabi-
lidade total,

P(X ∈ I) =
1∑

c=0
P(X ∈ I | C = c)P(C = c)

= ℓ(I) · 1
2 + ℓ(I) · 1

2 = ℓ(I) > 0.

Portanto, podemos condicionar ao evento {X ∈ I}. Pela definição de probabilidade condi-
cional e pela fórmula de Bayes, para cada c ∈ {0, 1} obtemos

P(C = c | X ∈ I) = P({C = c} ∩ {X ∈ I})
P(X ∈ I)

= P(X ∈ I | C = c)P(C = c)
P(X ∈ I)

=
ℓ(I) · 1

2
ℓ(I) = 1

2 .

O cálculo mostra por que as probabilidades das classes permanecem iguais: o evento {X ∈ I}
tem a mesma probabilidade condicional em ambas as classes. O mesmo vale quando a
informação é sobre Y . Assim, informações sobre uma única coordenada não alteram as
probabilidades dos grupos; para recuperar o valor de C, precisamos considerar como as duas
coordenadas se combinam.

Para quantificar a limitação descrita acima, podemos usar uma regra de previsão baseada
exclusivamente na variável aleatória X. Uma regra de previsão é simplesmente uma função
Borel-mensurável g : R → {0, 1} e funciona da seguinte maneira. Ao observar o valor
X(ω) = x, a classe prevista será a classe g(x). Uma regra de previsão às vezes é chamada
de uma regra “determinística”, porque, para um mesmo valor x, a função g sempre produz
a mesma previsão.

Denotemos por Ĉ a previsão obtida a partir de X:

Ĉ : Ω → {0, 1}, Ĉ(ω) = g(X(ω)).

Como X e g são mensuráveis, Ĉ é uma variável aleatória. Observe que C indica a classe
verdadeira, enquanto Ĉ indica a classe prevista pela regra “determinística”.

Já que g é mensurável e assume apenas dois valores então o boreliano

D = g−1({0}) = {x ∈ R : g(x) = 0},
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determina g e vice-versa já que

g(x) =
0, x ∈ D,

1, x /∈ D.

Como X é uma variável aleatória e D é boreliano, temos imediatamente que

{Ĉ = 0} = {X ∈ D} ∈ F e {Ĉ = 1} = {X /∈ D} ∈ F .

A regra “determinística” acerta quando Ĉ(ω) = C(ω). Portanto, o evento de acerto é a
união disjunta

{Ĉ = C} =
(
{C = 0} ∩ {X ∈ D}

)
∪
(
{C = 1} ∩ {X /∈ D}

)
.

Usando a definição de Pc e a igualdade das distribuições marginais nas duas classes, obtemos

P(Ĉ = C) = P(C = 0, X ∈ D) + P(C = 1, X /∈ D)

= 1
2 P0(X ∈ D) + 1

2 P1(X /∈ D)

= 1
2 P0(X ∈ D) + 1

2

(
1 − P0(X ∈ D)

)
= 1

2 ,

onde na penúltima igualdade usamos que P1(X /∈ D) = P0(X /∈ D) = 1 − P0(X ∈ D).
Logo, toda regra determinística mensurável baseada somente na variável aleatória X

acerta com probabilidade 1/2. O mesmo cálculo vale para qualquer regra determinística
baseada somente em Y .

Por outro lado, vamos mostrar que é possível construir uma regra determinística mensu-
rável baseada no vetor (X, Y ) que classifica corretamente com probabilidade 1. Agora, uma
regra de previsão é uma função G : R2 → {0, 1}: ao observar (X(ω), Y (ω)) = (x, y), a classe
prevista será G(x, y).

Para escolher essa função, usamos as definições de R0 e R1. Em R0, as duas coordenadas
são simultaneamente menores que 1/2 ou simultaneamente maiores que 1/2, de modo que
(x − 1

2)(y − 1
2) > 0. Em R1, uma coordenada é menor que 1/2 e a outra é maior, de modo

que esse produto é negativo. Assim, definimos, para todo (x, y) ∈ R2,

G(x, y) =


0, (x − 1

2)(y − 1
2) ⩾ 0,

1, (x − 1
2)(y − 1

2) < 0.

Essa definição atribui a previsão 0 às linhas divisórias x = 1/2 e y = 1/2. Como a função
(x, y) 7→ (x − 1

2)(y − 1
2) é contínua, o conjunto G−1({0}) é fechado e o conjunto G−1({1}) é

aberto. Ambos são borelianos de R2, logo G é Borel-mensurável.
Denotemos por ĈX,Y a previsão obtida a partir das duas características:

ĈX,Y : Ω → {0, 1}, ĈX,Y (ω) = G(X(ω), Y (ω)).

Como (X, Y ) e G são mensuráveis, ĈX,Y é uma variável aleatória. Para cada c ∈ {0, 1}, o
evento em que a regra prevê a classe c é

{ĈX,Y = c} = {(X, Y ) ∈ G−1({c})} ∈ F .
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Pela construção de G, temos Rc ⊆ G−1({c}) para c ∈ {0, 1}. Além disso, a densidade
hc é nula fora de Rc. Portanto, sob a medida condicional Pc, a regra prevê a classe c com
probabilidade 1:

Pc(ĈX,Y = c) =
∫∫

G−1({c})
hc(x, y) dx dy

=
∫∫

Rc

hc(x, y) dx dy = 2 · 1
2 = 1.

Para obter a probabilidade de acerto sob P, escrevemos novamente o evento de acerto como
uma união disjunta:

{ĈX,Y = C} =
(
{C = 0} ∩ {ĈX,Y = 0}

)
∪
(
{C = 1} ∩ {ĈX,Y = 1}

)
.

Usando a definição das medidas condicionais, obtemos

P(ĈX,Y = C) = P(C = 0, ĈX,Y = 0) + P(C = 1, ĈX,Y = 1)

= 1
2 P0(ĈX,Y = 0) + 1

2 P1(ĈX,Y = 1)

= 1
2 · 1 + 1

2 · 1 = 1.

Como as linhas divisórias têm área zero e a distribuição conjunta de (X, Y ) sob cada Pc tem
densidade, o evento {X = 1/2}∪{Y = 1/2} tem probabilidade zero sob cada Pc. Pela fórmula
da probabilidade total, esse evento também tem probabilidade zero sob P. Portanto, qualquer
escolha da previsão nessas linhas produz a mesma probabilidade de acerto. Assim, com
probabilidade 1, o valor de C pode ser recuperado a partir do par (X, Y ). A interação entre
as coordenadas contém toda a informação de classe, embora cada marginal, separadamente,
não contenha nenhuma.

Essa construção também mostra o que se perde ao substituir, dentro de cada classe,
a densidade conjunta pelo produto das densidades marginais. Em ambas as classes esse
produto é hX,c(x)hY,c(y) = 1Q(x, y), uma densidade uniforme em Q. Como esse produto não
depende de c, a substituição atribui a mesma distribuição conjunta às duas classes e elimina
a informação que permitia recuperar C a partir do vetor (X, Y ).

4.4. Dimensão e Escassez de Amostras Locais
Exemplo 25 (Dimensão e Escassez de Amostras Locais). No exemplo anterior, usamos
o vetor (X, Y ) para representar duas características de um objeto. Agora, fixemos um
inteiro d ⩾ 1 e consideremos objetos descritos por d características reais. Cada objeto será
representado por um vetor x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd, no qual a coordenada xi registra o valor
da i-ésima característica. Assim, o número de características é a dimensão do espaço em que
representamos os objetos.

Em algumas tarefas de inteligência artificial, procuramos, entre os dados disponíveis, ob-
jetos com características próximas às de um objeto de referência. Neste contexto, chamare-
mos de amostra cada vetor de dados disponível e de consulta o vetor fixo q = (q1, . . . , qd) ∈ Rd

que representa o objeto de referência. Escolhida uma tolerância ε > 0, diremos que uma
amostra x está próxima da consulta q em todas as características quando

|xi − qi| < ε, ∀i ∈ {1, . . . , d}.
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Queremos estudar como a dimensão d afeta a probabilidade de obter uma amostra que
satisfaça simultaneamente essas d condições.

Para isso, vamos usar um modelo probabilístico simples. Seja (Ω, F ,P) um espaço de
probabilidade e sejam X1, . . . , Xd : Ω → R variáveis aleatórias independentes, cada uma com
distribuição uniforme em (0, 1), isto é, Xi ∼ U(0, 1). O vetor aleatório

X : Ω → Rd, X(ω) = (X1(ω), . . . , Xd(ω)),

modela a geração de uma amostra: para cada resultado ω, o vetor X(ω) é a amostra obtida,
e Xi(ω) é o valor de sua i-ésima característica. Esse vetor pertence ao cubo (0, 1)d quase
certamente.

Neste exemplo, fixaremos a consulta no centro do cubo, q = (1/2, . . . , 1/2), e usaremos a
tolerância ε = 1/4. A região dos vetores próximos dessa consulta é

Vd =
d∏

i=1

(
qi − 1

4 , qi + 1
4

)
=
(1

4 ,
3
4

)d

.

O evento de que a amostra gerada esteja próxima dessa consulta em todas as características
é dado por

Ad = {X ∈ Vd} =
d⋂

i=1

{
|Xi − qi| <

1
4

}
.

Observe que Vd é uma região de Rd, enquanto Ad é um evento de Ω: ele reúne os resultados
ω para os quais X(ω) pertence a Vd.

Para calcular P(Ad), começamos pela condição em uma única característica. Como qi =
1/2 e Xi ∼ U(0, 1), para cada i ∈ {1, . . . , d} temos

P
(

|Xi − qi| <
1
4

)
= P

(1
4 < Xi <

3
4

)
=
∫ 3/4

1/4
1 dx = 1

2 .

Pela independência das variáveis X1, . . . , Xd, os eventos {|Xi −qi| < 1/4} são independentes.
Portanto,

P(Ad) =
d∏

i=1
P
(

|Xi − qi| <
1
4

)
= 2−d. (32)

Geometricamente, Vd tem volume 2−d e o cubo (0, 1)d tem volume 1. Como X tem distribu-
ição uniforme nesse cubo, P(Ad) coincide com a fração do volume ocupada por Vd.

Para estudar a chance de sucesso com uma coleção de amostras, fixe um inteiro N ⩾ 1
e sejam X(k) = (X(k)

1 , . . . , X
(k)
d ), para k = 1, . . . , N , vetores aleatórios definidos no mesmo

espaço de probabilidade. Assumimos que as Nd variáveis X
(k)
i sejam todas independentes

e uniformes em (0, 1). Aqui, o índice i identifica a característica e o índice k identifica a
amostra.

Para cada k ∈ {1, . . . , N}, o evento de que a k-ésima amostra esteja próxima da consulta
é

A
(k)
d = {X(k) ∈ Vd}.

Cada vetor X(k) tem a mesma distribuição que X. Logo, por (32), P(A(k)
d ) = 2−d. Além disso,

os eventos A
(1)
d , . . . , A

(N)
d são independentes: cada um é determinado pelas coordenadas de

um único vetor, e esses grupos de coordenadas são independentes entre si.
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Encontrar ao menos uma amostra próxima da consulta corresponde ao evento

Bd,N =
N⋃

k=1
A

(k)
d .

Para calcular sua probabilidade, é conveniente considerar o evento complementar: nenhuma
das N amostras pertence a Vd. Como os complementares dos eventos A

(k)
d também são

independentes, temos

P(Bc
d,N) = P

(
N⋂

k=1
(A(k)

d )c

)

=
N∏

k=1
P((A(k)

d )c) = (1 − 2−d)N .

Passando ao complementar e aplicando a desigualdade da união, obtemos

P(Bd,N) = 1 − (1 − 2−d)N

⩽
N∑

k=1
P(A(k)

d ) = N2−d.
(33)

Por exemplo, com d = 30 características e N = 1 000 000 amostras, a probabilidade de
encontrar ao menos uma amostra próxima da consulta satisfaz

P(B30,1 000 000) ⩽
1 000 000

230 < 0,001 = 0,1%.

Para uma dimensão d fixada, se desejarmos P(Bd,N) ⩾ 1/2, o número N de amostras deve
satisfazer, por (33),

1
2 ⩽ P(Bd,N) ⩽ N2−d, e, portanto, N ⩾ 2d−1. (34)

Essa condição é necessária, pois foi obtida de uma cota superior. Para verificar se um valor
de N é suficiente, usamos a expressão exata 1 − (1 − 2−d)N em (33).

Com a consulta e a tolerância escolhidas, cada característica adicional impõe uma con-
dição independente de probabilidade 1/2, reduzindo pela metade a probabilidade de uma
única amostra estar próxima de q. A condição (34) impõe ao número de amostras uma
cota inferior que cresce exponencialmente com a dimensão. Esse comportamento ilustra, no
modelo considerado, um dos fenômenos conhecidos como maldição da dimensionalidade.
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